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1 Elektromagnetno polje, nekovarijantno kvantovanje

Ideje kvantne mehanike pocele su bas od elektromagnetnog polja. Prvi eksperimenti u ko-
jima je detektovana diskretnost energije i Cesticno ponasanje talasa su zracenje crnog tela i
fotoefekat, a Planck i Einstein (1901, 1905) su imali dobru intuiciju da ove eksperimente i
kvantitativno objasne i time postave temelje kvantne fizike. Ipak u daljem razvoju prvo je
izvedena Schrodinger-ova jednacina, koja je nerelativisticka. Jedan od ciljeva naseg kursa je
daizvede opis kvantnog elektromagnetnog polja i njegove interakcije sa materijom, odnosno
sa poljima materije. Prvu konkretnu ideju o pristupu tom problemu dao je Dirac 1927, a No-
belova nagrada za kvantnu elektrodinamiku dodeljena je 1965. Tomonagi, Schwinger-u i
Feynman-u za radove objavljene izmedu 1946. i 1950.

Vec¢ iz gornjih brojeva vidi se da razvoj kvantne teorije polja nije bio jednostavan. Ovaj
kurs je uvodni: zasniva se na operatorskom kvantovanju polja, formalizmu koji se direktno
nastavlja na kvantnu mehaniku. Kao putokaz, u prvom poglavlju ¢emo kvantovati elektro-
magnetno polje na najjednostavniji nacin, nekovarijantno. Ovaj primer sumira najvaznije
tizicke koncepte i matematicke metode koje ¢emo kasnije koristiti.

1.1 Maxwell-ove jednacine

Klasi¢no polje je sistem sa beskona¢no mnogo stepeni slobode. To se intuitivho moze razumeti
iz jednostavnih mehani¢kih primera kao $to su polje elongacije strune koja osciluje u(t, x) ili
polje brzine fluida %(¢,7) . U oba primera polje moZe da se definise diskretizacijom materije:
polje u tacki 7, je vrednost odgovarajuce fizicke opservable (poloZaja, brzine) n-tog delica u
okolini te tacke. U limesu n — oo vrednosti odgovarajuce opservable, umesto indeksom n
ili 7,,, ‘prebrojavamo” kontinualnim indeksom 7, pa polje ima beskona¢no stepeni slobode.

U klasi¢noj mehanici razmatra se mnogo primera skalarnih, vektorskih i tenzorskih polja
ali jedino medu njima koje je fundamentalno je elektromagnetno polje. Ono je opisano
Maxwell-ovim jednacinama

oF

divE =p, rotﬁ—gzj_"
- (1.1)
divgzo, rotE—l—%—sz.

Prve dve jednatine su izvorne jer dinamiku polja zadaju preko njegovih izvora p ij. Druge
dve su bezizvorne i mogu se resiti uvodenjem elektromagnetnih potencijala,

E= —gradqb—aa—?, B=rotA. (1.2)
Ako u izvorne Maxwell-ove jednacine zamenimo (1.2), dobijamo
d (d¢p A - o A N
D(P_g(E—i_leA) =p, A+ grad <§+d1VA) =7j, (1.3)
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2
gde je d’Alembert-ov operator [ = (%) —A=0d"9,.

Elektromagnetni potencijali i elektri¢no i magnetno polje mogu se napisati i Lorentz-kovarijantno,
uvodenjem

Al/l — ((P, A) 7 Py]/ — ayAV - a]/AH . (1.4:)

Onda su Maxwell-ove jednacine
9, F" =", 9, F'" =0, (1.5)
gdeje j# = (p,f) 4-struja, a *F' = %GP‘VP‘T Fpr , dualni tenzor elektromagnetnog polja.

Bezizvorne Maxwell-ove jednacine ne odreduju potencijale u potpunosti nego do na proizvoljnu
funkciju koordinata f(t,7): zamena

q}—>¢’:q§—%—f, A'%A':A’-l—gradf (1.6)

zove se gauge ili gradijentna simetrija (sloboda), jer funkcije ¢’ i A’ daju isto elektri¢no i
magnetno polje kao ¢ i A . To znati da ne samo u opisu elektromagnetnog polja pomocu
Sest komponenti tenzora polja F*”, nego i u opisu pomocu cetiri komponente potencijala
A" imamo ‘viSak’. Dodatni stepeni slobode mogu se fiksirati ekstra uslovom na potencijal
(tzv. gradijentni uslov ili gejdZ). Jedan od mogucih gejdZ uslova je Lorentz-ov gejdZ koji je
Lorentz-kovarijantan,

9, A" =0. (1.7)

Jednacine kretanja (1.5) u Lorentz-ovom gejdZu svode se na

OA! = j*. (1.8)

1.2 Klasi¢na reSenja

Druga cesto koriS¢ena mogucnost fiksiranja gejdZza je Coulomb-ov gejdz,
divA =0, (1.9)

i njega ¢emo iskoristiti u ovom odeljku da nademo opste reSenje jednacina kretanja za elek-
tromagnetno polje u vakuumu. Ako (1.9) primenimo na jednacinu (1.3) za ¢ uz p = 0,
dobijamo

Ap=0. (1.10)

Postoje A laplasijan u ravnom euklidskom prostoru, grani¢ni uslov u beskonalnosti ¢|;—ye0 =
0 daje, kao jedinstveno resenje, ¢ = 0. Coulomb-ov gejdZ se svodi na aksijalni, A = 0, a
preostala jednacina za vektorski potencijal je talasna jednacina

OA=0. (1.11)



Pre nego Sto napiSemo opste reSenje jednacine (1.11), diskretizova¢emo sistem pretpostavl-
jajuci da se elektromagnetno polje nalazi u (velikoj) kutiji, tj. 0 < x, y, z < L, i zadovoljava
periodi¢ne grani¢ne uslove. U tom slucaju, svako reSenje talasne jednacine tj. svaka konfig-

uracija polja moZe da se razvije u Fourier-ov red po ravnim talasima e*7,
1.(7)=C&el", F=2" Z, r=12 1.12
”rl?(”) =Le&e, -7 (”1,712,”3), ned, r=172. (1.12)

Vektori & (k) = € ; su vektori polarizacije. Medusobno su ortogonalni i, zbog Coulomb-
ovog uslova, zadovoljavaju

&k)-&(k) =65, k-&(k) =0, (1.13)

pa su elektromagnetni talasi transverzalni. Ravni talasi su medusobno ortogonalni,

L L LL o
/eiZZT("_’”)x dx = L6y, ///d3r el (k=k)7 _ Viorn (1.14)
0 000

i mozemo ih normirati, C = 1/+/V . U kontinualnoj normalizaciji tj. ako pretpostavimo da
je prostor beskonat¢an, C = 1/4/(27)3. Prelaz sa jedne na drugu normalizaciju esto se pise
kao pravilo

%Z 5 ﬁ/d:“k. (1.15)
k

Posto smo uveli oznake, napiS$imo razvoj proizvoljne realne funkcije (koja, dodatno, zado-
voljava Coulomb-ov uslov) u Fourier-ov red:

ZZ \/2V|k|

Ako ovaj razvoj uvrstimo u jedna¢inu kretanja [JA = 0, dobijamo da amplitude a,(t, E)
zadovoljavaju

(ar(t £) ek 4 ar (1 k) e—fh) . (1.16)

i, (t, k) + w?a, (LK) =0,  w? =k, (1.17)

Amplitude polja su neinteragujuci harmonijski oscilatori a njihov broj je beskonacan (jednak
2 x broj 3-impulsa k). Ako prethodnu jedna¢inu za amplitude resimo

—

a,(tk) = e o, (k)= e “ta, (1.18)
opste reSenje Maxwell-ovih jednacina u vakuumu je
Z —ZV €r(az L miwtHikT 4 g ke“"t ikF 7, w = [k|. (1.19)

Ovde su a ; konstante tj. ne zavise od poloZaja i vremena.



Ekvivalentnost elektromagnetnog polja sa skupom neinteragujucih oscilatora vidi se i iz
izraza za energiju. Posto je energija polja, odnosno njegov hamiltonijan,

1 = —
£=H-= §/d3r (B2 + B?), (1.20)
7 _ 9A _ ! > —iwt+ikT _ % iwt—ik?
E= —5 = E N wéz(aze —ae ), (1.21)
r/
B _ A I 7.z —iwt+ik 7 _ o iwt—ikF
B=rotA = Z oZn kX € (ape T — ar et (1.22)
1k
kada uvrstimo (1.19) dobijamo
1 1 1
H==[d —
2 / Y)Y oy o
rk vk
% <_ weo' €z &) ( aza e i(w W)t Hi(k+k) T _ a a:@ o ilw—aw)t i(k=K')7 +he)

2 —2iwt *
( — W 8,y (arﬁar,ﬁz e — A+ h.c.)

) —2iwt *
+k* 6, (ark»ar/ﬁg e +aa et h-C-)> Of +%
J— w * *
=) 5 (agay+agag). "
1k

U izvodenju je koriSéen vektorski identitet
(@xb)-(Cxd)=@-¢)b-d)— @-d)(b-?) (1.24)
a oznaka “h.c.” znaci da se da se nekom izrazu doda njegov hermitski ili kompleksno

konjugovan. U kona¢nom izrazu (1.23) dobili smo da je energija elektromagnetnog polja
jednaka zbiru energija nezavisnih harmonijskih oscilatora 4 .

v' Proverite korake u izvodenju izraza za energiju polja: posebno, da je “h.c.” u gornjoj

formuli dobro upotrebljeno, i da se ¢lan proporcionalan sa afE (H:EZ ) anulira.

1.3 Kvantovanje

Kvantovanje je reprezentacija fizickog sistema i njegove dinamike u vektorskom (Hilbert-
ovom) prostoru: u prvom koraku, pridruZivanje operatora fizickim opservablama. U naSem
slucaju, elektri¢cnom i magnetnom polju treba da pridruzimo operatore, i to tako da njihova
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dinamika korespondira dinamici klasi¢nog elektromagnetnog polja. Posto smo u prethod-
nom odeljku hamiltonijan elektromagnetnog polja izrazili kao zbir hamiltonijana nezavisnih
harmonijskih oscilatora, polje moZemo da kvantujemo tako $to ¢emo kvantovati zasebno
svaki a ;. To umemo jer je svaki stepen slobode a ; (obi¢an) kvantnomehanicki sistem;
dodude mozda formalno, jer ih ima beskona¢no mnogo.

Dakle, operatorsko kvantovanje se sastoji od sledecih koraka.

1. Algebra operatora kreacije i anihilacije je

[arlz’ a:/]?'] = Opp 5@’ ’ [ar%’ ar’ic"] =0, [ ’k’] =0. (1.25)

Ekscitacije elektromagnetnog polja tj. njegovi kvanti zovu se fotoni. Operator broja fotona

impulsa k i polarizacije €, je, kao u kvantnoj mehanici, N ; = a*k az.

2. Prostor stanja polja je Fock-ov prostor, i zapravo njegova konstrukcija definiSe reprezentaciju
polja u kojoj radimo. Fock-ov prostor ima jedinstveni vakuum, stanje |0), (0|0) = 1, koje za
sve a » zadovoljava

az]0) = 0. (1.26)

Za fotone fiksiranog impulsa i polarizacije prostor stanja je obrazovan vektorima |n 7),
rk

+\ g
(a _’) rk
’an> = % |0), arﬁ|an> = /nz |an -1), a:E|an> = /nz+1 |an—|— 1). (1.27)

rk’

Prostor stanja polja je tenzorski proizvod prostora svih harmonijskih oscilatora*, a za bazis
se mozZe izabrati bazis svojstvenih stanja operatora broja fotona,

E)k

Ukupni prostor stanja ¢ine sve linearne kombinacije. 1z ¢injenice da operatori kreacije medu-
sobno komutiraju vidimo da su stanja u Fock-ovom prostoru (po konstrukciji) simetri¢na na
izmenu dve Cestice.

0. (1.28)

3. Hamiltonijan elektromagnetnog polja dobija se operatorskim uredenjem klasi¢nog izraza
za energiju. Ako bi se direktno primenila formula (1.23), zbog nenulte energije osnovnog

stanja dobija se
1
H:Z% a +a a) = Z(N +2) (1.29)
r,k

tj. beskona¢na vrednost energije u vakuumu. Da bi se to izbeglo, hamiltonijan se definiSe
normalnim uredenjem. OpSte pravilo je: kvantna opservabla se dobija iz odgovarajuéeg klasi¢nog
izraza normalnim uredenjem operatora kreacije i anihilacije, kao proizvod u kome su svi

*Zapravo Fock-ov prostor je manji od (beskona¢nog) tenzorskog proizvoda Hilbert-ovih prostora pojedi-
nacnih oscilatora jer su stanja simetri¢na (za fermione, antisimetri¢na) na izmenu Cestica.
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operatori kreacije sleva od operatora anihilacije. Normalno uredenje se oznacavasa : A :.
Primenjujudi ovo pravilo, za hamiltonijan dobijamo

H=: Z % (arﬁajﬁ + a:E”rE) = Z wa:%ar%, (1.30)
r,k rk

pa je energija polja u vakuumu nula, (0|H|0) = 0. Izrelacije [H, N ;] = 0 vidimo da se broj
Cestica (u neinteragujucoj teoriji) odrZava.

Operatori vektorskog potencijala, elektri¢nog i magnetnog polja su

o 1 —iwt+ikT |t iwt—ikF
A(t,7) = Z NATE €r(aye +aze ), (1.31)
rk

= —i - —iwt+ik-7? t  iwt—ik-?

b= Z 2Vw wéy (aze — e ) (132)
rk

= [ —iwtrikT ot iwt—ikT

B=)_ v kX (a5 e ) (1.33)
rk

Zbog linearnosti po operatorima kreacije i anihilacije, kod njih nema nejednoznacnosti sa
uredenjem. Takode, sledi da su o¢ekivane vrednosti polja u stanjima sa odredenim brojem

fotona nula, .
(nz|Elng) =0,  (ng|Blng) =0, (1.34)

pa takva stanja nisu klasi¢na.

v' Proverite gornju relaciju.

—

Polje &esto razdvajamo na pozitivno i negativno frekventni deo, A(t,7) = A*(t,7)+ A~ (t,7)

1
V2V w

A—’_t,?: € -0a
(t7) =L Vave R

— —1 '_‘._‘ g — 1 — 1 _'_a._'
"’}E ar% e iwt+ik-7 A (t, 1’) — Z +j(' ezwt ik-¥ ) (135)
rk

Normalno uredenje moze da se izvrsi i kori§¢enjem operatora A™ i A~ .

"I Koherentno stanje |c), ¢ € C, za odredenu vrednost polarizacije €, i talasnog broja k je

L& (o)

lc) =e nz). (1.36)

Vl_’%:() rk®

Pokazite da vazi i) (c|c) =1, ii) az|c)=clc) i iii) (c|E|c) = C& sin (wt —k -7+ &)
i odredite C i J. Koherentna stanja su semiklasi¢ne konfiguracije elektromagnetnog polja.



1.4 Spontana emisija u atomu

Kod interakcije atoma sa elektromagnetnim poljem najvaznija odnosno najveca je dipolna
interakcija. Potencijalna energija dipolne interakcije je

V = —¢F-E, (1.37)

gdeje 7 poloZajelektronaa E elektri¢no polje. Kod apsorpcije ili emisije zratenja, E je ravan

talas: ako ga opisujemo klasi¢no, E = Ege ™!t jli preciznije, E = Ej sin (wt —k-7), pa

imamo . )
e—zwt o ezwt

V = —eF- Ey sin(wt—E-?)%e?-Eo 5

(1.38)
U poslednjem izrazu Koristili smo aproksimaciju k-7 ~0, jer su tipi¢ne talasne duzine
emitovanog i apsorbovanog zraenja, k=1 ~ 4000 — 7500 A a dimenzije atoma, r ~ 1 A.
Verovatnoca prelaza elektrona iz vezanog stanja |n) u atomu u vezano stanje |m) mozZe
da se izracuna primenom teorije perturbacija, pri ¢emu je interakcioni hamiltonijan (1.37).
Amplituda prelaza je

. ; 1 o = . . — .
Cl) s m) = —z/el“’m"t Vi dt = £ 5 /<m| e+ Eg|n) elwmnFw)t gy — Lo Eo - Prun 8(wWmn F @),

gdeje wyun = Ey — Ey, pri ¢emu znak — odgovara apsorpciji a + emisiji zracenja. Jasno, ako
je Eo = 0 odnosno ako je atom u vakuumu elektromagnetnog polja, verovatnoca prelaza je
nula. Drugim re¢ima, gornji ra¢un ne moZe da objasni spontanu emisiju.

Medutim ako je elektromagnetno polje kvantno, vakuum je (u nekom smislu) dinamicki a
ne prosto odsustvo (svega). To se vidi i kada izvedemo gornji racun pretpostavljajuci da su
oba sistema, i elektron i polje, kvantni. Uze¢emo da je ukupno pocetno stanje |1n) @ [n ;) a
konaéno |m) @ |n ; + 1), 1iiskoristiti izraz (1.32) za elektri¢no polje. Imamo

) . w . T
e i) m) Sl g-+1) = / dte i mler € |n) )\ 5y (gt Hage™ —ageng)
rk

w -
= —27¢ ’/ﬁ € Tmn /1 p+1 S (wWmn + w) . (1.39)

Vidimo da, i kada je pocetno stanje vakuum tj. 7 = 0, verovatnoca prelaza nije nula:

spontani prelazi elektrona iz visih u niZa stanja energije se deSavaju i u vakuumu elektro-
magnetnog polja.



2 Klasic¢na polja i simetrije

U prethodnom poglavlju smo diskutovali elektromagnetno polje i osnovne fizicke ideje,
odnosno korake potrebne da se ono kvantuje. U nastavku ¢emo ovu diskusiju da sistem-
atizujemo i prosirimo, uvodeéi prvo Lagrange-ev i Hamilton-ov formalizam za klasi¢na

polja.

Ve¢ smo komentarisali da se fizicko polje, koje je funkcija koordinata i vremena, moZe sh-
vatiti kao mehanicki sistem sa beskona¢no mnogo stepeni slobode: ove stepene slobode pre-
brojava polozaj 7, ili ako polje razvijemo po ravnim talasima u prostoru, impuls k. Veéina
klasi¢nih polja koja se standardno proucavaju (npr. u dinamici fluida) je nerelativisticka i
data jednacinama kretanja. Nas ovde zanimaju fundamentalna polja, koja posle kvantovanja
opisuju osnovne konstituente materije. Njihove dinamicke jednacine slede iz principa na-
jmanjeg dejstva pa se mogu zadati dejstvom i lagranzijanom, ili ekvivalentno, hamiltoni-
janom. Osim toga, posto fundamentalna polja opisuju prirodu na visokim energijama, opis
je relativisticki. To je okvir u kome uvodimo klasi¢na polja.

2.1 Dejstvo i Euler-Lagrange-eve jednacine

Polje je fizitka veli¢ina ¢(t,7) = ¢(x) koja je funkcija koordinata i vremena, i uz to se pri
prelazu iz jednog inercijalnog sistema u drugi transformiSe na ta¢no odredeni nacin — kao
skalar, spinor, vektor itd. Polje se pri transformacijama Poincaré-ove grupe preslikava kao

x'=Ax+a: ¢ (x') = S(A) ¢(x) . (2.1)

¢(x) u principu ima vise komponenti tj. predstavlja vektor-kolonu ¢,(x), a S(A) §. Sgp(A)
je matrica jedne od reprezentacija Lorentz-ove grupe. Gornji zakon transformacije zadaje
zapravo specifi¢nu klasu indukovanih reprezentacija Poincaré-ove grupe.

Dinamika odnosno jednacine kretanja za fundamentalna polja mogu se dobiti iz principa
najmanjeg dejstva, koji kaZe da su klasi¢ne trajektorije sistema ekstremumi dejstva. Dejstvo
S je zadato lagranZijanom sistema L, odnosno gustinom lagranzijana £,

:/dtL(t) :/dt/d3r £($,0,9,...). (2.2)

S je funkcional, preslikavanje funkcija u brojeve pa se uvek (makar formalno, pomoéu J-
funkcije), moZe predstaviti kao integral.

Da bismo odredili konfiguraciju polja u kojoj dejstvo ima ekstremalnu vrednost treba da
definiS$emo varijaciju funkcionala. Varijacija forme é¢ je (mala) razlika dve bliske konfigura-
cije polja,

¢'(x) = ¢(x) + h(x) = p(x) + () . (23)
Pri varijaciji funkcije ¢ dejstvo se menja za
— S+ h] — / d4x o> h (2.4)
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Ova formula definiSe varijacioni ili funkcionalni izvod dejstva kao ¢lan proporcionalan vari-
jaciji polja pod integralom.

Pretpostavimo da gustina lagranZijana zavisi samo od polja i prvih izvoda, £ = L(¢,d,¢).
Tada je varijacija dejstva

5S = /E(gb +h, a,@ +3uh) — L(¢,0u)

oL oL .
/ aay(P duh = / (@ — 9y m) + granicni ¢lan. (2.5)

Poslednji ¢lan u drugom redu dobijen je parcijalnom integracijom, i zbog toga imamo dopri-
nos grani¢nog odnosno povrsinskog ¢lana koji sadrzi funkciju h(x). Ako variramo dejstvo
samo po funkcijama ¢ije su vrednosti na granici fiksirane,

5¢’granica = h(x) |granica =0, (2.6)

pa je grani¢ni ¢lan nula. Iz uslova da je varijacija dejstva nula, 6S = 0, i proizvoljnosti h(x)
slede Euler-Lagrange-eve jednacine kretanja za polje

or_, L, -
I 99y
I Izvesti Euler-Lagrange-eve jednacine za slucaj kada lagranzijan zavisi i od drugih izvoda

polja, £ = L (¢,0,¢,0,0v¢).

Gustina lagranZijana £ obi¢no ispunjava niz uslova koji specifikuju fizicki relevantne teorije,
a to su (danas, ili naj¢esce) lokalne relativisticki invarijantne teorije polja.

— prvi uslov je lokalnost lagranZijana: pretpostavljamo da on zavisi polinomijalno od polja i
kona¢nog broja izvoda, odnosno da ne razmatramo dejstva tipa [ [ d*x d*x’ ¢(x) K(x,x") ¢(x'),
ili [d*x¢(x)O 1¢(x) koja bi dala integralne ili nelokalne jednacine kretanja za polje.

— slededi uslov, koji smo zapravo zahtevali od pocetka, je relativisticka invarijantnost dejstva.
Posto je element zapremine d*x Lorentz-invarijantan, ovaj uslov znat¢i da £ treba da bude
Lorentz-ov skalar koji ne zavisi eksplicitno od koordinata nego samo od polja iizvoda polja.

— da bi energija polja bila realna, £ treba da bude realna a ne kompleksna funkcija.

— kao $to u klasi¢noj mehanici razmatramo lagranZzijane koji su najvise kvadratni po brz-
inama, u teoriji polja se ograni¢avamo na lagranZzijane koji zavise samo od polja i prvih
izvoda. Ovo ogranienje nije principijelno nego prakti¢no, i njegova posledica je da su
Euler-Lagrange-eve jednacine parcijalne diferencijalne jednacine do drugog reda, kakve jesu
jednacine koje sre¢emo fizi¢kim sistemima.

— da napomenemo dodatnu osobinu varijacionih jednac¢ina: dodavanje 4-divergencije gus-
tini lagranZijana, odnosno zamena £ — £ + 9, f#(¢) ne menja jednacine kretanja.
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2.2 Hamilton-ova formulacija

Dinamika polja se, kao i kod mehanickih sistema, moZe opisati i u Hamilton-ovom for-
malizmu: kanonska struktura teorije je, osim za identifikaciju nezavisnih fizickih stepeni
slobode, vaZzna i za kanonsko kvantovanje.

Generalisani impuls 71, koji odgovara komponenti polja ¢, definiSe se sa

oL AL
malt,F) = 5¢a(t,7)  0d0¢a

gdeje ¢ = dp¢p a L = [d°r L. Iz gornje definicije impulsa i lagranZijana vidi se da je
varijacioni izvod ovde definisan u odnosu na integraciju po prostoru, d°r (a ne u odnosu na
integraciju po prostor-vremenu, kao kod izvodenja jednacina kretanja), dok je vreme kao u
klasi¢noj mehanici fiksirano. Ovaj detalj je vaZan i kod definicije Poisson-ove zagrade koja
je takode istovremena,

(2.8)

OF 0G 0G OF
F = |4 ) — . 2.
{ lG}PZ /d r - 5(Pa 57Ta 5(Pa 57Ta ( 9)

Iz ove formule opet vidimo da su indeksi koji prebrojavaju (mehanicki ekvivalent) stepena
slobode a i 7.

v Koriste¢i [ d®r f(7)8(7 — 7o) = f (7o), pokazati da je

oa(t,7) o
W = 5‘1‘1/ 5(1’ r ) . (210)

Kao dodatnu veZbu sa kanonskim formalizmom u teoriji polja, da izra¢cunamo Poisson-ovu
zagradu izmedu polja i generalianog impulsa. Imamo
(57Ta/(t,7/) 5(,ba(t,17) (Sﬂa/(t,7/)

I 59ult,7)
/ _ 3.1 a .
{¢a(t’ r)’ ﬂa/(tﬂ” )}PZ N /d ' ; 5(Pa//(t, ?//) 57Ta//(t,7//) (Sﬂa//(t,?//) 57Ta//(t, 7//)

- / BN Sor 5(F — ") Syan 8(F —7") = 80y (7 — 7).
a//

Hamilton-ova formulacija, za razliku od Lagrange-eve, nije relativisti¢ki invarijantna, u njoj
vremenska koordinata ima posebnu ulogu jer definiSe dinamiku. Gustina hamiltonijana i
hamiltonijan definisu se kao

H=) maga—L, H:/d3r7-l. (2.11)

MoZe se pokazati da jednacine kretanja u Hamilton-ovoj formulaciji teprije polja imaju isti
oblik kao u mehanici: proizvoljna opservabla F(t) menja se sa vremenom po jedna¢ini

F={F H}ps . (2.12)
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2.3 Noether-ina teorema

U klasi¢noj mehanici, invarijantnost dejstvo odnosno lagranZzijana na Lie-jevu grupu simetrije
implicira zakone odrZanja. Sli¢no je i u klasi¢noj teoriji polja, a iskaz je dat Noether-inom
teoremom.

Noether-ina teorema glasi: ako je dejstvo sistema invarijantno na Lie-jevu (globalnu) grupu
transformacija koordinata i polja, svakom nezavisnom parametru grupe w, odgovaraju
odrZana struja J4 i odrZani naboj Q4 koji zadovoljavaju

dQx

oly=0  —=

=0, (2.13)

pricemuije Qq = [d°r ] .

Noether-ina teorema se dokazuje direktnom proverom, odnosno konstrukcijom odrzane
struje. Pre nego $to konstruiSemo J’, , da pokazemo da iz jednatine kontinuiteta 9, J!; = 0
sledi da je naboj Q4 konstanta kretanja. Imamo

U poslednjem koraku smo iskoristili Gauss-ovu teoremu o vezi zapreminskog integrala i
integrala po granici oblasti integracije, a zatim uslov da struje na granici tj. asimptotski teZe
nuli. Ovaj uslov je opravdan jer struje zavise od polja i izvoda polja kvadratno odnosno
bilinearno; pri tome, ako polje ne teZi nuli u beskona¢nosti njegova energija nije kona¢na, pa
odgovarajuca konfiguracija nije fizicka.

Oznacimo infinitezimalnu transformaciju koordinata i polja (koja odgovara infinitezimalnoj
transformaciji u grupi simetrije) sa

X't = xt + 6xt, ¢ (x') = ¢p(x) + or¢(x) . (2.15)
Ova transformacija se moZe dalje razloZiti po nezavisnim parametrima
oxt =Xhwt,  Orp=Y¥aw? (2.16)

ali éemo se drzati prve oznake da bi izvodenje bilo preglednije. U (2.15) ét je totalna varijacija
polja,

orp = ¢'(x') = ¢(x) = ¢'(x') = ¢(x) + ¢(x) — p(x) = 0 Ix" + 6¢. (2.17)

Prvi ¢lan u gornjem rezultatu se dobija razvojem funkcije ¢’ u Taylor-ov red oko x (a izrazi
9,9’ oxt i 0, ox* serazlikuju za infinitezimalnu veli¢inu drugog reda), a é¢(x) = ¢'(x) —
¢(x) je varijacija forme polja koju smo ranije uveli, (2.3).

Uslov invarijantnosti dejstva na infinitezimalnu transformaciju simetrije je

/ d L(¢/ (), ¢/ ('), ...) — / dx £(¢(x),9(x), ...) =0. (2.18)
13



Da bismo izra¢unali ovu razliku trebac¢e nam i jakobijan za smenu promenljivih x* — x'*.

Imamo
ox'H u  00xH

oxvV v oxv '

(2.19)

paje
x'H
ox’
U gornjim izrazima sve relacije su dobijene iz odgovaraju¢ih razvoja u red i vaze u prvom
redu po infinitezimalno malom parametru. Ako sada izra¢unamo infinitezimalnu promenu
dejstva pri transformaciji simetrije, pretposttavljajuci zbog odredenosti da lagranZijan zavisi
samo od polja i prvih izvoda, dobijamo

/d4x’£ ((Pl(x/ ,a/ /(x/)) . /d4x£ (cp(x),agb(x))
_/d4 (¢/(x), 09/ (x)) (1 +8,0x") — L (p(x),9¢(x)) )
= [ £(9/(x),09/(x)) = £ (9(x),9p(x) + L3, 62"

det = exp (tr log (3 + 8,/5x")> = exp (tro,0x") =1+ 9,0x" . (2.20)

:/5£+£ayaxﬂ
oL
/ yaaq) 5q>+/a 35,9 59) + L3, 6"
—/a (aa 5 (o 8,,4)536)—1—559(”). 2.21)

Da komentariSemo korake. Prvo, sve jednakosti vaze u linearnom redu po varijacijama polja
i koordinata. U drugom redu gornjeg izvodenja smo izvrsili smenu promenljivih ¥ — x.
Dalje, u pretposlednjem redu se iz varijacije forme lagranZzijana dobija ¢lan proporcionalan
jednacinama kretanja + 4-divergencija. Pretpostavljajuéi da jednacine kretanja vaZe, kao i da
je 9,L = 0, dobija se krajnji rezultat.

Ako je izraz (2.21), kao §to smo pretpostavili, nula pri proizvoljnim infinitezimalnim trans-
formacijama simetrije, sledi da je odrZana struja

8[,

=Yl org — T} 62", (222)
9Oy

odnosno ar
Ja=355 (P‘I’A—Tﬁ‘Xz, (2.23)

K

gde je tenzor energije-impulsa polja definisan sa

= 2o, 020

I3
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Tenzor energije-impulsa je jedna od najvaznijih odrZanih veli¢ina, i on se odrzava kada je
sistem invarijantan na translacije, x* — x¥ + a* . U tom slucaju varijacije su

oxt = ek, orp =0, (2.25)
za sva polja ¢, paje odrZana struja
JH, = -TH,. (2.26)

Energija i 3-impuls polja su dati sa
E=p°— / Br7o,  pi- / B T 2.27)

Tenzor energije-impulsa bi trebalo da je simetri¢an po svojim indeksima (jer kao simetri¢ni
tenzor ulazi u druge jednacine u fizici, npr. u Einstein-ove jednacine), ali kada se izrac¢una iz
definicije (2.24) moZe se desiti da to nije. U tom slu¢aju on moZe da se redefinise dodavanjem
4-divergencije

TH = TH 49, fAw (2.28)

gde je fM funkcija polja koja zadovoljava fM = —fFW | Velitina TH zove se kanonski

tenzor energije impulsa, a iz antisimetri¢nosti po p i A lako se proverava da je i on odrZan,
9, T"" = 0. Sem toga, pri smeni (2.28) energija i impuls polja se ne menjaju.

v' Proverite navedene osobine kanonskog tenzora energije-impulsa.

Pri transformacijama Lorentz-ove grupe, x! = A¥,x” imamo
R " L ooy b
oxt = why x¥ = S W (0p Xo — 65 Xp), 0Ty = S W (—iMpo)a” Pp (2.29)
gde je matrica My, generator Lorentz-ove transformacije u reprezentaciji polja ¢ (skalarnoj,

spinorskoj itd.). Iz izraza za Noether-inu struju dobijamo da su komponente tenzora momenta
impulsa polja date sa

1 . oL
K

Poslednji vaZzan opsti primer su unutrasnje simetrije, koje ne deluju na koordinate nego samo
na polja:

oxt'=0,  ora=e€(—iA)ap Pp, (2.31)
gde je A matrica reprezentacije grupe unutrasnje simetrije. Odgovarajuca struja je
oL
F= 2 (—id)a" ¢y, 2.32

gde smo ovog puta napisali kompaktan izraz, odnosno sumirali struju po nezavisnim parametrima
unutrasnje grupe w4 (ako ih ima vise od jedan) kao u formuli (2.22).
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3 Slobodno skalarno polje

3.1 Klasi¢no skalarno polje
3.1.1 Dejstvo

Realno skalarno polje @ (x) je polje opisano lagranzijanom
1 1 5. 5

® je realna funkcija koordinata. Kompleksno skalarno polje ozna¢avamo istim slovom, samo
je tada ® kompleksna funkcija a lagranZijan dat sa

L= (8,07)(0"®) — n2d"® = ) %(aycpa)(aﬂcpa) _ %m%pg. (32)
a=1,2

gde su ®@;, realniiimaginarni deo polja, ® = % (D1 + idy).
v" Proveriti smenom da je relacija (3.2) ta¢na.
v" Nadi Euler-Lagrange-evu jednacinu kretanja za skalarno polje.
Jednacina kretanja za skalarno polje je Klein-Gordon-ova jednacina,
0,0'® + m*® = 0. (3.3)

Generalisani impuls realnog skalarnog polja je

oL
m(x) = PRI

= 9®. (3.4)

Za realno polje kaZemo da ima jedan stepen slobode: jednacina kretanja je drugog reda za
®, ili nju ekvivalentno moZemo izraziti kao dve jednacine prvog reda za polje ® i impuls 7.
Kompleksno skalarno polje ima dva stepena slobode, svoj realni i imaginarni deo: Cesto se,
umesto ®; i P,, kao stepeni slobode uzimaju ® i &*. Odgovarajuci impulsi su

T = 80<I>*, Tt = aoq) . (35)

Hamiltonijan realnog skalarnog polja je
H = 7'(80(1) — L= % (80@)2 + %(VCD)Z + % m2<I>2. (3.6)

v Proveriti poslednju formulu. Izracunati H = 71 dg® + 71* dg®* — L za kompleksno polje.
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Za tenzor energije impulsa, zamenom u (2.24) se dobija
T =%, T%=9'®0d. (3.7)
v' Proveriti i ovo.

Dejstvo kompleksnog polja ima dodatnu, unutradnju simetriju definisanu sa ® — @' =
e "MY®d , odnosno

0O = —ige®, 6P" =iged*, ox' =0. (3.8)

OdrZana struja je
i = —iq (("D")® — & (9" )) , (39)
Q- / O = —ig / £r (") - 07 (') (3.10)

za naboj. Iako nije pozitivno definitan, poslednji izraz odnosno

(£,8) = =i [ & (3o )g = f*(20g)) 311)
definiSe ‘skalarni proizvod” u prostoru polja.

v Izvedite i poslednje tvrdenje, izraz za naboj: zasad je sav racun prost!

3.1.2 ReSenja

ik, x!

Partikularna reSenja Klein-Gordon-ove (KG) jednacine (3.3) su ravni talasi, e , sa dis-

perzionom jednac¢inom

w=ky=\K+m2 odnosno kuk! = m?. (3.12)

Ako pozitivno energetska reSenja ozna¢imo sa

u“(X) — ; e—iwt-‘ri%'? (3 13)
k (27)32w ’ '

kompletan skup resenja Klein-Gordon-ove jednacine je {uz, u%}

v' Lako je, a dosta zgodno: proveriti da su ravni talasi ortonormirani u odnosu na gore
zadati skalarni proizvod, tj. daje

up) =8(k—K),  (upui) =0,  (ufu)=—-3(k-FK). (3.14)

Opste reSenje Klein-Gordon-ove jednacine je linearna kombinacija partikularnih,

D(x) = O (x) (a% e kx4 b; eik") , (3.15)

) Pk
Tl = /\/(2n)32w

17



—ikx _i_af eikx) , (316)

b
/\/ 27) 32w ‘

za kompleksno polje; za realno polje iz uslova realnosti sledi da je a; = by, pa imamo

—ikx g2 eikx> . (3.17)

/\/ 27T 32w k

Prvi deo resenja (3.15), @ (x) je pozitivno energetski deo polja, a @~ (x) je negativno ener-
getski.

I Pokazati da se gornje formule mogu lako invertovati koriste¢i skalarni proizvod, ili di-
rektno

. d3r ikx .
a; = (uE,QD) = Z/W etk (11 —iw®), (3.18)
by = —(ug, ®). (3.19)

3.1.3 Energija

Energija skalarnog polja moZe da se da se izracuna, tj. izrazi preko amplituda a; i by direkt-
nom zamenom:

H= / Pr = / &1 ((309")(30®) + (V&) (V) + n2®* )

Ph K o o
_/ // 271— 32\/_ (—ww’ (b%e zkx_aE elkx)(a%,e zkx_b%/ ezkx)

—

—%-F (bEe—ikx _ aE*eikx)(aE/e—ik’x _ bE/*eik/x)

+ m2 (bEefikx + a%*eikx)(ak/ —ik'x + bk,*elk x>>

Bk > . . .
= | 5% (bk aze 2t (—w? + K+ m?) + by b (W + K2+ m?)

"’“E”E* (W + K2+ m?) +a b 2t (2 4 2 —|—m2)>
_ / P w (ag*az + by'by) . (3.20)

Rezultat u poslednjem redu je dobijen koriséenjem disperzione relacije za skalarno polje
(3.12). Dobili smo da je energija slobodnog skalarnog polja zbir energija neinteragujucih
harmonijskih oscilatora a; i by

v’ Izvedite sami sve korake ovog racuna: jeste pipavo (da ne kaZem dosadno) ali je i lako,

a isplati se: dobar broj izvodenja u kursu ¢e biti veoma sli¢an i svodice se na integraciju
eksponencijalne i delta funkcije.
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3.2 Kvantovanje skalarnog polja

Posto smo slobodno skalarno polje izrazili preko skupa harmonijskih oscilatora, kvantujemo
ga tako Sto ¢emo da kvantujemo svaki od njih.

3.2.1 Algebra

Prvi korak je da fizicke veli¢ine reprezentujemo operatorima. Operatori a; i by zadovol-
javaju algebru

[az, IZE,+] = 5(E — E’), [b%, bE,-I-] = 5(% — E,), [11-* b
ﬂk’,] = 0, [bE’ bi("] = O, [El}, bi(*] =0.

=0, (3.21)

Mozemo da definiemo brojeve Cestica (ekscitacija) kao N_z = a{

3.2.2 Prostor stanja

Operatori kreacije i anihilacije reprezentovani su na Fock-ovom prostoru, koji se definiSe na
slededi nacin. Pretpostavimo da imamo jedinstveno stanje, vakuum |0) za koji je

Vk: a0), b0)=0;  (0]0) =1. (3.22)

Jednocesti¢na stanja dobijaju se primenom operatora kreacije,
(K)o = a"10), [}y = b"0), (3.23)

a jednocesti¢ni potprostor je skup svih linearnih kombinacija vektora (3.23).

v Pokazati da su stanja (3.23) normirana na J-funkciju.

v Pokazati davazi H|k) = wi|k), Pi|k) = k;|k), gde je w? = k2 + m?, . stanja |k) zaista
opisuju Cestice.

ViSecesti¢na stanja se dobijaju viSestrukom primenom operatora kreacije aEJr i bEJr ; uslucaju
realnog polja, kada imamo samo jedan tip Cestica tj. samo operatore a{, viSeCesti¢na stanja

su
(al )™ (al )
1, Ky g, Ky ) = — e 2 0) (3.24)

CVml V! T

a ukupni prostor stanja dobija se kada se uzmu sve linearne kombinacije.

v Pokazati da za dvogesti¢na stanja vazi |1,k;1,7) = |k,§) = |,k), tj. stanja u Fock-ovom
prostoru su simetrizovana: skalarne cestice su bozoni.
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Osim stanja sa fiksiranim brojem cestica (definisanog impulsa), u Fock-ovom prostoru moZemo

N

da definiSemo i stanja koja su svojstvena za polje ®(x); ona su ekvivalentna svojstvenim
stanjima koordinate, |x), u kvantnoj mehanici. Stanje koje odgovara klasi¢noj konfiguraciji
¢(x) oznatavamo sa |P(x)):

O(x) [¢(x)) = ¢(x) [9(x)) , (3.25)
gde je ®(x) = ®(x) operator polja (notaciju sa kapicama za operatore ne koristimo nigde
u tekstu, ovde izuzetno da naglasimo da je (3.25) svojstveni problem), a ¢(x) je realna ili

kompleksna funkcija. Posto je [®(x), Ni] # 0, u ovim stanjima nije odreden broj Cestica: to
je talasno-cesti¢ni dualizam.

Jednacina (3.25) moZe da se resi ako se |¢(x)) razvije u Fock-ovom bazisu, tj. napise kao

9() = gol0)+ [ 0@ |7 + [[ £78F @7 3TV +.... (326

I Odrediti prva dva koeficijenta u prethodnom razvoju, ¢oi ¢(7), zamenom u (3.25).

3.2.3 Operatorsko uredenje

U principu, da bismo imali kompletnu kvantnomehani¢ku reprezentaciju fizickog sistema,
pored prostora stanja (Hilbert-ovog prostora) i kanonskih komutacionih relacija, treba da
definiSemo operatorsko uredenje (pri prelazu sa klasi¢cnog na kvantni sistem). Kad se for-
malno izra¢una energija realnog skalarnog polja, dobija se

1 * * *
H = 5 /d3k Wy (IZEIZE + ag a%) = /d3kwk ap ag. (3.27)

Klasi¢no, ova dva izraza su jednaka, ali kvantno nisu: za svaki od oscilatora se razlikuju za
energiju osnovnog stanja odnosno vakuuma. Ukupno, imamo

1 1
E /d3k Wy (aEaTch + ai;aE) = /d3k Wi ﬂl-c'*az + E /d3k Wi [aE, ﬂl-c'+] . (328)

Poslednji izraz je broj, beskonac¢na konstanta:
1 1 1
(0l / Pk (o +aghag) [0) = / Pk [a 0] = 5 6(0) / PV +m? (3.29)
i sastoji se iz dve divergencije. Prva od njih, §(0) je infracrvena (IR) divergencija i propor-
cionalna je zapremini prostora V: nju mozemo da eliminiSemo ako umesto energije posma-
tramo gustinu energije, p = E/V. Druga, ultraljubic¢asta (UV) divergencija potice od velikih

vrednosti momenta k.

v Pokazati da je divergentni izraz stvarno vakuumska ocekivana vrednost, kao sto kaze
(3.29).
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Nacin da se divergentna energija vakuuma ukloni iz teorije je da se merljive fizicke veli¢ine
kao sto je energija, definiSu tako da njihova vrednost u vakuumu bude nula. To se postiZe
normalnim uredenjem, koje znaci da: klasi¢noj veli¢ini pridruzujemo operator ureden tako da

svi operatori kreacije budu sleva od operatora anihilacije. Oznakaje : AB: , npr. : a; bE,Jr =

bE,Jr az. Normalno uredenje znaci da je hamiltonijan kompleksnog skalarnog polja dat sa

H=: / r ((30®*)(@0®) + (V') (VD) + m2d* ) : = / Py (ataz +b:'b) . (3.30)

"I Izralunajte impuls P' = [d® T% inaboj Q za kompleksno skalarno polje. Racun je u

principu pravolinijski (ne treba da se odustaje), jedini trik je smena k — —k u nekom od
integrala, i na kraju, normalno uredenje. Dobija se

P = / @k (o' ap+b'b), Q=g / @k (a" g — by by), (3:31)

a- i b-Cestice imaju suprotna naelektrisanja.

3.2.4 Fluktuacije vakuuma

Kvantno polje je dato istim izrazom kao klasi¢no: za realno polje npr. imamo

kx4 g ef’“f) . (3.32)

a3k
d(x) = /\/(ZTW (a%e

Posto polje linearna kombinacija operatora kreacije i anihilacije, njegova o¢ekivana vrednost
je u vakuumu nula.

v' Proveriti, ako nije oc¢igledno!

Medutim to ne znaci da je vakuum prazna pozadina na kojoj se nista ne deSava: to mozemo
da vidimo ako izra¢unamo disperziju polja, odnosno korelacionu funkciju — ona kvantifikuje
fluktuacije vakuuma:

(0] @(t,7)@(t,7)|0) =

3 31/ . . o »
= // d ]; \/—dlg\/_ <O|(aE e—zkx + a%-l- ezkx)(a%/ efzkx + aE/'I' ezkx )‘0>
V (271) V2w +/(271) V2w!
3 T oo 2 : — —
= /L oK) 1 / k= dk sm(kﬁ]r :r'|) . 639
(271)32w 2w K[F—7]

Fluktuacije polja u tatki dobicemo u limesu 7 — 7. Uobicajeno je da se (energetski) spektar

fluktuacija definiSe tako $to se izdvoji bezdimenzioni diferencijal, d logk = % ,

lim(0|<I>(t,?)<I>(t,?’)|0>=/ d logk A%, (3.34)
0

P 7
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pa za skalarno polje dobijamo
1K
2

NG = —— —. 3.35
P42 wy (3:35)

v Izvedite sve detalje (3.33): u formuli je x"* = (¢,7') . Opet, izvodenje je lako, a formula je
bitna u kosmologiji!

3.3 Casimir-ov efekat

Casimir-ov efekat ne spada u ispitna pitanja, zato je obojen u sivo, iako ga u ovom kursu
standardno predajemo. Njegovo izvodenje uvodi nove metode ra¢una koje su nesto komp-
likovanije: ipak, vaZzno je upoznati efekte energije vakuuma koji se eksperimentalno mere,
kao i rac¢un koji ih opisuje. Videli smo u prethodnom predavanju da je vakuum kvantnog
polja ‘dinamicki’: iako polje u vakuumu ima nultu o¢ekivanu vrednost, njegove fluktuacije
su nenulte. Postojanje kvantnog vakuuma objasnjava spontanu emisiju u atomskoj fizici (i
drugim kvantnim sistemima), a smatra se da su nehomogenosti koje se vide u kosmi¢kom
mikrotalasnom pozadinskom zrac¢enju (CMB) slika kvantnih fluktuacija u ranom svemiru.

Energija vakuuma treba da ima i drugu direktnu posledicu u kosmologiji: konstantnu vred-
nost gustine energije najprirodnije je interpretirati kao postojanje (efektivne) kosmoloske
konstante. Cinjenica da ova interpretacija zasada ne radi zove se “problem kosmologke kon-
stante’. On se sastoji u sledecem. Gustinu energije vakuuma ‘na prste’ moZemo da ocenimo
na viSe nac¢ina: mozda najprostije, pretpostavljaju¢i da se u svakom delu prostora veli¢ine
Compton-ove zapremine kreira po jedan par Cestica-anti¢estica. Odgovarajuéa gustina en-

ergije je pp = E/V = 2M/ )\%ompton ~ M?*. Za najteu poznatu &esticu, Higgs-ov bozon,

dobijamo pyiges ~ 10® GeV*. Druga ocena dobija se ako za masu uzmemo Planck-ovu

masu, Mpzuee ~ 101 GeV: logika za ovu pretpostavku je da je Planck-ova masa zapravo
prirodna vrednost gornje granice (‘cut-off’-a) integrala (3.29), skala posle koje moraju da
uratunaju efekti kvantne gravitacije. Odgovarajuéa gustina je Epinc ~ 1072 GeV*. Obe
gustine su za mnogo redova veli¢ine vece od izmerene vrednosti kosmoloske konstante
A=10"2m2, kojoj odgovara poacuum ~ 10~%” GeV*. Razlika procenjene i izmerene vred-
nosti je 72+47~120 redova veli¢ine, to je ‘najgora predikcija u istoriji fizike’.

Da se vratimo osnovnoj temi. Normalno uredenje nam daje recept kako se energija vaku-
uma sistematski eliminiSe iz teorije u prostoru Minkowskog, koji je beskonacan prostor bez
granice. Kod Casimir-ovog efekta (otkriven 1948, izmeren 1958), polje je u ravnom prostoru
sa granicom.

Razmotrimo realno skalarno polje u prostoru izmedu dve paralelne ravni (sa ortom duZ z-
ose), na medusobnom rastojanju a: pretpostavi¢emo da je polje bezmaseno i da zadovoljava
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periodi¢ne grani¢ne uslove.! Opste regenje Klein-Gordon-ove jednacine je

fzkx + a}j‘ eikX) ) (3.36)

Z/m

U poslednjoj formuli 3-vektor impulsa k= (ky, ko, 27” n3) je diskretan duz z-ose. Frekvenca

: 27)2 . e
je wx = \/ k% + k% + ( ;) n% ; u nastavku, sa k? ¢emo oznacavati k? = k% + k2, a umesto 13
pisaéemo 1. Primetimo da su, umesto normiranja sa (277)% kao u kontinualnom sluéaju,

odnosno sa V = L2z (kada su grani¢ne povrsi kvadrati stranice L >> a) kao u diskretnom:
ravni talasi u (3.36) normirani sa (277)%a

Hoéemo da izra¢unamo gustinu energije vakuuma (ne pretpostavljajué¢i normalno uredenje),
odnosno njenu zavisnost p(a). Izraz (3.29) je u ovom slucaju

(o) = 5 a2 y /dzk\/k2 ( )2712 (3.37)

n=—oo

i razume se, ima beskona¢nu vrednost. Ideja je da se on ‘regularizuje’ tako, da se napiSe kao
zbir beskona¢nog, konstantnog dela, i kona¢nog dela koji zavisi od a.

Kao prvi korak, beskona¢nu sumu regularizujemo uvodenjem eksponencijalno opadajuéeg
faktora:

. _ . d _
Zwk = ilg}) Z wre "k = —lim — Ze Ak, (3.38)

DefiniSemo

n=1 0
= LS rm) 1 LF) (3.39)
5 27 ’
a gustina energije je onda
1. d
p(a) = ~5 ilil’(l) Tn S(w,a). (3.40)

Funkcije F koje smo uveli, odnosno integrale, moZemo da sra¢unamo: dobijamo

2t

FO) =L, Em) =% (f(n) d/;&))’ wz f(n) = e 2 (3.41)

0(2

fCasimir-ov efekat se meri za elektromagnetno polje ograni¢eno metalnim povrsima koje mogu biti i
zakrivljene: veli¢ina i znak rezultujuce sile zavise od geometrije granica.
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Osim toga, imamo

(o) (e 1
2 fn) =) f(n) = f(0) = 5, (342)
1 0 ea —1
pa moZe da se izrac¢una i ostalo.
v' Proverite korake koji su u ovom racunu preskoceni.
Treba nam voded¢i divergentni ¢lan po a u S(a,4), a to je
= a a
Y F(n) ~ —3,  Swa)~ 5. (3.43)

1
Iz poslednje formule vidimo da ovim, pravolinijskim na¢inom ra¢unanja integrala, nismo
uspeli da realizujemo ideju sa pocetka i iz p(a) izdvojimo a-nezavisni divergentni doprinos.

4 Izvedite tacan izraz za S(w, a).

Standardni trik (u ovom tipu ra¢una) je primena Euler-Maclaurin-ove formule

o oo -~ B2n
SF(b) + Zp(b+n>_/b F(x)dx— )

n=1 n=1

F2r=1)(p) (3.44)

koja vazi kada je funkcija F(x) analiti¢ka u (b, o) ired na desnoj strani jednacine konvergira;
B, su Bernoulli-jevi brojevi.

U nasem slucajuje b = 0, F(x) je izratunata u prethodnim medukoracima,

F(n) = (Xl (1—1—2:“11) e, /OOOF(x)dx:aG((x), (3.45)

tako da imamo
F2=1)(0). (3.46)

niS(a,a) = aG(a Z

—_
\./

=

v' Proveriti (3.45), diskutovati ta je funkcija G(«).

Koristeci, dalje, daje F/(0) = 0, F®)(0) = 20 @2, F()(0) = O(a2), (j > 5),idaje By = 1,

a3
By = —%,dobijamo
7S (0,0) = A G(w) + g a + O(a)
2,a) = aG(a) + = a w
1 2 2
p(a) = I G'(0) - 90 p(o0) — 9048 (3.47)

Drugim rec¢ima, kada se od gustine p(a) oduzme beskonalna vrednost gustine energije u
prostoru Minkowskog, p(c0), ostaje kona¢ni deo koji je negativan. MoZemo da kaZemo da
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je gustina energije izmedu plo¢a manja nego Sto bi bila da nema granice, jer zbog grani¢nih
uslova ima manje virtuelnih parova cestica-anticestica. Ako je povrsina ploca izmedu kojih
se nalazi polje L? (L > a), za ukupnu energiju polja dobija se

_ 72 _ g2
E=L%(p(a) —p()) = ~L 555, (3.48)
a sila koja deluje na ploce je
_dE _ , P
F = = 305" (3.49)

Ova sila se meri u eksperimentu: za ravnu geometriju granica, ona je privlacna.

Odgovor na Dusanovo pitanje o dobijenom koeficijentu u prethodnoj formuli, koji je neta¢an
tj. ne odgovara izmerenoj vrednosti Casimir-ove sile.

Vrednost koeficijenta zavisi od detalja kako definiSemo grani¢ne uslove, tj. koliko modova
polja saberemo u energiju. U originalnom radu Casimir je, bez ulaZenja u detalje, napisao

da je gustina energije
__1 1 2 2 ™2 o
p(a)—(2 )2”2211 /dk\/k +<a> n (3.50)

tj. uzimajuéi daje k; = %%, n € Z. Ako se ovo uvrsti u ra¢un dobice se, koliko vidim na

2
brzinu, Casimir-ov rezultat 55— .

Druga varijanta moZzda malo preciznija je da skalarno polje kvantujemo tako da zadovoljava
grani¢ne uslove ®(z = 0) = 0 = ®(z = a), i po tome ‘simulira’ elektromagnetno polje u
prostoru cije su granice metalne ploce: takav uslov je postavio Voja u svojim skriptama.
Opste resenje za polje se tada pise kao formula (2.6.109) (osim $to umesto /5 treba da stoji

\/g , sigurno omaska); tada je formula

1 1 / 7T\ 2

skoro ista, osim $to n ide od jedan do beskona¢no i to se opet vrednost dozvoljenih k, menja
u 7. To unosi slede¢e promene u gornji ra¢un (a Dusan neka proveri da nema gresaka,
nadam se da nema). Sad éemo definisati nove (sli¢ne) veli¢ine, koje ne¢u oznacavati novim

slovima zbog jednostavnosti:
_ ! i
“a L
. P P 1
:/0 kdke a ——(?nJrl)

a2




Relevantne jednacine su sada

HZ; F(n) = /Ooo F(x)dx — nz:l (1232731 F@n-1) () — ;p(o)
3
S(a,a) = 217T (aG(oc) — 23@ + 3()”712 :;) : (3.52)

Ovde vidimo zasto je prvo izvodenje bilo bolje ‘namesteno’: zbog drugog ¢lana. Ako njega
zanemarimo tj. izbacimo, dobi¢emo

2
2 7T . 2 7T
E=-L'fes, F=-Lg— (3.53)

U dimenzionoj regularizaciji se gornji detalji ne vide.

U svakom slucaju, skalarno polje je model da se pokaZe postojanje efekata energije vaku-
uma: za potpuno precizan ra¢un koji se slaZe sa eksperimentom treba da se kvantuje elek-
tromagnetno polje izmedu ploca, saberu mode i regularizacija pazljivo sprovede do kraja.

3.4 Komutacione relacije i propagator
3.4.1 Istovremene komutacione relacije

Da bismo dalje ispitali osobine kvantovanog skalarnog polja, izrac¢una¢emo jos neke velicine
i uvesti funkcije koje ¢e se kasnije koristiti u perturbativnom ra¢unu. Radimo sa realnim
poljem. Prva veli¢ina koju racunamo je komutator polja u razli¢itim tackama: rekli smo
da tacke u prostoru imaju ulogu indeksa koji prebrojava nezavisne komponente sistema,
pa racunamo istovremeni komutator [®(t,7), ®(t,7)]. Zbog jednostavnosti pisanja ¢emo
oznaciti, u ovom odeljku, x* = (t,7), x’* = (¢,7') . Imamo

A3k d3K’ ikl ! T
[(I)(t 7), // <[ L a ]efzkxfzk Xy [aﬁ’ aﬂ/w‘]efzkxﬂk x
(271)3 2V ww ok

_|_[aj - ] ikx—ik'x /—’r[ﬂ{ e ] ikx+ik'x ’)

k77K K

—

_ &k F-7?) (7)) _

Ova relacija znadi da se sve vrednosti polja ®(t,7) mogu ujednom/svakom trenutku izmer-
iti. Sa druge strane, ako izratunamo komutator polja i generalisanog impulsa, 77(¢,7) =
00®(t,7), dobijamo

[CI)(t 7, // kK’ [ fzkx_i_a zkx i a oKX + i aﬂ’reik’x’}
(2n)3 2vwa' K v

26



B a3k zk.(f_?’) —ik-(F—7)\ _ i5(7_ #
[ (¢ e ) =io(F=7). (359

Polje i njegov generalisani impuls komutiraju ‘kao Sto treba’: njihov komutator je do na ifi
proporcionalan klasi¢noj Poisson-ovoj zagradi.

Ovim smo dobili ekvivalentan nacin za kanonsko kvantovanje skalarnog polja: umesto ko-
mutacionih relacija izmedu operatora kreacije i anihilacije, zahtevamo da operatori polja
zadovoljavaju algebru

[@(t,7),®(t,7)] =0,  [7(t7),n(t,7)] =0, [®7),n(t7)]=i6(F-7). (3.56)
Kao i ranije, vakuum je definisan uslovom da ga operatori anihilacije anihiliraju,
@ (x)|0) =0, (3.57)

a pri kvantovanju fizicke veli¢ine treba da budu normalno uredene. Kako sve svi operatori
anihilacije nalaze u ®* a operatori kreacije u @~ ¥, imamo na primer

L D)D(y) = (D7 (x) + O (1)) (D (y) + O (1)) :
— ()P (1) + & ()BT (x) + D () (1) + D () (y) (B.5Y)

v’ Proveriti, tj. ispisati poslednji izraz.

I Proveriti da su uslovi kvantovanja (3.21) i (3.56) ekvivalentni, tj. da iz (3.56) sledi da je
az, 0] =0, [az, a7 = 6(k—K').

Za kompleksno skalarno polje impulsje 7 = 9p®', pa u tom slucaju kanonska komutaciona
relacija glasi
[@(t,7), 00D (t,7)] = io(F— 7). (3.59)

3.4.2 Kovarijantne komutacione relacije

U kvantnoj mehanici je uobi¢ajeno da se kanonske komutacione relacije [x, p] = i odnosno
[a,a’] = 1 pidu u Schrédinger-ovoj slici u kojoj operatori ne zavise od vremena, odnosno
odnose se na neki fiksirani, na primer pocetni trenutak. U teoriji polja smo od pocetka u
Heisenberg-ovoj slici, a kanonske komutacione relacije koje smo uveli su istovremene ft;.
vaZe za polja i impulse u istom trenutku vremena. Ali, Zelimo da nademo i njihov kovari-
jantni oblik, tj. da odredimo komutator [®(7,t), D(¥,t')] za t # V.

Izra¢unajmo prethodno ne-istovremeni komutator u kvantnoj mehanici. Za svako t vazi

x(t) = (a(t) +at (b)), (3.60)

fOznaka je ‘naopaka’, ali je standardna.

N
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pri ¢emu a(t) evoluira kao

. , 1 ,
_ ,iHt  —iHt __ : : : _ ,—iwt
a(t) =¢""ae =a+ [iHt,a] + o1 [iHt, [iHt,a]]+---=¢ “"a, (3.61)

gdeje a =a(0), x = x(0), p = p(0).
v Izvesti par preskocenih koraka u (3.61), H = w(ata +1) .

Prema tome, imamo

_ 1 : N L . oy
x(t) = x cos wt + p—_— psinwt, [x(t),x(t)] = o sinw(t—t). (3.62)

Izratunajmo sli¢an izraz za polja, komutator [®(x), ®(x’)], uz promenjenu oznaku x* =
(t,7), x™ = (¥,7). Posto polje ®(x) sadrzi operatore kreacije i anihilacije linearno, komu-
tatori polja su funkcije (a ne operatori). Zato su jednaki svojim vakuumskim ocekivanim
vrednostima. Uvodimo funkcije

iNx;x') = [®@(x), @(x)] = (0|P(x)D(x) — D(x")P(x)|0) = iAT (x,x") +iA™ (x,x"), (3.63)
iNT(x;x") = (0]D(x)®(x')|0), iN (x;x") = —(0]D(x")D(x)]0) . (3.64)

Jednostavan ra¢un daje

'A+ YA S d3kd3k/ 0 1‘0 —tkx+ik'x" _ d3k —ik(x—x") 3.65
B = [ Grpavas w0 = [T 669

pa ova funkcija zavisi samo od razlike argumenata,

AT(x;x) =AT(x—x'). (3.66)
Za A~ imamo
A () =A(x—x)=-AT (2 —x), (3.67)
pa za ukupni komutator polja dobijamo
M-y = — [ TE Gk
iNx—x") = o0r ) w sink(x — x'). (3.68)

Funkcije AT zovu se Wightman-ove funkcije (i nekada oznacavaju slovom G*, ili, u bez-
masenom slu¢aju, D¥), a komutator A(x) je funkcija Pauli-Jordan-a. U delu literature sve
ove funkcije i njihove kombinacije se nazivaju propagatori ili Green-ove funkcije (mada ne
zadovoljavaju jednacinu za Green-ovu funkciju). One su osnovni aparat rac¢una u kvantnoj
teoriji polja, i u nekom smislu, predstavljaju srz kvantnih osobina polja. Funkcija Pauli-
Jordana, videli smo, vaZna je za kanonsko kvantovanje. Iz Wightman-ovih funkcija mogu
da se izracunaju (tj. definiSu, regularizacijom) fluktuacije polja u vakuumu, kao i kompo-
nente tenzora energije-impulsa; videcemo da je Feynman-ov propagator kombinacija A™ i
A™. Medutim, ve¢ iz uslova (3.59) jasno je da propagatori nisu obi¢ne funkcije jer su nekim
tackama (povrsima) zapravo uopstene funkcije. U nastavku izvodimo neke od osobina.
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3.4.3 Osobine Green-ovih funkcija

I. Funkcije Pauli-Jordan-a i Wightman-a su invarijantne na prave (ortohrone) Lorentz-ove
transformacije.

Ova osobina se vidi iz integralnih reprezentacija Green-ovih funkcija: pokazaéemo je za
A(x). Funkcija Pauli-Jordan-a se moZe prikazati kao

i ,
A - _ 4k k2 2 k —ikx )
() =~ Gy [ #6802 —m) e(ko) e, (3.69)
gde je znak energije e(kg) = sgn kg = w/kg uveden u proslom semestru, a tada smo

pokazali i da je invarijantan na ortohrone Lorentz-ove transformacije. Desna strana izraza
(3.69) je eksplicitno invarijantna: osim €(kg), sadrzi d*k i podintegralne funkcije koje zavise
od invarijantnih veli¢ina, k? i kx. Zato zapravo samo treba da dokaZemo da je izraz (3.69)
tacan. Imamo

> —m?*)e(ko)e”
(ko — ko +w kb
dko ( 0|kO| (20|k0| )) €(k0)€ ikot+ik-7
_ i d k —zwt—i—zE 1wt+1kr _ 1 /d3k
=2 ) 2w ( —e )— 27 ) w sinkx . (3.70)
Za Wightman-ove funkcije je, sli¢no,
+ _ ] 4 2 —ikx
A(x) = F s (m) /d k 5(K2 — m?) (ko) ek, (3.71)

gdeje 0(ko)=(14€(ko))/2, e(ko)=0(ko) — 6(—ko) : O(ko) je takode invarijantna na ortohrone
Lorentz-ove transformacije. Prema tome, i Wightman-ove funkcije su Lorentz-invarijantne.

Y4 Proverite izraze (3.71).

Posledica Lorentz-invarijantnosti funkcije A(x; x") je mikrokauzalnost. Pretpostavimo da polje
merimo u tatkama x i x’ koje su razdvojene intervalom prostornog tipa, (x —x’)? < 0. Tada
postoji inercijalni sistem u kome su ova dva dogadaja istovremeni: odgovarajuc¢a Lorentz-
ova transformacija A preslikava t — f, 7 — 7 , # — F, ¥ — 7. Posto je invarijantna,
funkcija A se ne menja pri transformaciji, A(x) = A(Ax), pa imamo

[®(x), ®(x")] =iA(t —t,7—F) =iN0,7— 7). (3.72)

Medutim, A(0,7 — 7) je istovremeni komutator polja u razli¢itim tatkama, pa je nula. To
znadi da je [®(x), ®(x')] = 0 uvek kada je rastojanje x — x” izvan svetlosnog konusa,
odnosno kada dogadaj (tacka) x’ nije u kauzalnoj proslosti ni u buduénosti od x. Drugim
re¢ima: kada su tatke x i x’ razdvojene intervalom prostornog tipa, polja ®(x) i ®(x’) se
mogu istovremeno meriti.
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II. Funkcije A* i A su reenja Klein-Gordon-ove jednagine.
Ovo zapravo sledi iz ¢injenice da je kvantno polje @ (x) reSenje Klein-Gordonove jednacine,

jer je zapisano kao razvoj po njenim partikularnim reSenjima — ravnim talasima, a (opera-
torski) koeficijenti a; i a{ ne zavise od koordinata. Zato je i, na primer

(O + m?) [@(x), @(x)] = [(Ox + m?) ®(x), (x')] = 0. (3.73)

III. Funkcije Wightman-a i Pauli-Jordan-a su singularne. VaZi

Z AL T)]—0 = _53(?) VA(t,7)]i=0=0.

v Dokazite ove relacije.

Green-ove funkcije koje analiziramo mogu, uz odgovarajuce granic¢ne uslove, da se eksplic-
itno izratunaju. (Grani¢ni uslovi za A(x — x’) na primer su (3.54-3.55).) Izratunacemo
funkciju iAT(0,7). Imamo

+ zp ! § dp & iprcosf :
iA /2 P +m2 27[ / \/m/ e sin 0 do
1 zpr
r dr/ \/m (3.74)

Poslednji integral moZze da se izra¢una ako se iskoristi formula

NM—‘

/ioczrx)p dx =23 \/7T(p )(A)HKP (Am), (3.75)

gde je K, modifikovana Bessel-ova funkcija, K, (x) = % ¢V7/2 1)(ix). Koristeci ovu for-
mulu, kao i rekurentnu relaciju za Bessel-ove funkcije —2 dKV( ) = K, 1(x) + Ky s (x), do-
bijamo
1p7’ n m
/_ W 2rKo(mr),  INF(0,7) = S (Koa(mr) + Ka(mr) . (376)

Ako iskoristimo asimptotsko ponasanje Besselovih funkcija za velike vrednosti argumenta,

Ky(x) ~ /4= e *, dobijamo asimptotsko ponasanje za iA™(0,7), korelacione funkcije za

skalarno polje,

iA*(0,7) ~ % z—gﬂe—mh (3.77)

Funkcija opada eksponencijalno sa rastojanjem.
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I Proverite sve detalje ovog izvodenja: standardna referenca za osobine specijalnih funkcija
(koja se lako moZe naci na internetu) je Abramowitz & Stegun, Handbook of Mathematical
functions; ili sajt NIST-a, https:/ /dlmf.nist.gov/.

% Pretpostavljajuci da Wightman-ove funkcije A zavise samo od kvadrata rastojanja izmedu
tataka x ix’, A(x —x') = A(0), gdeje o = 5 (x — x')?, nadi opéte resenje Klein-Gordon-

ove jednacine ((y + m?) A(c) = 0 i komentarisati grani¢ne uslove. Da lije e(t —t') §(20)

reSenje?
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IV. Reprezentacija preko konturnih integrala

Sve Green-ove funkcije mogu se izraziti kao konturni integrali,

A4k e~ ik(x—x")
G(x;x') = / n) K (3.78)

a crteZi na kojima su prikazane konture integracije dati su na slici koja je skenirana iz knjige
Birrell-a i Davies-a: oznake nisu iste kao one koje mi koristimo. Dakle, konture integracije
su

GT(x;x") = (0]®(x)P(x')[0)

-
N G~ (x%') = (O ®(x)@(x)|0)

iG(x;x") = (0][@(x), (x")]|0)

\/j G (x;2') = (0]{@(x)@(x') }|0)

N,
-
N\

5 B Gr(x;x') = —0(t — ') G(x; x")
N’ G, N AT
Ga(x;x") =0( —t)G(x; ')
: o) — AV ar A,
| G~ iGp(x;x") =0(t—t)GH(x;x")
\—/ +0(t' —1)G_(x;x')
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Vide¢emo kasnije da nam za teoriju perturbacija treba Feynman-ov propagator, koji je vaku-
umska ocekivana vrednost vremenski uredenog proizvoda polja. Vremensko uredenje se definise
kao

T (®(x)D(x)) =0(t —t') P(x)D(x) +0(t — 1) P(x)D(x), (3.79)

a Feynman-ov propagator je

' . , A4k e~ ik(x—x")
iAp(x —2') = (O[T (@(x)@7(x")) J0) = / — e (3.80)

sa konturom integracije koja je data na prethodnoj slici i koju smo ve¢ koristili i diskutovali
u proslom semestru. Gornja jednacina definiSe Ar za kompleksno skalarno polje, da imamo
eksplicitno zapisano to: za realno polje je, naravno, ®' = ®. Feynman-ov propagator je
(prava) Green-ova funkcija za Klein-Gordon-ovu jednacinu, tj. zadovoljava

(Oy 4+ m?) Ap(x;x') = =6*(x — &) . (3.81)

X Proverite ovu relaciju i posaljite mi ra¢un!

% Probajte da izracunate integral u (3.80) do kraja, koristeci integralne reprezentacije Bessel-

ovih funkcija (rezultat je proporcionalan sa Hl(z) ). 1z ovog rezultata ili direktnim racunom,
mozZda je to bolje, odredite bezmaseni propagator Dr.
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4 Slobodni fermioni

4.1 Klasi¢no spinorsko polje
4.1.1 LagranZijan

Lagranzijan koji opisuje, tj. koji bi klasi¢no opisivao polje elektrona (masivnog Dirac-ovog
fermiona) je

L=1P(ivro, —m)y. 4.1)
Funkcija ¢(x) je Dirac-ov bispinor, i ima 4 komponente koje su kompleksne funkcije. Kao
kod kompleksnog skalarnog polja, i ovde moZemo da tretiramo i 1 kao nezavisna polja.
Euler-Lagrange-eva jednacina za polje 1,

oL oL

se svodi na Dirac-ovu jednacinu
(id —m)p =0, (4.3)

a jednacina za polje ¢ je adjungovana od (4.3).

Posto je lagranZijan spinorskog polja prvog reda po vremenu, broj (realnih) stepeni slobode
sistema u stvari nije 2 X 4 = 8, nego upola manji, 4. (U Hamilton-ovom formalizmu, broj
jednacina prvog reda po vremenu za sistem od 7 stepeni slobode je 211.) Broj stepeni slobode
se vidi i iz analize generalisanih impulsa sistema. Ako tretiramo i ¢ kao nezavisna polja,
za njihove generalisane impulse dobijamo

) S _ 9L
na—m—(lpl'Y)a—“/’w ﬂa—m—o- (4.4)

Sistemi kod kojih su neki od generalisanih impulsa nula zovu se sistemi sa vezama, a ¢in-
jenica da su neki impulsi nula ukazuje da sistem ima manje stepeni slobode nego $sto je
prvobitno pretpostavljeno. Stvar je u tome Sto, ako je neki od impulsa npr. p; (identicki)
nula, onda nije moguce na konzistentan nacin postulirati kanonsku komutacionu relaciju
{x', pi}pz = (5]’: , ili operatorski, [%/, ;] = i5]1: . Dirac je razvio sistematsku proceduru kako da
se viSak stepeni slobode eliminiSe, ali je za spinorsko polje a ni kasnije neéemo razradivati.
Ovde je sustina u tome da su jednacine kretanja (4.3) prvog a ne drugog reda po polju, pa
stepeni slobode ima duplo manje. PaZljiva procedura daje isti rezultat kao kad se u relevant-
nim formulama (a pre kvantovanja) zameni 77 = 0.

Dirac-ov lagranZijan je kompleksan: kompleksnom konjugacijom se dobija

L5 = =i ") Y — mypTy Ty = —i(0,P) v — mPyp = —id, (PrFY) + L. (45)

Posto je razlika £-L* 4-divergencija, umesto £ za lagranzijan moZemo da uzmemo
. i . i . i _
L= L= 50u(@7"9) = —5 @ud)r"y + 5 97" Q) — my. (4:6)
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L je simetri¢an po § i ¢, realan, i daje iste jednacine kretanja.

Kod spinorskog polja (a moZda dramati¢nije) se vracamo na Jovanovo pitanje: koje klasi¢no
polje je opisano Dirac-ovim lagranzijanom, tj. da li (u prirodi) postoji? Odgovor je negati-
van: (fundamentalno) klasi¢no spinorsko polje ne postoji, ono je “po svojoj prirodi’ kvantno.
Medutim, ¢injenica da se Dirac-ova jedna¢ina moZe dobiti variranjem klasi¢nog dejstva
omogucava primenu pojmova i metoda klasi¢ne mehanike na spinore. U nekom smislu,
razbijanje procedure kvantovanja na korake: klasi¢no dejstvo — jednacine kretanja — opste
reSenje — kanonsko kvantovanje, omogucava sistematizaciju, pa time i razumevanje proce-
dure operatorskog kvantovanja. (A to nije mala stvar; sem toga, generalizacija ¢esto daje
nove uvide.) Vide¢emo u nastavku da éemo same detalje procedure u skladu sa osobinama
sistema zapravo modifikovati.

4.1.2 ReSenja Dirac-ove jednacine

Partikularna i opste reSenje Dirac-ove jednacine i njihove osobine smo detaljno analizirali u
proslom semestru, pa ¢emo sada samo ponoviti najvaznije formule. Partikularna resenja su
ravni talasi, a opSte reSenje je dato sa

Yx) =9 () +yp (x) = /d3P; (271% (brﬁ ur(F) eV + d5 0, () eipx) ,(4.7)

Plx) =97 (x) + 9 (x) = / d379; # (5 0, (P) e~ + by 1, (B) ) .

Spinorske amplitude u,(p) i v,(F) su u helicitetnom bazisu, tj. svojstvena su stanja he-
liciteta, projekcije spina na pravac 3-impulsa. 1z Dirac-ove jednacine sledi

(#=m)u(p) =0,  (p+m)o(p) =0, (4.8)

- - _ .. E ~ , E
uf(P)vs(=p) =0,  uf(F)us(P) = —drs,  0f(P)vs(F) = — érs,
m m 4.9)
() vs(F) =0, iy (P) us(F) = ors, 0, (P) vs(P) = —drs,
N\~ (= +m S\ - o —m - - = -
Z”r(P) i, (p) = om ! Zvr(P) o, (p) = Tom ! 2 ur(P) i, (P) — vr(P) 0 (P) = 1
r r r
(4.10)
4.1.3 Hamiltonijan, energija
Gustina hamiltonijana za spinorsko polje je
H = 714 0oPa + 7 OoPs — L = — (iy'0; —m) . (4.11)
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v" Proveriti poslednju relaciju.

Sli¢no, za komponente tenzora energije-impulsa se dobija
= iy oV, (4.12)
odnosno

= ipy° % . (4.13)

v’ Izracunajte TH: imajte u vidu da se odrZane struje racunaju ‘na jednac¢inama kretanja’.
Takode, proverite da je T jednako gustini hamiltonijana H.

Kao i kod skalarnog polja, prvi korak u kvantovanju spinora je da iz gustine energije izracu-
namo energiju polja. Zamenjujuéi opste reSenje u izraz (4.13) dobijamo

H= [dr1®

d3rd3pd3 " m i :
_ px ko (2 ,ipx
/// 71' /—EEI Z( rp Ur + brp ur(P)e )

rr

= /d3p2m by 5 0 (F) 1y (—p) e 2E — dypdyis 0. (7)o, (P)

rr!

+b7’ﬁ br/ (ﬁ) ur/(ﬁ) - br’—?»* d:j/,_ﬁ ur(ﬁ)-l- Ur/(_ﬁ) eZiEt)

— [@pYE (b by~ dipts”) - (4.14)
r

U gornjem izvodenju se koriste relacije ortonormalnosti (4.9).
v’ Proverite detalje ovog racuna.

Dobijamo rezultat kao i onaj koji smo analizirali u proslom semestru, kada smo resavali svoj-
stveni problem Dirac-ovog hamiltonijana: energija nije pozitivna, i nije ograni¢ena odozdo.

4.2 Kvantovanje
4.2.1 Prostor stanja

Medutim, postoji nacin kvantovanja koji obezbeduje da energija kvantnog polja izvedena iz
(4.14) bude pozitivna: to je da pretpostavimo algebru operatora kreacije i anihilacije bazi-
ranu na antikomutacionim relacijama. Dakle, kvantovanje definiSemo sledeéim koracima.
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1. Algebra operatora kreacije i anihilacije je definisana sa

{brﬁ/ br’;‘a”+} = (Srr’ (S(ﬁ — ﬁ/) , {d"ﬁ’ dr/ﬁ/-l-} = (5,,1,/ 5(5 — ﬁl) , (415)

ostali antikomutatori su nula.
2. Postoji jedinstveni vakuum |0), (0|0) = 1 za koji vazi
b,510) =0, d510) =0 Vr, p. (4.16)
Jednocesti¢na stanja su definisana sa
B =1L rP)y = b5 [0),  |rPha = LrP)a=dy;"0), (4.17)

.y . + e ey . + v . . .
pri cemu operatori b,;  kreiraju Cestice, elektrone, a d, ;' antiestice, pozitrone impulsa p i
heliciteta r. Dvocesti¢na stanja su onda

|1"ﬁ,’ T’lﬁ/> = brﬁ-l- br/ﬁ/-l- |0> . (418)

Iz antikomutacione relacije
{b,5", by} =0 (4.19)

vidimo da su dvocesti¢na stanja antisimetri¢na. Posto je (br,;;"L)2 = 0, vazi Pauli-jev prin-
cip: dva fermiona ne mogu se nalaziti u istom kvantnom stanju. Broj ¢estica impulsa 7 i
heliciteta r definiSe se standardno,

Nigp=bg by, Nyga=dz dys. (4.20)

ﬁ/
v Proveriti da je er = Njp, N2 = N,5,4 za diskretizovano p (odnosno NZ., =

pb rp,d rp,b
5(0) Nysp, Nz = 5(0) N,54 u kontinualnoj normalizaciji): svojstvene vrednosti operatora

rpd
broja cestica mogu biti 0ili 1.

3. Kvantne opservable dobijaju se iz klasi¢nih normalnim uredenjem operatora kreacije i ani-

hilacije koje se definiSe uz postovanje antikomutacionih relacija, : b3 br/f,»/‘L = —br/;—,»/+ bz,
tdp br/f,»/+ = —br/ﬁ/Jr d,5 ,1tako dalje. Za hamiltonijan spinorskog polja dobijamo
H = / @p L E (b by — dydys”) : = / PpYE (b by +dtdy) . @21)
r r

Takode, za ovakvo normalno uredenje je
() p () 1 = () (x) — 95 () (x) + 9 () (2) + 0 (V)9 (x) . (4.22)

Kod normalnog uredenja spinora, zbog njihove matri¢ne strukture (¢ je kolona a ¢ vrsta),
¢esto je bolje ili lakSe pisati njihove komponente eksplicitno.
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4.2.2 Unutrasnje simetrije
Fazna transformacija, ili vektorska fazna transformacija se za spinorsko polje definiSe sli¢no
kao kod kompleksnog skalarnog polja,

p ey, PP, (4.23)

pri ¢emu se, naravno, podrazumeva se da je u eksponentu implicitno jedini¢na 4 x 4 matrica
I. Ovo je globalna transformacija sa parametrom «; infinitezimalne transformacije su

0P = —ige , 0P = ige. (4.24)

Posto je transformacija globalna, lako se proverava da je ona simetrija Dirac-ovog lagranZi-
jana. Odgovarajuca odrzana struja je

oL .
P—_—= (—4 = H
I = 5 (i) =gy (4.25)
X Izracunati odgovarajuéi naboj tj. naelektrisanje posle kvantovanja, i pokazati da je
0= / Pri0: =g / Proty = / Pp Y (b’ by —dgtdy) . @426)
r

Cestice i anti¢estice imaju suprotna naelektrisanja.

Za spinorsko polje moZzemo da definiSemo i aksijalnu faznu transformaciju,
W — e TPy (4.27)
v' Pokazati da se pri ovoj transformaciji adjungovana polja transformisu kao
pt = T, PP (4.28)

Iz poslednjih relacija je jasno da maseni ¢lan u Dirac-ovom lagranzijanu nije invarijantan na
ovu transformaciju, myp — mpe 24P75 ¢ . Sa druge strane, kineti¢ki ¢lan je invarijantan,
pa aksijalna fazna transformacija predstavlja simetriju bezmasenog spinorskog dejstva.

v Dokazati invarijantnost kineti¢ckog ¢lana; medukora je da se dokazZe da iz y#y5 = —y5y*
sledi y# e P75 = iP5 1

v' Iz Noether-ine teoreme izracunati aksijalnu struju koja je za bezmaseno polje odrzana,

T = dpy"ysy. (4.29)

Kada je u teoriji naruSena parnost, spinorski lagranZijan se prirodnije zapisuje u kiralnoj
reprezentaciji y-matrica koju smo uveli u proslom semestru

Y (0D Gy e
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v' Izratunati generatore ¢*¥ u kiralnoj reprezentaciji i pokazati da su blok-dijagonalni.
v" Naci elemente vektorske i aksijalne fazne transformacuje u kiralnoj reprezentaciji.

Weyl-ovi ili desni i levi kiralni spinor uvode se sa

by = 1+2’Y5¢: <u0+) . 1—275¢: <MO> . (4.31)

I Izra¢unajte kineticki i maseni ¢lan u kiralnoj reprezentaciji, i pokazite da je kineti¢ki ¢lan
zbir kineti¢kih ¢lanova za levi i desni spinor, dok maseni ¢lan mesa leve i desne spinore.

4.2.3 Komutacione relacije, propagator

Komutacione relacije za fermionsko polje su zapravo antikomutatori izmedu komponenti
polja ¥, (t,7) iimpulsa 714(t,7) = il (t,7). Imamo

{a(t,7), (7))} =0, {iga(t,7),ipi(t,7)} = 0. (4.32)

Ove relacije se lako proveravaju: u prvoj, na primer, imamo samo operatore b, i dr/ﬁfr, koji
svi medu sobom antikomutiraju. Za istovremenu komutacionu relaciju izmedu koordinate
i impulsa imamo, koriste¢i oznaku x = (t,7), x' = (t,7),

{9a(t,7), i1, //Zd3pd3 pL_m Nk

rv!

. —ipx ivx T —ip'x’ t,1 ip'x!
X {brﬁ’ Ugae T +d, ” Urpa €, dpy Orp B PY At by Uy B P}

— il oyt PP (F7) - fiﬁ-(?f?’)>

/2 27r)3 E (”W“ g + Or—pa ¥y - pﬁ)‘fiﬁ'(?f?/) = 10, 0(F —7').(4.33)

U ovom izvodenju, sem ve¢ uobicajene integracije eksponencijalne funkcije, smo koristili
. . . t t _ E
kompletnost spinorskih amplituda, ), u,5u, 5T U0 5= 1

Ovo su bile istovremene komutacione relacije izmedu polja. Sledece Sto éemo izracunati su
kovarijantne komutacione relacije,

{¥u(x), Pp(x')} =iS(x = x'), (4.34)

—

gde je sada, kao i ranije, kod x i x’ vreme razli¢ito, x = (¢,7), x' = (+,7). Imamo

3 3/
x—x //ded ml><

re!
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cp m p /
— /;(27()3 E (urpaurp‘,lge ip(x—x") —|—Z)rpavrpﬁel (x x))
:/ d3p = M —ip(x—=x') _ p+m ip(x—x")
(27-[)3 E 2m 2m 5
d 1 —ip(x—x' in(x—x
= (idx +m)up (27;;3 oF (e iPlx=x') _ gin(x=x')y
= (idx + m)ap i A(x = x'). (4.35)

v" Da biste bolje razumeli sadrZaj, proverite korake u prethodna dva izvodenja.

Iako je
iMx —x")] oo = [®(x), D(x)]| jo_v =0 (4.36)

iS(x — x"), posto je definisano preko izvoda, nije nula:

3 e o,
iS(x =)o = [ 20 <_ﬁ+’” G ’”””w-w)

(27)3 E \ 2m 2m
@p ip-(7—7) 3/2 =1\ 0
:/(271)376 =F-7)7, (4.37)

posle smene § — —p u drugom ¢lanu.

Feynman-ov propagator za spinore se definie sli¢no kao za skalarno polje, pomoc¢u vremen-

skog uredenja:
iSp(x —x') = (0|T(p(x) P(x'))[0) , (4.38)

gde je
T(pa(x)Pp(x') = 0(t — ') Yo (x)Pp(x") = O(' — ) Pp(x)pu(x) . (4.39)

Ako uvedemo, kao ranije,

iSap(x — x') = (Olyu (x)Pp(x")[0) iS5 (x — x') = (Ol (x")u(%)[0), (4.40)

imamo
Sr(x) =0(t)ST(x) —0(—t)S™ (x) = (id + m) Ap(x), (4.41)
kaoi , gt
m —ipx
SF(X) = W/lflp me Px, (442)
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5 Elektromagnetno polje, kovarijantno kvantovanje

U uvodnoj glavi upoznali smo jedan nacin kvantovanja elektromagnetnog polja — fiksi-
ranjem Coulomb-ovog gejzda, odredivanjem fizickih stepeni slobode, kvantovanjem bo-
zonskim komutacionim relacijama. Ovakvo kvantovanje razume se narusava gradijentnu
simetriju na klasi¢cnom nivou, tako da ne znamo da li je dobijena kvantna teorija ima (tj.
znamo — nema, jer nije ni definisana, ali ne znamo da li moZe da je ima). PrenoSenje simetrije
sa klasi¢nog na kvantni nivo nije uopsSte automatsko i zavisi od procedure kvantovanja:
kod nekih teorija simetrija se i ne moZe realizovati kao kvantna, i za njih kaZemo da imaju
anomalije. A zapravo se ispostavlja da je postojanje gradijentne simetrije esencijalni uslov za
renormalizabilnost teorije, tj. moguénost da nam kvantna teorija da (konacne, jednoznacne)
predikcije eksperimenta. Zato je ideja kovarijantnog kvantovanja: da u procesu ‘sa¢uvamo’
Sta moZe od simetrija, odnosno da pratimo Sta se sa simetrijama de3ava.

5.1 Klasi¢na teorija
5.1.1 Maxwell-ov lagranZzijan

Maxwell-ov lagranZijan za elektromagnetno polje je

1
L=~ FuF" —j'Ay. (5.1)

Ovde je A, elektromagnetni potencijal, F,, = d,A, — dy A, jacina polja, a j je spoljadnja
struja. Gradijentna transformacija definisana je sa

Jacina polja F,, je o¢igledno invarijantna na gradijentne transformacije, a drugi ¢lan u la-
polja fyy ] & ] gradyj ) g
granZijanu (5.1), izvorni, se menja kao

]'VA;: = ijy + ¥ ayf = ijy +8y(j”f) (5.3)

ukoliko je struja odrzana, d,j* = 0. Poslednji ¢lan u (5.3) je 4-divergencija, pa ne menja
jednacine kretanja.

Ideja fiksiranja gejdZa je da se potencijali, npr. kada reSavamo jednacine kretanja, jednoz-
nacno odrede: to je ono Sto gejdz uslov treba da obezbedi. U nastavku ¢emo cesto koristiti
Lorentz-ov gejdz uslov

0,A" =0, 5.4)

koji je Lorentz-invarijantan. Treba zapaziti da i kada ovako fiksiramo gedZ, i dalje postoji
sloboda da se izvrsi gradijentna transformacija (5.2) harmonijskom funkcijom f, tj. funkci-
jom koja zadovoljava d”Alembert-ovu jednacinu, [If = 0. Ovaj ostatak je tzv. rezidualna
simetrija.
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Posto je

aafv = anAV = G)
Euler-Lagrange-eve jednacine glase
0, F" =AY — 9"(0,A¥) =j¥. (5.6)
Generalisani impulsi elektromagnetnog polja su
ot — aaafAy _ _FO, (5.7)
odnosno, ¥ = 0, 7/ = —E'. Cinjenica da je impuls 77° = 0 zna¢i da u teoriji postoje

veze. One su u ovom slucaju posledica gradijentne simetrije, jer polje opisujemo sa cCetiri
komponente elektomagnetnog potencijala A;, a znamo da u stvari imamo samo dva fizicka
stepena slobode.

Znaci, ipak nekako moramo da nametnemo gejdZ uslov, na neki ‘invarijantniji” (ili laksi za
pracenje) nacin. Najpogodniji je Lorentz-ov gauge (5.4), koji se moZe uvesti u lagranzijan
pomocu Lagrange-evog mnoZitelja, nove promenljive A :

1 . A
L=-3 FuF" — jr Ay, — > (9 AM)2. (5.8)
Varijaciona jednacina po A daje
(0,A")*> =0, (5.9)
a jednacina po Ay je
OAY — (1 —-A)a"(0,AH) = j". (5.10)

Posto A ocigledno nije dinamic¢ka promenljiva nego konstanta (ne zavisi od vremena, jer u
lagranzijanu nemamo ¢lan koji sadrZi brzinu dpA ), moZemo da je fiksiramo, npr. uzima-
juéi A = 1: tada jednacina kretanja za polje postaje [JAY = j". Fiksiranja Lorentz-ovog
gejdza tako Sto se on uvede u lagranzijan se veoma cesto koristi i za kvantovanje: mi ¢emo
u nastavku diskutovati nesto drugaciji metod.

5.1.2 Fermi-jev lagranZijan

Analiziramo Fermi-jev lagranZzijan, koji opisuje bezmaseno vektorsko polje bez gradijentne
simetrije,
1 ,
Posto je
oL oL
oA, 1 99,4,

jednacina kretanja je d’Alembert-ova jednacina

= —9MAY (5.12)

DAY = V. (5.13)

42



Sa druge strane, za generalisane impulse se dobija

ot = % = —9YA¥, (5.14)
I

pa nemamo degeneraciju j. veze jer ¥ # 0.

Fermi-jev lagranZzijan opisuje realno vektorsko bezmaseno polje, sistem koji ima 4 stepena
slobode. Medutim, skup klasi¢nih reSenja jednacina kretanja za Fermi-jev lagranZijan koja
zadovoljavaju dodatni uslov 9, A* = 0 je isti kao skup reSenja jednacina kretanja za Maxwell-
ov lagranzijan u Lorentz-ovom gejdZu. Posto je nasa procedura kvantovanja: nademo opste
klasi¢no resenje pa kvantujemo amplitude odnosno koeficijente u razvoju proglasimo za op-
eratore, za kvantovanje elektromagnetnog polja moZemo da iskoristimo Fermi-jev lagranzi-
jan. Na slede¢i nacin: prvo kvantujemo polje opisano sa (5.11), a gejdz uslov namec¢emo
kasnije.

Znadi trebaju nam redenja jednacina (5.13): to su ravni talasi e*** koji zadovoljavaju dis-
perzionu jednadinu k?> = 0. Opéte reSenje je

Al(x) = ATH(x) + A H(x ek 4 g lkX) . (5.15)

Z/\/ 27)3 2w ’k(

U prethodnoj formuli smo, da bismo prebrojali stepene slobode vektorskog polja, uveli Cetiri
vektora polarizacije e .= e/‘(k) r=0,1,2,3.

€,z su linerno nezavisni vektori u prostoru Minkowskog, za svako k: npr. moZemo uzeti
da su to vektori apsolutnog bazisa. Ipak, najzgodnije je da njihove pravce veZemo za pravac

prostiranja talasa k, kao $to smo uradili za fermione. Uslovi normalizacije i kompletnosti su

-1, r=0

er”(E) esy(E) = —(; 0, gdeje {r = { 1L r=123 (5.16)
;gr e (k) e (k) = —n. (5.17)
v’ Proveriti da vektori apsolutnog bazisa zadovoljavaju gornje uslove.
Za vremenski vektor, ¥ = 0, odnosno skalarnu polarizaciju, moZzemo da uzmemo
of(k)=n*=(1000). (5.18)
Sa r = 1,2 obeleZavamo transverzalne polarizacije,
Hk) = (0,&(K), &) k=0, €Kk, =0. (5.19)
e3(k) je longitudinalna polarizacija
NG P el LS L (5.20)
7 V&= (k-F)



Poslednji izraz sledi iz normiranja €3 i ortogonalnosti, egf‘ny =0.

v’ Izvedite izraz za longitudinalnu polarizaciju (5.20) (to je jednostavna veZba, a ovaj izraz
¢emo posle koristiti (obratite paznju na oznaku, k-n = k¥n,, k-k = k*k, = 0) i razmislite
uslovima ortgonalnosti i kompletnosti u prostoru Minkowskog, proverite da oni definisu
bazis.

5.2 Kvantovanje
5.2.1 Komutacione relacije

Kvantovanje vektorskog polja (bi trebalo da) je pravolinijsko: njegove komponente su realne
skalarne funkcije, pa je algebra koju polja i impulsi treba da zadovoljavaju bozonska, kao da
je svaka od komponenti skalarno polje. Osim $to A* nisu skalari nego komponente vektora,
pa komutacione relacije treba da budu i kovarijantne:

[AM(t,7), TV (1, 7)] = [AF(1,7), —0CAV(L,7)] = igh’ 6(F — 7), (5.21)
[AM(t,7), AY(,7)] = 0, (7 (t,7), 7 (£, 7)] = 0. (5.22)

Iz istovremenih komutacionih relacija slede odmah kovarijantne (u sledec¢e dve formule ¢ #
t),
[AF(x), AY(x")] = D" (x — x") = —in""A(x = ') w=0, (5.23)

1 propagator
D (x) = =" Ap(x)|m=0- (5.24)

Medutim, u relacijama (5.21) u stvari imamo problem: kad ih ispiSemo, vidimo da je
[Al(t,7),°Al(t,7)] =isT6(F—7),  [A7),°A%¢ 7)) = —is(F—7). (5.25)

Komutator za nultu komponentu polja ima pogreSan znak. Ovaj minus ‘propagira’ i u
relacije izmedu operatora kreacije i anihilacije. Ako iskoristimo

ikx (wA (x )—l—iaoAH(x)), (5.26)

d3r
S .
V2w (27)3
imamo
d>r &’ zkxfik’x’ 7Y,
[ g sk’ = Crls // (27 22\/_ er}' €k

X [wA,(x) +199Au(x), W Ay(x") —idgAy(x) |

d37’d3/ zkx ik’ x! }4 / > o
=0 [ e T el )+ @) 8- 7)
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= Cr Ors 5(E - El) . (5.27)

Znadi, i relacija za skalarne operatore kreacije i anihilacije, » = 0, ima pogreSan znak, minus.

v Dokazite (5.26): treba da se iskoristi ortonormiranost polarizacija, €} (k)esy( k) = —ybrs .
Ova relacija je takode koriS¢ena da bi se dobio konacni rezultat u (5.27), proverite!

U principu, Fock-ov prostor stanja za vektorsko polje se definiSe standardno, pomoc¢u jedin-
stvenog vakuuma |0), a|0) = 0, jednocesti¢nih stanja

k) = a'[0), (5.28)
viSecesti¢nih stanja, i svih linearnih kombinacija. Medutim, skalarni fotoni
|0k) = a . ]O) 5.29)
imaju negativan kvadrat norme,
(0K |0k ) = (0] agzal-|0) = (0|[ag,a']|0) = —5(0). (5.30)

To znaci da Fock-ov prostor nije Hilbert-ov prostor, a razlog je, u osnovi, to sto radimo sa
neeuklidskom metrikom.

5.2.2 Energija

Da odemo korak dalje i izracunamo energiju. Gustina hamiltonijana za vektorsko polje je
1 1 -
H =, ("A") — L = —5 (d0Ay) (8" AF) + 5 (9iA,) (9'AY). (5.31)

Za hamiltonij an dobijamo

d37’ d3k dBk/ ; ; i il
— H _ —ikx 1 ikx . ik'x t Jik'x
E //// 2 32 ( ww' € e e (a i€ ape )(ar,k, e ar,E, e )
rr 7I vV w

7 Iz —ikx t ikx —ik'x t ikxy ) .
—k- keke,k,y(aﬂ—{—e —az e™)(a — e )>

rk r'k! e

7

Pk K -
Z// Vl}'er’fé’y(ww/"_k'k’)

r,r

X (ar% a5 6(k+K)e? —qa /k/ s(k—K) — az /k/

1
=5 Zr:/d3k Crw(ag arEJr + arEJr az):= Zr:/d3k grwar{r a
Ocekivana vrednost energije je, zbog osobine (5.30), pozitivna i za skalarna stanja.

v’ Izracunati vrednosti energije skalarnog i longitudinalnog fotona impulsa .
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5.2.3 Gupta-Bleuler-ovo kvantovanje

Dakle, dobili smo slede¢i rezultat: kanonska kvantizacija bezmasenog vektorskog polja je
formalno moguca, ali daje prostor stanja koji ima indefinithnu metriku i samim tim, nema
korektnu statisticku interpretaciju. Izmedu ostalog, unitarnost teorije nije garantovana.

Iako kvantovanje bezmasenog vektorskog polja nije konzistentno, ono nam zapravo ne i
treba: mi treba da kvantujemo polje A" koje (klasi¢no) zadovoljava dodatni uslov 9, A¥ =
0. Kako da realizujemo ovakav uslov? O¢igledno, ne mozemo da ga nametnemo kao oper-
atorski identitet, jer je u kontradikciji sa komutacionim relacijama: naime, posto je

[Aﬂ(x)/ Av(x/)] = iDyv(x - xl) ’ (5.33)

sledi
[0"Au(x), Ay(x")] = i0%Dyy (x — x') #0. (5.34)

Medutim, ¢injenica da je uslov linearan moze da se iskoristi tako da se polazni prostor stanja
suzi, i definide potprostor fizickih stanja, |p) € Hppys . Ako bismo za |¢) zahtevali

9, AF|p) =0, (5.35)

iz fizi¢kih stanja bio bi isklju¢en vakuum |0) . Zato trazimo da na fizi¢kim stanjima bude

zadovoljen slabiji uslov,
9, AFT|p) =0, (5.36)

koji i dalje obezbeduje da je Lorentz-ov gejdz zadovoljen kao ocekivana vrednost

(¢l 0, A |9) = 0. (5.37)

Da proanaliziramo kako (5.36) izgleda u impulsnoj reprezentaciji. Imamo

ikx

I3

p+ _— . -
ayA = z kVerE e

. a3k
T Vs

R M . u —ikx
(aok kVeoié +ag; kV€3E> e

_ __/ d’k
~ ) Jene

— ) ek (5.38)

%)

. a3k ”
— —I/W (kun') (ay;

U drugi red smo presli koriste¢i da za transverzalne fotone vazi kyezll ;= 0,a kona¢na

relacija sledi iz izraza

kt — (k- n)nt
Ko 1. - - — .
kﬂeok’ =k-n, kl,e% =ky Fnl 12 =—k-n (5.39)

koji je ta¢an ‘on-shell’, j. pod integralom, kada je k* = 0.
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Prema tome, u impulsnom prostoru uslov (5.36) koji definiSe prostor fizickih stanja glasi

(a(ﬁ(’ - a3E)|‘P> = LE |(P> =0, (5.40)

odnosno
Aok “P) = sz "P> . (5.41)

Vidimo, prvo, da su sva stanja koja sadrZe samo transverzalne fotone fizicka. Dalje, skalarni
i longitudinalni fotoni mogu da budu u H ;s samo u odredenim kombinacijama, takvim
da vazi (5.41).

Da izra¢unamo vrednosti energije u fizickim stanjima. Imamo

($IHI) = (9] . [ Pk waztazlg)
= le/d?’k w <(P’a7’E+ ar‘k‘ |(P> + /d3k w <(P‘ ([}l;% [;[3% — agic, aOE) ‘(P> (542)

ali drugi sabirak je nula, zbog (5.41) (odnosno njoj adjungovane). Zaklju¢ujemo da je en-
ergija fizickog stanja jednaka zbiru energija transverzalnih fotona koji se u njemu nalaze.
Sli¢no je i sa ocekivanim vrednostima drugih opservabli.

5.2.4 Prostor fizickih stanja

Izraz za energiju koji smo dobili kao da implicira da su fizicka stanja potpuno odredena
transverzalnim fotonima, a da skalarni i logitudinalni ne uti¢u na rezultate merenja. Zaista
je tako: postojanje skalarnih i longitudinalnih modova je posledica rezidualne simetrije koja
ostaje posle fiksiranja Lorentz-ovog gejdza.

MoZemo eksplicitno da konstruiSemo fizicki prostor stanja elektromagnetnog polja H s,
koji je potprostor ranije uvedenog Fock-ovog prostora za bezmaseno vektorsko polje, Hpys C
Hrock - Pre svega, jasno je da se sva stanja koja sadrZze samo transverzalne fotone, |$an),
nalaze u fizickom prostoru, Hian C thys. Dalje, ve¢ smo pomenuli, uslov (5.41) daje
ogranic¢enje na longitudinalne i skalarne fotone: on implicira da u stanjima sa odredenim
brojem cestica, broj longitudinalnih fotona mora biti jednak broju skalarnih fotona. Raz-

motrimo fizicko stanje |¢) koje sadrzi jedan skalarni i jedan longitudinalni foton: ono je
oblika

) = (a a;z +p a;g) |Ptran) - (5.43)

Iz uslova L;|¢) = 0 moZemo da odredimo vezu izmedu a i B:

0 = (ag7 — a37) (’wg% + ,Ba;}») |Ptran) = [a05 — asg, 0‘”8,; + ;3”;}’] |Ptran) = —(a+pB) (5(% = )| Ptran)

odnosno, & = —p. Zaklju¢ujemo da se (‘skalarno-jednocesti¢na’) fizicka stanja dobijaju
iz transverzalnih delovanjem operatora L;ﬁ. U stvari, lako se vidi da je potprostor fizickih
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stanja generisan vektorima |¢san) , L% \Ptran), Lli(r L%, |ptran) , 1 tako dalje, odnosno da je opste
stanje oblika
pc) = RI |Ptran) , (5.44)

gdeje R. operator
Rf — 1+/d3kc(E) Lli(r+//d3kd3k’c(%,k")L%L%, b (5.45)

Pre nego Sto ispitamo osobine ovih stanja, da proverimo algebru operatora rezidualne simetrije.
Vidimo da vazi

[LpLel =0, [LgLi)=0,  kaoi [R;,R.s] =0, [R,RY]=0. (5.46)

v' PokaZite gornje relacije.

Prvo, lako se vidi da je kvadrat norme fizickih stanja pozitivan, tj. da je potprostor H s
Hilbert-ov prostor:

<¢C|(PC> - <¢tran| RCRI |4’tmn> = <¢tmn| RIRC |‘Ptmn> = <¢tmn|§btmn> >0 (5.47)
jerje Re|@tran) = |¢tran) -

v" Proverite i ove korake: zar nije lepo raditi sa komutativnom algebrom?

Za energiju smo vec proverili da vazi

(pc|H|pe) = (Ptran| H |Ptran) - (5.48)

Jo§ ¢emo izracunati ocekivanu vrednost vektorskog potencijala A, ,

<(Pc’ Ay|(,bc> = <‘Ptmn‘ RCAVR: |(Ptmn> . (5.49)
Postoje RcAuRY = [Rc, AyJR! + AyR.R} , imamo

<(Ptmn‘ RcAyRI ’(Ptmn> — <(Ptmn| Ay ‘¢tmn> + <(Ptr1m’ [Ay/ RI] ’47tran> + <(Ptmn‘ [Rc/ Ay]RI ’(Ptmn> .
Znagi, treba da izratunamo komutatore [A,, Rf] = [R¢, A,]", odnosno [Lz, A,]. Imamo
[aoq‘ — 0, a e ikx | ”rEJr eikx}

H_ . H .
(n” Ml AL )equ (5.50)
(2m)32w, n-q

Pk
[Lg AT = Z/ N e

odnosno
1 k : k .
(Lo Ayl = — E_eikx (L1, A] = ! F_ pmikx (5.51)

V@2 1k
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Oba komutatora su funkcije a ne operatori. Zato je

[Re, Ay = [ / Pkt (k) Ly + / / Pk d®, ¢ (k,K) LiLy, + ..., Ay
_/ A’k kyu
V(2m)32w n -k

Vidimo da svi ¢lanovi pocevsi od drugog sadrze Ly, zbog Cega je

¢ (F) e + / / Pkl ¢t (5F) ([Ly Au) Ly + LelL, A]) + ...

Ky

[RC,A |¢trun — /\/m 1k *(E) eikx|¢tran>/ (552)
ky -
<¢tmn| [Ay/ (Ptmn|/ \/m I (k) 7ka (553)

Y Proverite, pazljivo, sve korake u gornjim izvodenjima koji su preskoceni.

Koristeci (5.49), dobijamo ukupni rezultat za ocekivanu vrednost vektorskog potencijala,

ki R oo
(| Ay |Ppc) = (Ptran| Ay |Ptran) — c(k)e ke (k) et
v (271) 32w n- k
= (Ptran| Ay |Ptran) + 9 f (x) (5.54)
gde je
. Ak 1 * (T ikx 7\ ,—ikx
= z/ 22 1k (c (k) e** — c(k) e™* ) , (5.55)

k2

. dgk * (T ikx 7\ ,—ikx) __
Df——z/\/mn'kG(k)e —c(Be ™) =0 (5.56)

jer je pod integralom k* = 0. Tako da smo dobili, zaista, da je razlika o¢ekivanih vrednosti
potencijala u stanjima |¢.) i odgovaraju¢em |¢tq,) rezidualna gejdz transformacija.

Znaci, Gupta-Bleuler-ovim kvantovanjem smo definisali fizicki prostor stanja elektromag-
netnog polja Hypys sa pozitivno-definitnim skalarnim proizvodom. On i dalje ima vise
stanja nego $to je neophodno, tj. sadrZi stanja koja su ekvivalentna u odnosu na rezidualnu
gejdz simetriju.

*  Izratunajte komutator [H,9d,A™"]. Komentarisite rezultat i njegove implikacije na
gornju konstrukciju, i posaljite!
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6 Schwinger-ovo kvantovanje i simetrije

6.1 Schwinger-ovo kvantovanje

Schwinger-ov metod kvantovanja je analogon Weyl-ove kvantizacije u kvantnoj mehanici: iz
pretpostavke da su u teoriji realizovane prostorne simetrije, dobijaju se kanonske komuta-
cione relacije. Konkretno, u kvantnoj teoriji polja polazi se od zahteva da je Poincaré-ova
grupa reprezentovana u prostoru stanja kvantnih polja.

Zakon transformacije klasi¢nih polja ve¢ smo definisali: pri transformaciji Poincaré-ove
grupe datoj elementom (A, a), x’ = Ax + a, klasi¢no polje ®(x) transformise se kao

(') =S(A)®(x), t. ' (x)=SA)PA Hx—a)). 6.1)

U gornjoj formuli oznaka @ je genericka tj. oznac¢ava proizvoljno polje, dok njegov karakter
(skalarno, spinorsko itd.) odreduje reprezentacija Lorentz-ove grupe, S(A). Odrzani naboji
pri Poincaré-ovim transformacijama klasi¢no su dati preko Noether-ine teoreme: npr. za
translacije to je tenzor energije-impulsa,

oL

T, =
' 00,@

0, P — 55 L. (6.2)

U kvantnoj teoriji stanja sistema |¢) su opisana linearnim prostorom, a simetrije se reprezen-
tuju unitarnim ili antiunitarnim operatorima, |¢p) — U(A,a) |¢). Alternativno (a u skladu
sa Heisenberg-ovom slikom), operatori simetrije deluju na opservable a stanja se ne menjaju,

& =UHAa)DU(A, ), (6.3)

odnosno preciznije,

A

& (x) = U YA, a)D(x)U(A, ). (6.4)

Schwinger-ovo kvantovanje je zahtev da postoji reprezentacija Poincaré-ove grupe U(A,a) na
kvantnim poljima koja realizuje klasi¢ni zakon transformacije,

U (A a)d(x)U(A,a) =S(A) D (A (x—a)), (6.5)
pri éemu su njeni generatori P* i MY

l:l(A, a) — ei (uFPF‘Jr%wWMW) (66)

dati izrazima koji se iz klasi¢nih izraza (onih dobijenih iz Noether-ine teoreme) dobijaju
zamenom ¢ — @, uz eventualno normalno ili drugo uredenje.

U nastavku ¢emo u formulama izostaviti kapice iznad operatora jer radimo samo sa kvant-
nim poljima. Da bismo videli precizno sta Schwinger-ov postulat kvantovanja znac¢i odnosno
koje su njegove posledice, razmotri¢emo uslov (6.5) za translacije, A = I. Imamo

U (a) ®(x) U(a) = e &(x) ™" = d(x —a). (6.7)
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Iz izraza za malu transformaciju a, = €,, U(e) = I + i€, P*, i koriste¢i da razvoj u Taylor-
ovred, ®(x —e€) = ®(x) — €, 0P (x), dobijamo kao infinitezimalnu verziju postulata,

i— = [®,P,]. (6.8)

Za vreme, x=t ovo je zapravo Heisenberg-ov zakon kretanja,

0D
i=p = [ H]. (6.9)

Da analiziramo implikacije jednacine (6.8) za realno skalarno polje: pretpostavljajuci da
znamo klasi¢no dejstvo, generalisani impuls 77 = 9do®P, i tenzor energije-impulsa (3.4-3.7),
odnosno energiju i impuls polja,

Py = %/d3r(nz+ (VO)? + m*®?), D= /d377faiq) = %/d3r(naiq>+aiq> ), (6.10)

pretpostavljajuci simetri¢no uredenje. Komutator na desnoj strani jednacine (6.8) je

[®(t,7), Pi(t)] = %/d?’r' [®(t,7), n(t,7);D(t,7) + j(t,7) m(t,7)]
- / B [@(L7), 7(t,7)] AD(t,7), 6.11)

ako polje komutira sa svojim prostornim izvodima u istom trenutku ¢, [®(t,7), 0/®(t,7')] =
0: takva pretpostavka zapravo se svodi na istovremenu merljivost polja u prostorno udal-
jenim tackama. Zamenjujuéi rezultat (6.11) u jednacinu (6.8), dobijamo uslov

19,0(x) = /d3r’ [@(t,7), 7(1,7)] d(t, 7). 6.12)
Ocigledno reSenje ove jednacine su istovremene komutacione relacije,
[®(t,7), n(t,7)] =is(F—7). (6.13)

Prema tome: Schwinger-ov uslov da su translacije generisane nabojem P* za skalarno polje,
implicira kanonsku komutacionu relaciju za polje.

v’ PokaZite da (6.13) sledi i kada se analizira relacija za energiju, (6.9) .
Operatori translacije su dati kao eksponent (kvadratnog izraza),
U(a) = PPt _ piay [ kKt aptay ) (6.14)
a lako se proverava da je vakuum invarijantan na translacije,
U(a)|0) = |0). (6.15)

v Proverite!
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Da vidimo $ta nam daje analogni ra¢un za spinore. Za Dirac-ovo polje imamo

/d3rlp (iv%90 ) = /d3r1,b iv'9; —m)yp, P = /d3rzf7(i'yoailp). (6.16)

Racunajuci komutator sa energijom, dobijamo
(8,7, (0] = = [ [gu(t,7), 93 2y (0 = m) g (17
== [@ripa, g} (1 (o =) ()
+ [ @raper) (e —m) | et (7},

gde smo primenili relaciju za komutator proizvoda, [A,BC|] = {A,B}C — B{A,C} . Pret-
postavljajuci da je istovremeni antikomutator polja nula, {y.(t,7), ,(t,7)} = 0, dobijamo

0et7), P00 = = [ @ (gl 7), g7 (20 (72— m)) (17
[ @r et P, b} (v @ —m "))yt )

=190 Pu(t,7)

ako vazi
{u(t,7), Wi(4,T)} = Gop6(F = 7). (6.17)

Isto reSenje ¢e se dobiti i za relaciju koja daje prostorne translacije.

I U prethodnom ra¢unu umesto [A, BC] = {A, B} C — B{A, C} moze da se primeni stan-
dardna relacija, [A, BC| = [A, B] C+ B [A, C|. Primenite je, i diskutujte kako ¢e se promeniti
rezultat.

6.2 Vezaizmedu spina i statistike i mikrokauzalnost

Spinorske antikomutacione relacije smo dobili iz zahteva da energija fermionskog polja
bude pozitivna. Osim toga, one daju Pauli-jev princip, a videli smo i da mogu dobiti kao
reSenje Schwinger-ovog postulata kvantovanja. Medutim taj postulat, buduéi da se odnosi
na komutatore polja i naboja koji su bilinearni po poljima, ima u principu uvek dva reSenja:
jedno se izrazava preko komutatora, drugo preko antikomutatora polja, pa reSenja nisu jed-
noznacna.

Medutim antikomutacione relacije su i na drugi nac¢in konzistentne sa reSenjima Dirac-ove
jednacine: jedino kada fermioni antikomutiraju, dobijamo mikrokauzalnost za fermionsko
polje. Naime, ako bismo pretpostavili da, umesto antikomutatora, za fermionske operatore
kreacije i anihilacije vazi

by, by N=06,000-7), [dv5,dpip N =6.6F-7), (6.18)
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za komutator polja dobili bismo

e //Zd3 pd3p’ ml><

rv!

—ipx t ipx = —ip'x’! t - ip'x!
X [brﬁurﬁﬂe p +drﬁ Urmep , di”’ﬁ’ Ur/,-)*/,’ge p +br’ﬁ’ u,/ﬁllﬁep ]

By m _ i
T

5p 1, Lineex) o in(xv
= (idy + m)w/ (5753 5F (e7 =3 P =2y — (i, + m)ag A (x—x).

Hadamard-ova funkcija

: Pp 1 G —iF- (77
1A(1)(x _ xl)‘t:t/ = / (275 2E (ezp (77" 4o iP (77 )) # 0 (6.19)
nije nula, tj. polja ¢, i1pg ne komutiraju uistom trenutku vremena. To naruava mikrokauzal-
nost jer, kao posledica ovoga, ni komutatori bilinearnih veli¢ina (struje, naboji) nisu nula u
istom trenutku, tj. ne mogu se istovremeno meriti.

X Proveriti da sli¢no vaZi za skalarno polje: ako pretpostavimo da su komutacione relacije
izraZene antikomutatorom, dobijamo narusenje mikrokauzalnosti.

6.3 Diskretne simetrije

Videli smo da su u slucaju neprekidnih Poincaré-ovih transformacija operatori simetrije
U(A) generisani generatorima koji slede iz Noether-ine teoreme. Da bismo reprezento-
vali diskretne simetrije: parnost, vremensku inverziju i konjugaciju naboja, jednacinu (6.5)
treba da resimo tj. odredimo U(A) u svakom konkretnom slucaju, iz odgovarajuce klasi¢ne
transformacije S(A).

6.3.1 Prostorna inverzija, skalarno polje

Transformacija prostorne inverzije ili parnosti, x =(t,7) — x'=(t, —¥) = &, deluje na klasi¢no
skalarno polje na slede¢i nac¢in

(%) =Pd(x), . @'(t,7) = PO(t,—7), (6.20)
gdejesa P = S(A) oznalena parnost klasi¢nog polja ®. Ako polje ima samo jednu kompo-

nentu, iz uslova P? = [ sledi daje P broj, P =#p = +1.

Oznac¢imo sa P operator koji reprezentuje parnost u prostoru kvantnih polja: on treba da
zadovoljava

Plo(x)P =np®(%). (6.21)
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U kvantnom slu¢aju, ako gledamo reprezentacije do na fazni faktor, u principu je |#p| = 1.
Medutim za realno polje, iz pretpostavke da je P unitarno, imamo

Plo(x)P =P 10 (x)P =np®(%), (6.22)

odnosno 7, = 7p, paje opet np = *1. Veli¢ina np zove se unutrasnja parnost Cestice.
Ispostavlja se da se i za kompleksno polje operator parnosti moze redefinisati tako da vred-
nosti #p budu realne.

Operator P naci éemo reSavanjem uslova (6.21). Najjednostavnije je da ga reSavamo u im-
pulsnoj reprezentaciji, tj. da prvo odredimo kako parnost deluje na operatore kreacije i ani-
hilacije. 1z razvoja

—ikx t ikx
/ + b ) , (6.23)
V(2m) 32w
imamo
P1o(x / \/ﬁ PlagPe ™ 4+ plptp e, (6.24)
7)32w

—ik% + bﬁ lkx e—lkx + b‘I;E €ikx)(6.25)

e /1/7 o [ i
e 277)32w — P 27 32w(

posle smene k— —ku poslednjem integralu. Izjednacavajuci (6.24) i (6.25) dobijamo uslove

7)7161%73 =1p LZ_E, 7)7119%7) =1p b—E . (6.26)

Ovu jednacinu zadovoljava operator

i
P =exp (—? /d3k (IZE-I-IZ_E + b{b_% — ﬁp(akﬁa% + b{bz) )) . (6.27)

Pre nego Sto ovo i dokaZemo, da izlistamo nekoliko osobina operatora parnosti. Prvo, iz
oblika P se vidi da ne menja vakuum,

P10) = |0). (6.28)

Dalje, imamo

Plk) =PaP'P(0) = ypa’ |0) =np|—FK), (6.29)

kao i
PIHP = [ kP (aag + b P = [ ki (a o g+b' b ) = H. (630)
v Pokazite: P~'P;P=—P;, P 'L;P=1L;, P; i L; impuls i moment impulsa polja.
Da bismo dokazali da je P zaista operator parnosti, faktorisatemo ga na dva, P = PP,
Pr=ett, A= [dk(ata g+ b)), (6:31)
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732 == €iﬁB ’ B = /dsk (ﬂE-I-&ZE + bE-I-bE) . (6.32)
Prvo, lako se mozZe proveriti da je
[A,B] =0, pazatoi [Py, Pa] =0. (6.33)

[zratunacemo ¢4 az p A | pinA az e A

, odnosno pre toga,
[A, aq»] = /dsk [LIE-I-EI_T( -+ bE-[-b—E’ Elq*] = —Ll_q, [A, bﬂ] = _b—ﬁ' (634)

Iz ovih izraza dobijamo

WA | —inA , (ia)?
ol aEe A — IZ% + ZDC[A, aE] —+ o [A, [A,Elk'” +...
, in)? (in)?
=ap+ia(—a_g)+ TRET (—a_ )+
=cosaap—isinaa_g, (6.35)
isli¢no za by. Za & = —7/2 imamo
PilayPr=—ia_y,  PylbyPr=—ib_;. (6.36)

Problem faktora —i u gornjim relacijama reSava P, tj. B. Sli¢no kao gore, iz

[B,aﬁ] = —llgi', [B, bq’] = —bq' (6.37)
sledi ‘ ‘ ‘ ‘ . ‘
e'PB ag e IPB — o=iP a, e'PB by e IPB — o—iP by (6.38)
pa izborom ¢ = inp = ¢! 2P (3to vaZzi za 5p = +1), dobijamo
PylayPr=inpay, Py 'byPa=inpby;. (6.39)
v' Proveriti sve sitne korake u prethodnim izvodenjima.
Znaci, pokazalismodaza a = —71/2, ef = ¢l 3P Vazi
Py ' Prlay PiPy = —iPy la_; Pa=1pa_g, (6.40)

islicno za by : operator (6.27) zaista zadovoljava uslove (6.26). Primetimo da, grubo receno
(do na faktore i imaginarne jedinice) P, ima prirodnu strukturu: u njegovom eksponentu

je zbir bilinearnih operatora a{rai{», koji stanje impulsa —k zamenjuje stanjem suprotnog
impulsa, k.
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6.3.2 Konjugacija naboja, skalarno polje

Racun koji smo izveli u prethodnom odeljku daje i opstu ideju, i tehnicke detalje konstruk-
cije operatora diskretnih simetrija kod kvantnih polja. Zato ¢emo u nastavku uglavnom
preskociti detalje izvodenja, jer su Cesto repetitivni, i uz poneku napomenu dati rezultate za
ostale simetrije.

Operator konjugacije naboja C za skalarno polje treba da @ transformige u ®*,
cloc=yco", clotc=n:o. (6.41)

Kao ranije, moze da se ume da je ¢ realno, yc = =£1. Ispostavlja se da C moZe da se
realizuje kao unitarni operator. Iz relacije

C e —ikx +C 1b‘|' C elkx — nc/ _ka + ai eikx) (642)

A3k
/ _W m( ¢

zakljuc¢ujemo (Sto je i logi¢no) da C prevodi operatore kreacije (i anihilacije) za Cestice u
ogovarajuce operatire za anticestice,

Cla;C=mncby, C'bC=niag. (6.43)

MoZe se pokazati da je
C =exp (—%/dsk (b az + a;"b; — e (ap oy + b b, ))> : (6.44)

U eksponentu je opet bilinearni operator koji u stanjima polja anihilira ¢estice impulsa ki
kreira anticestice istog impulsa i obrnuto, tj. “pretvara Cestice u anticestice’. Vazi takode

cloy=10y, clprc=pP', CQ=-QC. (6.45)

v' Pokazite gornje relacije.

6.3.3 Vremenska inverzija, skalarno polje

Vremenska inverzija, x=(t,7) — x'=(—t,7)=—%, se, kao kvantnoj mehanici, reprezentuje
antiunitarnim operatorom 7, i to iz istog razloga: pri vremenskoj inverziji generalisani
impuls polja 7 = %OE@ menja znak, pa znak mora da promeni i desna strana kanonske
komutacione relacije — a to je moguce samo kompleksnom konjugacijom imaginarne jedinice

i.
Da konstruiSemo antiunitarni 7 koji zadovoljava

T o) T =nr®(—%). (6.46)
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Razvijajuci skalarno polje po modama, imamo

l(a 1kx+b+ zkx 7— a- 7—) zkx (Tflb%ar) eﬂ'kx) ,

3
/m :/_mdn%

a sa druge strane,

1kx + b—» zkx elkx + b'l' e 1kx) )

@) = nr [ (o [
T 271)32w — T 27 32w( —k

Odavde sledi delovanje na operatore kreacije i anihilacije,
T_laz T=nra_g, T‘le T=nrb_;. (6.47)

Ovaj uslov se poklapa sa uslovom (6.26) za operator parnosti P: P i T deluju (na az, by)
isto, samo $to je 7 antiunitaran pa sadrzi i kompleksnu konjugaciju.

6.3.4 CPT teorema

CPT teorema glasi: za svaku lokalnu kvantnu teoriju polja koja je opisana hermitskim la-
granzijanom £(x) invarijantnim na pravu ortohronu Lorentz-ovu grupu, &iji operatori polja
zadovoljavaju vezu izmedu spina i statistike, operator ©® = C'PT je takode simetrija, i vaZi

O 1L(x)O = L(—x). (6.48)

v Pokazati da je za kompleksno skalarno polie @~ '®(x) ® = ncypyr ®F(—x), i proveriti
da (6.48) vaZi za lagranZijan slobodnog polja.

IakosuC, Pi7T u prirodi pojedina¢no narusene (narusenje parnosti je prvi put eksperimen-
talno pokazano 1956. u B-raspadu, a narusenje CP 1964. u raspadima K-mezona, smatra se
da je CPT simetrija o¢uvana u prirodi: iz nje izmedu ostalog sledi da su mase i poluvre-
mena raspada Cestica i anticestica jednaki. Teorema se dokazuje konstrukcijom operatora
diskretnih simetrija za skalarno, spinorska i gradijentna polja, i proverom transformacionih
osobina ¢lanova u lagranZijanu.
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7 Interagujuca poljai S-matrica

Do sada smo analizirali slobodna polja i njihovo kvantovanje, i izgradili (uz dodatke i
prosirenja) konzistentnu sliku koja se bazira na kanonskom kvantovanju. Medutim, nas
zapravo zanimaju interagujuce teorije, pocevsi od kvantne elektrodinamike pa dalje. Za-
pravo, neinteragujuca teorija i ne moZe da se proveri u eksperimentu jer se svako merenje
bazira na interakciji. Za fiziku na visokim energijama relevantni su sudari i raspadi Cestica:
mere se preseci sudara, tj. matri¢ni elementi matrice rasejanja (S-matrice).

Kako da se definiSe kvantovanje, tj. prostor stanja i operatori u interagujucoj teoriji? For-
malizam slobodne teorije bazira se na moguénosti razvoja klasi¢nog polja, opsteg reSenja
jednacine kretanja, po ravnim talasima,

(ﬂ% e*ikx + aE‘i‘ eikx) , (71)

3

()= [ L5

N

i kvantovanju amplituda polja az, aEJr (koje ne zavise od vremena) preko algebre opera-

tora kreacije i anihilacije. Ovakav pristup mogué je i u opstijem slucaju, kod linearnih jed-

nacina ¢ija partikularna reSenja nisu ravni talasi. Medutim kod interagujuéih teorija klasi¢ne

jednacine kretanja su nelinearne, tako da egzistencija opSteg reSenja nije garantovana, pa

ni Cestitna interpretacija koja se standardno definiSe pomocu a4y i a{. Drugim recima,

nije jasno kako da se konstruiSe prostor stanja polja ili dokaZe da njegova konzistentna
reprezentacija postoji.

Ima viSe sistematskih pristupa koji pokusavaju da reSe ove probleme kvantne teorije polja.
Jedan od njih je aksiomatska kvantna teorija polja, koja postulira postojanje prostora stanja
za interagujuca polja i algebarski definiSe i analizira pojmove kauzalnosti i lokalnosti, ak-
siomatski uvodi S-matricu i njen formalni razvoj po parametru. U LSZ formalizmu (Lehmann,
Symanzik, Zimmermann) pretpostavlja se asimptotska kompletnost teorije tj. veza izmedu
slobodne i neinteragujuce teorije u asimptotskoj oblasti,

lim &(x) = VZd;(x), (7.2)
t——o0
i ekvivalentnost odgovarajuéih prostora stanja: Z je funkcija koja daje tu vezu, tzv. renor-
malizaciju polja. U principu, pitanje kvantovanja opste interagujuce teorije polja je veoma
kompleksan matematicki problem koji nije u potpunosti reSen, a navedeni pristupi dali su
znacajne uvide u osobine i strukturu kvantne teorije.

Rezultati o verovatno¢ama prelaza i presecima rasejanja dobijaju se perturbativno. U kvant-
noj teoriji polja ima razume se i neperturbativnih rezultata koji su i od konceptualnog i od
konkretnog fizickog znacaja (konformne teorije polja, 2d Yang-Mills, neperturbativni rezul-
tati kvantne hromodinamike). Ra¢un u teoriji perturbacija polazi od neinteragujuceg polja
koje je kvantovano, a interakcioni ¢lan u hamiltonijanu (koji je proporcionalan konstanti
veze g) tretira se perturbativno. To znadi da pretpostavljamo i) da u fizi¢ki relevant-
nim slucajevima postoji limes slabe veze, i ii) analiti¢nost ili slabu neanaliti¢nost u okolini
g = 0. U stvari, Dyson je 1953. pokazao da amplitude u ¢ = 0 imaju esencijalni singularitet
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tj. uvek postoje neperturbativni doprinosi, a stepeni redovi po konstanti veze su asimptot-
ski.

Mi ne¢emo ni pokuSavati da opiSemo ove teorijske probleme. Koristiéemo naivni ra¢un
baziran na pretpostavci unitarne ekvivalentnosti interagujuce i neinteragujuce teorije, i oprav-
danosti perturbativnog racuna: formule teorije perturbacija izveS¢emo u interakcionoj slici.
Problem ¢e se ispoljiti tako $to se u racunu dobijaju beskonacni ¢lanovi, a reSava se regular-
izacijom, pa renormalizacijom teorije. Fizicko opravdanje za ovakav pristup, osim njegove
relativne jednostavnosti, je fantasti¢na preciznost sa kojom su dobijeni rezultati u kvantnoj
elektrodinamici i standardnom modelu eksperimentalno provereni.

7.1 Interakciona slika

Izves¢emo formule za interakcionu sliku onako kako se izvode u kvantnoj mehanici i pri-
meniti u teoriji polja: polazne jednacine su iste. Slobodna polja smo opisivali u Heisenberg-
ovoj slici: ona su operatori koji zavise od vremena i evoluiraju po jednacini (6.9),

. 0P
iw = [@H], (7.3)

a stanja |¢) ne zavise od vremena.

Da bismo razlikovali Heisenberg-ovu, Schrodinger-ovu i Dirac-ovu (interakcionu) sliku,
uvescemo detaljnije oznake. Stanja ¢emo u ovim slikama oznacavati sa |¢)y, |P)s, |P)1,
a operatore sa My, Mg i M;. Ukupni hamiltonijan H je zbir hamiltonijana slobodnog
polja Hy i interakcionog hamiltonijana Hj,

H=Hy+H;. (7.4)
U Schrodinger-ovoj slici vazi
[p(£))s = Us(t) |9(0))s, Ms(t) = Ms(0)
.d |<P>S .0Mg
=57 = Hs[¢)s, L= =0 (7.5)
Z%ZHSUS, ako H #H(t), Ug=eHt,

Heisenberg-ova slika se dobija iz Schrodinger-ove unitarnom transformacijom operatorom
U (t) : unjoj vazi

(1)1 = 19(0)) 1 = U™ (1) [9())s., Mp(t) = Ug'(t) M (0) Us(t) = Ug ™ () Ms Us ()
g oM
1 atHZO, 1 atH:[MH,HH].

(7.6)
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Interakciona slika se dobija iz Schrédinger-ove transformacijom operatorom etHot i vazi
(1)1 = et gp(t))s = e Us(t) [p)r,  Miy(t) = eTof Mg e !
7.7)
;9 oM (
; |a4;>1 = Hyp|o(t))r- 171 = [Mj, Ho ] -

v" Proverite, iz definicije interakcione slike, poslednje dve formule.

Formula (7.7) nam kaZe da u interakcionoj slici operatori evoluiraju po slobodnom hamiltonijanu,
a stanja po interakcionom. Pri tome je pocetni uslov za slike |¢(0))s = [¢(0))y = |$(0))1,
Ms(0) = My (0) = M;(0).

7.2 Dyson-ov razvoj

Interagujuca polja kvantujemo koristeéi interakcionu sliku, u kojoj operatori polja evoluiraju
po slobodnom hamiltonijanu: zato polja moZemo da kvantujemo kao slobodna polja.

Da preciziramo detalje, odnosno izvedemo sve relevantne formule u interakcionoj slici.
Hamiltonijan slobodnog polja Hy (koristimo generi¢ku oznaku & za polje mada ono moze
biti i spinorsko ili elektromagnetno) svodi se na zbir hamiltonijana neinteraguju¢ih harmoni-
jskih oscilatora. Zbog toga se polje polje moZe razviti po ravnim talasima: u Schrodingerovoj
slici,

dg = / __k (az ek7 4 gt e_iw) (7.8)

U interakcionoj slici operatori evoluiraju po slobodnom hamiltonijanu Hy s,

Hos = [ Pkwal g, (7.9)
pa, uz potetni uslov a; ,(0) = a; 4, ®;(0) = @5, dobijamo
aE,I(t) _ eiHO’St”E,S o—iHost _ p—iwt - (7.10)
q) (t) _ eiHO,St q) e_iHO,St J— & (a—» e_ikx + a+ elkx) (7 11)
(t) = S = 2n)% 2w kS kS '

v Proverite ove dve formule.

Fock-ov prostor stanja i vakuum definiSu se standardno, kao za slobodno polje. Stanja, sa
druge strane, evoluiraju po zakonu

1N b ) (o). (7.12)

Radi jednostavnosti notacije, u nastavku ¢emo oznaciti

Hy(t) = H(t) = ot Hy et (7.13)
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oU(t
PO =um e, i Cm —HuE, 7.14)
gde se poslednja relacija direktno proverava iz zakona kretanja u interakcionoj slici: operator
U(t) = U(t,0) je evolucioni operator. Interakcioni hamiltonijan H(#) zavisi od vremena jer
Hys i Hij g uprincipu ne komutiraju: zbog toga jednacina (7.14) za U(f) ne moZze da se resi
eksplicitno, eksponencijalnom funkcijom. Nju ¢emo reSavati perturbativno.

U prvom koraku, jednacinu prepisujemo kao integralnu,
U =1 - i/H(tl) U(h)dt (7.15)

pri ¢emu smo fiksirali pocetni uslov U(0) = I. Ako pretpostavimo da je drugi ¢lan u ovoj
jednacini mali (jer je interakcija, |H1| < |Hp|), jednacinu mozemo da reSavamo u duhu
teorije perturbacija, iterativno. Na slican na¢in smo resavali jednacinu za Dirac-ovu talasnu
funkciju u proslom semestru. Dobijamo reSenje

t

t 1
u) :I—Z/H(t1 dty + (—i 2/H tl)dtl/H(tz)dt2+,,,
0 0

th—1

o t f
_ Z(—i)”/dtl/dtz... / dty H(t)H(b) ... H(t), (7.16)
n=0 0 0 0

gde u poslednjem redu, zbog granica, vremenski argumenti H(¢;) u proizvodu opadaju.
Da bi se izbegle promenljive gornje granice u integralima u gornjoj formuli, ¢lanovi reda

se mogu reorganizovati, odnosno drugacije napisati: vide¢emo to na primeru kvadratnog
¢lana. Ako u njemu zamenimo redosled integracija po t; i tp, imamo

t t t t t t
/ dt / dty H(t)H () = / dty / dty H(t)H () = / dt / b H(b)H(H),  (7.17)
0 0 0 ta 0 31

pa kad saberemo ova dva (ista) izraza, dobijamo inte-
gral zapisan preko vremenski uredenog proizvoda,

t t t t
Z/dtl/dtzH(tl)H(tz) — /dtl/dt2 T(H(t)H(t) ).
0 0 0 0

Sli¢no, indukcijom se za proizvoljno n dobija

t

/dtl/ldtZ... n/ldtn H(t)H(b) ... H(ts) = %/dtl/dtz.../dtnT(H(tl)H(tZ)...H(tn)>.
0 0 0 0 0 0

(7.18)
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Prema tome, operator evolucije U(t) datje Dyson-ovim razvojem

t t .f
B o0 (—i)” B —zbfdtlH(tl)
U(t) = ngo . /dtl.../dtn T(H(t)... H(ta)) = T(e ). (7.19)
0 0

U teoriji rasejanja racunamo verovatnoce prelaza iz in-stanja, t = —co u out-stanja, t = +o0:

S-matrica je evolucioni operator U(—oco0, ),
i [ dtH() -
S = U(—00,00) = T(e “ ) = T(e_ljd4xH> , (7.20)

gde je ‘H gustina interakcionog hamiltonijana.

Mi ¢emo u nastavku primeniti Dyson-ov razvoj na dva sistema. Prvi je kvantna elektrodi-
namika,

Lo=:P (i —m)yp:—: % (3,A4,) (3“AY) - (7.21)
Li=-Hi=-H=—:epAp: (7.22)

a drugi je skalarna ®*-teorija,

Lo=: % (0,D)("®) : —: %mchz : (7.23)
ﬁlz—le—Hz—:%qf*: (7.24)

7.3 S-matrica i procesi rasejanja

Razvoj po konstanti interakcije i Dyson-ova formula za ra¢unanje S-matrice su pogodni,
ili izvedeni, za izracunavanje efikasnih preseka u sudarima i raspadima, zbog toga Sto je
neperturbovani hamiltonijan Hy oko koga se razvoj vrsi hamiltonijan slobodnog polja. U
prethodnom odeljku smo izveli formulu za matricu rasejanja

[e0]

S=) s — i (_i)n/ dixy ... d*x, T( cH(xq) s oo H(xn) > (7.25)
n=0

|
n=0 n.

U ovom izrazu svi interakcioni hamiltonijani : H(x) : su normalno uredeni; proporcionalni
su konstanti interakcije A ili e, tako da je n-ti stepen u razvoju matrice rasejanja u stvari n-ti
stepen po konstanti veze. H je treceg ili viSeg reda po poljima i zato se u sudarima broj
¢estica u principu ne odrzava.

Iz izraza za ‘H dobijamo verovatnoce prelaza. Rac¢unanje pojedinih doprinosa iz razvoja
(7.25) moze se sistematizovati, jer u ra¢unu tipi¢no figuriSu ravni talasi koji se integrale u
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d-funkciju, i vremenski uredeni proizvodi polja koji se izrazavaju preko propagatora slo-
bodnih polja. Sistematizacija odnosno algoritam za racunanje razli¢itih perturbativnih do-
prinosa S-matrici dat je Feynman-ovim pravilima. Da bi se ona izvela potrebno je naci, opet
sistematski, nac¢in kako da se izra¢unaju vremenski uredeni proizvodi viSe polja: njega daju
Wick-ove teoreme. Pre nego $to izvedemo (odnosno pokazemo kako se izvode) Feynman-
ova pravila, a da bismo razumeli strukturu rac¢una i ideju njegovog pojednostavljenja, pri-

meni¢emo Dyson-ov razvoj na realno skalarno polje 77%-mezona opisano ®* teorijom i izracu-

nati, u najniZzem redu teorije perturbacija, verovatnocu rasejanja 7°7% — 7079,

LagranZijan teorije smo dali, (7.23-7.24),

1 1 A
—. u T2 _ 4
L=: > (0,D) (0" D) 5 o? 1 P (7.26)
Ako pretpostavimo da upadno i izlazno stanje piona imaju fiksirane impulse,
i) = llaka) = af af [0}, |f) = [Kiky) = aj.af, [0), (7.27)

u nultom i prvom redu za verovatnoéu prelaza dobijamo

N A B L
(f1 8 + 5D i) = (BiRs] 1+ 4 /d4x T(;(q>++q> )4:)|k1k2). (7.28)

Da odredimo nulti red. Imamo

(18 1i) = (0l ap, ap, af af |0), (7.29)

i da bismo nasli ovu o¢ekivanu vrednost, operatore anihilacije treba da prokomutiramo
skroz na desno da deluju na vakuum i daju nulu:

foal t =5k, —ky)ay at +anal 4, al =
ap, ay ap ap = ay ([a a0 ] + aa )aEZ =6k — k1) ap ap + ag ag ap ap

= 0(ky — k1) (8(ka — K}) + a;z a%,l) + (6(ky — K)) + a%l a%i) (6(ky — K5) + a%z ay, ) -(7.30)
Vakuumska ocekivana vrednost gornjeg izraza je

(f1 SO )iy = 6(Ky — k1) 6(ka — Ky) + (k1 —K}) 8(ky — K5) - (7.31)

Rezultat je simetri¢an po k; i ka (takode i po K; i k), jer su stanja |i) i |f) simetri¢na na
izmenu cestica: skalarno polje je bozonsko.

v’ Proverite korake u gornjem izvodenju.

U prvom redu teorije perturbacija treba izracunati

(IO = Bl 5y [ dx (@) 440 (@) 4+6(@ (@) +4(@ P07 +(@)*) [fiky),
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gde je normalno uredenje eksplicitno ispisano, a vremenskog uredenja nema jer u prvom
redu postoji samo jedan argument x*. Da proanaliziramo ¢lanove u gornjem zbiru. Na
primer prvi,

k’k2|/d4 (@F)* k1K) /d4 //// a1 e~ i@+ Q23 +qa)x
(27)6 2w1 2w

X <O\aﬁ,1 ak, G, A, 975 ,Mak a~ |0) . (7.32)

Ovaj ¢lan je nula. To se lako vidi ako primenimo poznatu strategiju da operatore anihilacije
‘pomerimo’ na desno do vakuuma (i onda iskoristimo da je a|0) = 0), odnosno operatore
anihilacije na levo ((0|a" = 0). Proizvod operatora u (7.32) ima $est operatora anihilacije i
dva operatora kreacije: pri ‘pomeranju’ operatora kreacije na levo (primenom odgovarajuéih
komutacionih relacija) imamo maksimalno dva komutatora [a,a'] koji daju é-funkciju, sma-
njujuéi ukupni broj operatora u izrazu. Ostaje proizvod Cetiri operatora anihilacije, pa je
vakuumska ocekivana vrednost, jasno, nula.

Iz gornjeg ra¢una odnosno rezonovanja se vidi da su jedini ¢lanovi koji imaju nenultu vaku-
umsku ocekivanu vrednost, oni koji imaju isti broj operatora kreacije i anihilacije (istog tipa).
U nasem slucaju, to je ¢lan

|/d4 2(@1)? |kky) = /d4 //// A o @1+ —3—q4)x
(27)6 2w1 2w

..l._
x (0| aj ay aq»l az, g, A, ak1 i £10). (7.33)

Na osnovu (7.30) znamo da je
ag; A7, ak “* 10) = (8(7s — k1) 8(73 — k2) + 8(ds — k1) (ds — k2))|0)

(0] ag, ay, af, ab, = (0] (87 — R) 6(2 ) + 6@ ~F) (@~ Ry), (734

pa imamo

g 6 d*x //// P . Q4 el (I +a2—q3—44)x
(] / (27)8 2w1

x (0(Fs — k1) 0(§s — k2) + (G5 — k1) 6(Ga — kz)) (6(F1 — K5) 8(F2 — K1) + (71 — ) 6(72
- A
C(2m)2/2w; . . . 2w,

S(K, + Ky — k1 —ky) .

¢ Izracunajte paZzljivo sve korake u gornjem izrazu i proverite da je rezultat tacan.

Iz gornjeg rac¢una (i ranije izvedenih formula) moZemo da vidimo sledece: teorija pertur-
bacija je odredena interakcionim hamiltonijanom H koji definiSe osnovni verteks (vertekse)
interakcije: po pravilu radimo sa interakcijama koje su stepeni polja tj. monomi: verteks ima
onoliko linija koliko ima polja, i ‘nosi’ jednu konstantu veze. Doprinosi koje smo izrac¢unali
zasudar 0" — 7%7%, odnosno procesi koji doprinose matrici rasejanja u nultom i prvom

redu, mogu se graficki prikazati kao
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U @* teoriji verteks ima 4 linije, a ‘elementarni procesi’ u teoriji odgovaraju kombinacijama
Cetiri polja ®F i ©:

/AN % ()4 anihilacija 4 piona
/Ii\ )\ — + 3 1. . . .
/TN 2 4(P7) (D) anihilacija 3, kreacija 1 piona
\."" A N2/ A N\2 s .. .- .
/\ a 6(P)7(dT) anihilacija 2, kreacija 2 piona
\IT. | A
| 2 4(P7)3(dT) anihilacija 1, kreacija 3 piona
V A —\4 .. .
a (@) kreacija 4 piona

U gornjim crteZima (kao i ostalim koje ¢emo koristiti) vremenska osa je vertikalna. Od nacr-
tanih, samo srednji proces ima nenultu vakuumsku oc¢ekivanu vrednost tj. nije virtuelan. Svi
procesi mogu biti deo Feynman-ovih dijagrama.

7.4 Wick-ova teorema

% nedelja od 13. do 20. maja 2020.

Verovatnoce prelaza u sudarima su matri¢ni elementi S-matrice, tipi¢ni matri¢ni element
koji treba da izracunamo je

S¢i = (fISli) = <O|czf1...afnSa;rl...aJr |0)

im
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\ (
\ N e \\\
L/
= (0|ay, ...af, Y ( k') / Ay odixge T(:H(x1) s .t H(x) 2 ) af ...af |0).
k=0 ’

Drugim re¢ima, ra¢unamo vakuumske ocekivane vrednosti proizvoda operatora kreacije i ani-
hilacije, pri ¢emu su operatori unutar S-matrice vremenski i normalno uredeni. Metod da
se ovakvi proizvodi nadu daje Wick-ova teorema. Mi éemo je u nastavku objasniti, a zatim
formulisati: precizan dokaz je dugacak i pravolinijski.

Razmotrimo najjednostavniji slucaj proizvoda dva skalarna polja
D(x1) P(x2) = (DT (x1) + D (x7)) (DT (x2) + D (x2)) (7.35)
=:®(x1) D(x2) : + [P (x1), D™ (x2)] =: P(x7) P(x2) : +iAT (x1 — x2).

Vidimo daje proizvod dva polja = normalno ureden priozvod + c-broj (funkcija). U opstem
slucaju, za dva operatora A(t1) i B(t) vazi

AB =: AB:+ (0|AB|0), (7.36)
i takode
T(AB) =: AB: + (0| T(AB) |0) =: AB: + AB (7.37)
za t| # t. Izraz
fll_,B = (0] T(AB) 0) (7.38)

zove se kontrakcija ili sparivanje operatora A i B. Ako su A i B operatori polja, sparivanje

daje propagator slobodnog polja. Nenulte kontrakcije za ranije uvedena polja su
d4k e tkx

(27)* k2 — m? —ie

D (x7) D" (x2) = ' (x2) @ (x1) = iAF (31 — 22) = / (7.39)
Ya(x1) Pp(x2) = — Pp(x2) Ya(x1) = iSp(x1 — x2) = (id1 + m) iAp(x1 — x2)  (7.40)
Al (x1)AY (xp) = A"(x2) A¥(x1) = iDp (21 — x2) = =" iAp|meo(x1 — x2) . (7.41)

Sparivanje je vakuumska ocekivana vrednost tj. funkcija: zato ako imamo proizvod vise
operatora, kontrakcije mozemo da izvucemo ispred proizvoda:

: ABCD...JK: = (—1)” ADBC :...JK: (7.42)
=N o
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U poslednjem izrazu znak (—1)? vodi ra¢una o tome da li su polja bozonska ili fermionska,
odnosno kako se promenio opsti predznak pri izmeni redosleda operatora B, C i D.

Wick-ova teorema u opStem slucaju glasi: za vremenski ureden proizvod operatora vazi

T(ABCD...WXYZ) =: ABCD...WXYZ: (7.43)
+ :ABCD...WXYZ: + : ABCD...WXYZ: + ... + : ABCD...WXYZ:
L 1 (]

+ :ABCD.. WXYZ: + : ABCD.. WXYZ: + ...+ : ABCD.. WXYZ : + ...
L ] U |

+ ...

U gornjoj formuli, u drugom redu je zbir svih proizvoda polja sa jednim sparivanjem, u
tre¢em redu je zbir svih ¢lanova sa dva sparivanja, i tako dalje. Znaci, Wick-ova teorema
kaZe da je vremenski ureden proizvod polja = normalno uredeni proizvod + zbir normalno
uredenih proizvoda u kojima su izvrSena sva moguca (tj. nenulta) sparivanja. Za dva polja
Wick-ovu teoremu smo dokazali u (7.35); u opsStem slucaju, Wick-ova teorema dokazuje se
indukcijom.

Smisao Wick-ove teoreme je, iz prethodno uradenog primera sa rasejanjem piona, dosta
jasan: proizvod polja ho¢emo da izrazimo kao normalno uredeni proizvod (da bismo izracu-
nali vakuumsku ocekivanu vrednost), i u procesu “pomeranja’ operatora kreacije na levo i
operatora anihilacije na desno javljaju se ¢lanovi sa komutatorima polja. Posto je u Wick-
ovoj teoremi proizvod vremenski ureden, ti komutatori su sparivanja, odnosno Feynman-
ovi propagatori.

Ako hoéemo sasvim da formalizujemo (algoritmujemo) rac¢un, vidimo da nam u vi$im re-
dovima teorije perturbacija treba nesto opstiji izraz,

T(:AB...:|x :AB...:|xZ...), (7.44)

1

gde su vremenski uredene grupe normalno uredenih operatora, definisanih u istom trenutku
tj. uistoj tacki (poti¢u iz hamiltonijana, : #(x) :). Formalno gledano, vremensko uredenje u
istom trenutku nije definisano pa ne moZemo da primenimo Wick-ovu teoremu. Medutim
ako razmislimo odakle poti¢u sparivanja u teoremi (razlog je, da bi se realizovalo normalno
uredenje), vidimo da nam ona u okviru grupe nisu ni potrebna tj. ne postoje. Ovo moZemo
da formuliSemo kao dopunu Wick-ove teoreme: dodatni ¢lanovi sa sparivanjima u okviru
(normalno uredene) grupe istovremenih operatora ne postoje, tj. nema istovremenih spari-
vanja.

7.5 Kvantna elektrodinamika, verteks

Interakcioni hamiltonijan u kvantnoj elektrodinamici,

H=:epAy: (7.45)
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sadrzi tri polja, dva spinorska i jedno elektromagnetno. Ako razdvojimo spinorsko polje na
pozitivno i negativno-energetski deo,

Y(x) =9 (x) +p (x) = /d?’PZr: ﬁ (brﬁ ur(p)e P +d:ﬁ v, (P) ei”x>
P =9 @+ ) = [T g (40P e+ bl () o)

vidimo da l[}+ odgovara anihilaciji elektrona, 1~ kreaciji pozitrona, 1/3Jr anihilaciji pozitrona
a P~ kreaciji elektrona. Matrica rasejanja je

—ie)2
S:I—ie/d4xT(:lﬁAtp:)+(zl!e) / dod o TCPAY: v DAY |y) + ...

Vakuumska oc¢ekivana vrednost drugog ¢lana u ovom razvoju, s, je nula, ali on nam
daje verteks interakcije, graf koji ima dve fermionske i jednu fotonsku liniju. Ako razdvojimo
pozitivno i negativno-energetske delove, ovaj graf opisuje sledece ‘elementarne procese’,
koji su svi virtuelni (njihova vakuumska oc¢ekivana vrednost je nula):
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anihilacija para



Ako detaljnije razloZimo ove crteZe, vidimo konkretno pridruZivanje polja spoljadnjim lini-
jama:

/Ex vr(x), u(p) anihilacija elektrona

! P (x), da(p) kreacija elektrona

\C[( P (x), v(p) kreacija pozitrona

| Pt(x), o (p) anihilacija pozitrona
Ay (x),  ep(k) kreacija fotona

7 Aj(x),  en(k) anihilacija fotona

Strelica na fermionskim linijama sluZi da se razlikuju elektron i pozitron: elektron je oznacen
strelicom naviSe (u smeru protoka vremena), a pozitron strelicom naniZe. Fotonske linije
nemaju strelicu jer je foton sam sebi anticestica.

7.6 Compton-ovo rasejanje

Kao prvi primer primene teorije perturbacija u kvantnoj elektrodinamici, izra¢una¢emo
verovatno¢u za Compton-ovo rasejanje, odnosno matri¢ni element za sudar elektrona i fo-
tona. Ovaj proces smo ve¢ analizirali u proslom semestru ali ne sasvim konzistentno, jer je
elektromagnetno polje bilo opisano klasi¢no.

Elektron i foton pre sudara imaju 4-impulse p; i k, a posle sudara py i kK, pa su pocetno i
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krajnje stanje sistema

i) = lpik) = bp s al, 100, |f) = |pp,K) =b) s ab,10). (7.46)

Treba da nademo

<f|5\i>=(f\l—ie/T(:t/?Az/J:)Jr(_ 4. i) (747)

Nenulti doprinos dobice se u drugom redu teorije perturbacija: u ¢lanu prvog reda imamo
samo jedan fotonski operator a ili a', a vrednosti (f|a] |i) i (fl|a,|i) zain iout stanja

(7.46) sunula. Dalje, iz oblika stanja, (f[S|i) = (0|by, ay,» S b;gi af |0}, vidimo da ée nenulte
doprinose dati samo oni delovi S(?) koji sadrZe tatno po jedan operator b, a, b* ia®, 4. broj
i vrsta in i out linija moraju da budu jednake broju i vrsti operatora unutar normalno uredenog

proizvoda u S-matrici (razvijenoj pomocu Wick-ove teoreme). Ovaj iskaz se preciznije vidi
iz jednakosti

WE ) leps) =97 @8 10) = [ @0 L\ [ ) e by 6,10

= (277 E u(p,s)e P |0), (7.48)
P () lesh =\ gy OPes) e P 10), (7.49)

Ay (%) [7x,) = 272w eru(k) e |0), (7.50)

i njima adjungovanih.

Vremenski ureden proizvod polja pod integralom u S?) izrazava se, po Wick-ovoj teoremi,
kao

T (: Palx1) A(x1)ap Pp(x1) 12 Py (x2) A(x2) 16 s (x2) : )

= Pu (1) A(x1)ap Pp(x1) Py (x2) A(x2)q5 P5(x2) - (7.51)
+ (1) A1) ap ¥p(x1) o (x2) A(X2) 45 P5(x2) - (7.52)
+ 1 Puxn) Alxn)ap Pp(11) o (x2) A(x2) 45 P5(x2) - (7.53)
+ o Pa(x1) A(x1)ap Pp(x1) Py (x2) Ax2) 5 5(x2) - (7.54)
+ ilf_’a(xl)A(xl)aﬁ Pp(x1) Py (x2) A(x2)s ¢|’5(x2) : (7.55)
+ l{ia(xl) A(X1)ap Pp(x1) Py (x2) A(X2)5 lllfé(xz) : (7.56)

71



+ 1 Pa(x1) 4?(961)04& Pp(x1) Py(x2) 4’?(962)75 Ps(x2) : (7.57)

+ : 1|Pa(x1) 4?(961)“/3 Pp(x1) o (x2) f/i*(xz)w 4|’5(x2) : (7.58)

Za Compton-ovo rasejanje nenulti doprinos ¢e, videli smo, dati samo sabirci koji imaju Cetiri
(nesparena) operatora, dva fermionska i dva fotonska: to su u gornjem zbiru (7.52) i (7.53),
i to oni delovi u kojima su operatori kreacije i anihilacije koji odgovaraju stanjima |i) i |f).
Na primer, za (7.52) imamo

Fu (1) A(x1)ap Yp(x1) Py (x2) A(x2) 5 5(x2) :

= —iSp(x2 = X1)5u Vg Vo + Ap(x1) Pp(x1) P (x2) Av(x2) :
—i(7" Sp(xa = x1) "), 5 1 (A (x1) 9 (1) §r (x2) Ay (x2) + A (x1) g5 (x1) oy (x2) Ay (x2)) -
= i (7" Sp(x2 = x1)7") 5 (P (x2) Ay (x2) Ay (1) g (1) + 9y (x2) Ay (1) AJ (x2) 95 (x1)) -

Ovim operatorom treba da delujemo na |i), odnosno (f|. Koriste¢i (7.48-7.50), dobijamo

[ 1 T B o
A;f(xl)ll’;{(xﬂ |pi k) = 2n) 2w \| 27 E; eu(k)e ik ug(pi,si) e”'P*110)
1
pr K9y (x2) A \/2n32w\/ 35 epy (k') €2 i1, (pg, 5p) P72 .

Ukupno, doprinos matri¢cnom elementu koji potice iz ¢lana (7.52) je

%//i('y”sp(xz—xl)'y”)yﬁ (2;)6 \/]TSHZ—Ef \/ﬁ (010) ug(pi,si)iy(ps, s¢)

X (em (k) er/v(k/) e*i(PHrk)xl ei(Pf+k/)xz + e (k) €y (k/) efi(p,-fk’)xl ei(pf—k)xz)

—i(pHk)m Gilpp k)

et i m 1 ) ,
=5 e /] B Ve (940 Sela =) k)

+ ﬂf fér(k) SF(X2 — xl) ¢‘,,/(k/) U; e_i(Pi—k’)xl ei(pf—k)x2>

_e 1 (- /__Jiijﬁ___¢u i(k+pi—q)x1 i (K+ps—g)x2
2 ( 1/EE 2w 20 —m24ie !
- q+m Lo ik pi—q)xy i(—ktpi—
+Mf¢m¢ u; e l( p q)xl el( Pr fi)x2>
ez i m 1

=~ S(pr+k —pi—k
2 (2m)? \/EEf V2w 2d! (ps i = k)
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. / pi+k+m pi— K +m N
Xuf <¢ (pi+k)2_m2+i€¢+¢(Pi_k/)z_m2+i€¢)ul. (759)

Ovaj izraz smo ve¢ sreli u pros§lom semestru. On ima crossing simetriju, k,e +» —k',€
koju smo diskutovali, i moZe se primenom relacija za spinorske amplitude znatno uprostiti.
Rezultat koji se dobija iz drugog sabirka, (7.53), u razvoju S istije kao (7.52) do na izmenu
X1 <+ X7, tj. isti je: zato u ukupnom rezultatu imamo dodatni faktor 2.

Izrac¢unati proces (matri¢ni element) dijagramatski je prikazan Feynman-ovim dijagramom
gore. Proces je u drugom redu teorije perturbacija, pa imamo dva verteksa interakcije u
tackama x1 i xp, 1 za svaki verteks jednu konstantu veze e ijednu 7y-matricu u analitickom
izrazu. In i out stanja definiSu spoljasnje linije dijagrama, a takode i polja koja ostaju kao op-
eratori u Wick-ovom razvoju. Polja koja su u Wick-ovom razvoju kontrahovana iz operatora
u funkcije postaju propagatori (izmedu tacaka x; i x; ), odnosno unutrasnje linije dijagrama.
Vidimo da u principu neki doprinosi mogu biti isti, i tada imamo faktore simetrije.

7.7 Moeller-ovo rasejanje

Drugi proces koji ¢emo razmatrati je rasejanje dva elektrona, tzv. Moeller-ovo rasejanje.
Ulazno i izlazno stanje u ovom prcesu su

|Z> = ’Plf p2> = b;r?l,sl bzz,sz ‘O> ’ |f> = |P/1/ P/2> - b;ﬁ,s’l b;’z,s’z ‘O> . (7.60)

jasno je, kao i u slucaju Compton-ovog rasejanja, da je prvi nenulti perturbativni doprinos
drugog reda. Osim toga, iz oblika in i out stanja vidimo da su to ¢lanovi koji sadrZe dva
operatora anihilacije b i dva operatora kreacije b': to je u formuli za Wick-ov razvoj S(2),
sabirak (7.54). Znaci dijagram je ve¢ jasan: Cetiri spoljasnje elektronske linije, dva verteksa i
fotonski propagator. Da izra¢unamo i detalje eksplicitno.Imamo

Fu(1) ACxr)ap Yp(x1) Py (x2) A(x2) 5 hs(x2) -

= 1 1 BF(X1 = %2) Vs Vs ¢ Pu(21) (1) P (x2) s (x2) -
= 1 I AF(x1 = X2) Y0 Vs B (1) Y (1) B (x2) 9 (x2) :
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= i Ap (= x2) 25 0k B (1) By (x2) 9 (10) 95 (32) -

Dalje, treba da izracunamo

g (1) 5 (x2) b, by, 10) = 5 (x1) {9 (x2), Bj, } b, 10) — 9 (x1) by, 5 (x2) by, [0) -
(7.61)

{IP;(JQ) ’ pl} = (;Iiﬁ M(P1, 81) e*ip1x2, (7.62)

i relacija (7.48), sledi

i () ¥ (x2) ) = s

<u5(P1) ug(pa) e P22 — g5 (o) ug(pr) fiplxl_ipzxz) |0) .

:

Druga relacija koja nam treba, (f|, (x1) ¢, (x2), dobija se adjungovanjem.
I Proverite prethodne dve formule.

Prema tome, matri¢ni element za Moeller-ovo rasejanje u drugom redu teorije perturbacija
je
d4q e_iQ(xl_XZ)

51 @ i g e
2 (zﬂ)6m\/ﬁﬂﬂvr)’aﬁ775 (27‘[)4 qz—i—ie

X

< (aph) 1y () €8s — i, () 1 ) o ivte)

X (ué(Pl) up(pa) e P22 — yy5(py) ug(pr) e—imxl—ipzxz>

2| G o Vi e e
2 E{E; EiEé q2 + ie
% (g’lr),ﬂuz ity ug @ PPt pi(pa—p2=mxn _ gl oty oV, o (PPt pi(pa—pi—q)n
ol o o] ool
—ithyMuy iy uq @ P1P2m 3 (2PN gty 7V @ (PP )3 iR P2+‘1)X2)

62 7’]‘141/ m

/ — —_—
(27T m \/ﬁ 1 +pP2—p1 pZ) X

x (a”% a7y uy + iy uy @y ua Ay ug @y ug + iy un iy ug ) (7.63)

(py — p2)? (ph—p1)?

Posto su elektroni fermioni, rezultat je antisimetrican na izmene p; < p2, pj < ph.
Feynman-ovi dijagrami koji opisuju ovo rasejanje nacrtani su dole.
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7.8 Feynman-ova pravila za kvantnu elektrodinamiku

Videli smo u uradenim primerima da je perturbativni ra¢un za verovatnoce prelaza iz in u
out stanja (kada su ona ravni talasi tj. stanja odredene vrednosti impulsa) u principu dosta
jednostavan. Barem na ‘tree-level” nivou, kada svi integrali mogu da se izracunaju, i daju
d-funkcije. Rac¢un je jednostavan, ali najc¢esée repetitivan i dugacak: da bi se koraci koji su
uvek isti skratili odnosno preskocili, formulisu se Feynman-ova pravila. Ona se definisu za
odredenu teoriju, pa su centralni deo pravila verteksi, koji opisuju za teoriju specifi¢ne inter-
akcije. Polja se opisuju kao slobodna polja, svojim propagatorima i asimptotskim ulaznim
i izlaznim stanjima. Feynman-ova pravila baziraju se na Dyson-ovom razvoju i Wick-ovoj
teoremi, a mogu da se definiSu u koordinatnom ili impulsnom prostoru, tj. pre ili posle inte-
gracije po koordinatama. Iako ih nismo precizno izveli, definisa¢emo Feynman-ova pravila
za kvantnu elektrodinamiku u impulsnom prostoru.

Neka su stanja i) i |f), potetno i krajnje stanje u procesu rasejanja, zadata impulsima i
spinom odnosno polarizacijom &estica. Amplituda prelaza iz stanja |i) u stanje |f), Sg;,
data je razvojem u red po konstanti veze,

1
H Weor Mfi, (7.64)

ext

Sfi:5fi+(27'[)4 (54<pr—2}%> H Vn;i

ext

(n)

gde se invarijantna amplituda My; izrazava kao zbir doprinosa M fi un-tom redu teorije

(n)

perturbacija. M fi se dobija crtanjem svih topoloski razli¢itih povezanih Feynman-ovih

dijagrama u impulsnom prostoru koji sadrze n verteksa, ulazne [i) i izlazne |f) linjje.
Fermionima odgovaraju prave, a fotonima talasaste linije: one se mogu sresti samo u verteksu
koji se u elektrodinamici sastoji od jedne ulazne, jedne izlazne fermionske linije i jednog fo-
tona:
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Yl iey# verteks

LUV 77” v .
Dy = — 2 ric fotonski propagator
} iSp = m fermionski propagator

Osim unutra3njih linija kojima se pridruzuje propagator, na dijagramima postoje i spoljasnje
(ulazne i izlazne) linije, nacrtane na slici na strani 57: osim grafickog prikaza, na slikama su
dati i matematicki izrazi koji se elementima dijagrama pridruZzuju. Ukupni doprinos dobija
se kao proizvod pojedina¢nih faktora u dijagramu, pri ¢emu su spinorski faktori uredeni
tako da se pisu duz fermionske linije suprotno smeru strelice (i onda je dobijeni rezultat
c-broj).

U svakom verteksu odrzava se 4-impuls: ukoliko u dijagramu ima zatvorenih petlji, posto-
jace impulsi g koji zakonima odrzZanja nisu fiksirani. Po svakom takvom impulsu tj. neza-

visnoj petlji vrii se integracija, [ (2‘147‘7)4 ; fermionske petlje imaju dodatno i trag i faktor (-1).

Doprinos nekih dijagrama je viSestruk i zavisi od dodatnih faktora simetrije.
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