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Kosmoloski modeli na nekomutativnim prostorima

Sazetak: U ovoj tezi proucavamo primenu nekomutativne geometrije na prostore koji opisuju
ranu fazu razvoja svemira. Razmatramo fazi de Siterov prostor - nekomutativnu verziju de
Siterovog prostora koja je bazirana na de Siterovoj grupi simetrije SO(1,d) i njenim uni-
tarnim ireducibilnim reprezentacijama. Konkretno, za impulse su uzeti elementi so(1,d) al-
gebre. Nakon iznetih detalja iz diferencijalne geometrije za d = 2,4, dolazimo do izraza za
laplasijan na ovim prostorima. Prvo nalazimo svojstvene funkcije laplasijana u ¢etiri dimen-
zije kada on deluje na elemente prostora reprezentacije. Razmatramo varijante kada je spin
s=01is= % i u oba slucaja dolazimo do sli¢nih izaraza za svojstvene funkcije koje zapisu-
jemo preko Jakobijevih funkcija. Dolazimo to rezultata da je spektar lapalsijana kontinualan.
U okviru pomenutih reprezentacija identifikovan je operator energije, nalazimo njegove svo-
jstvene funkcije i zaklju¢ujemo da i energija ima kontinualan spektar. Nakon toga, koristimo
izraz za laplasijan koji deluje na funkcije nekomutativnih koordinata i operatorski resavamo
Klajn-Gordonovu jednacinu u dve i ¢etiri dimenzije. Koriste¢i specifican izbor koordinata,
pokazujemo da se mode nekomutativnog polja u tim koordinatama poklapaju sa modama ko-
mutativnog polja. Da bismo ispitali kompletnost prethodnog skupa moda, koristimo konkretnu
reprezentaciju u Hilbertovom prostoru i razmatramo integralne kernele (matri¢ne elemente)
skalarnog polja. Na ovaj nac¢in dolazimo do kompletnog skupa resenja fazi Klajn-Gordonove
jednacine. U slucaju kad je dimenzija d > 2, prostor nekomutativnih resenja ima vise ste-
peni slobode u odnosu na komutativan analogon. U ¢etiri dimenzije, negeometrijske unutrasnje
mode su parametrizovane sa S% x W, gde je W diskretan matri¢ni prostor. Ovim rezultatima
se priprema teren za analizu kvantne teorije polja na fazi de Siterovom prostoru, konkretno za
dobijanje dvotackastih funkcija koje su korisne u kosmologiji.

Kljucne reci: de Siterov prostor, nekomutativna geometrija, skalarno polje, konformna simetrija,
kosmologija, Banc¢-Dejvisov vakuum, Bogoljubovljeva transformacija, koherentna stanja

Nauc¢na oblast: fizika

Uza naucna oblast: fizika visokih energija
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Cosmological models on noncommutative spaces

Abstract: In this thesis, we stady the application of noncommutative geometry to spaces that
describe the early stage of the development of the universe. We consider fuzzy de Sitter space,
which is a noncommutative version of de Sitter space based on de Sitter symmetry group
SO(1,d) and its unitary irreducible representations. Specifically, momenta are taken as ele-
ments of s0(1, d) algebra. Providing details of differential geometry in two and four dimensions,
we arrive at the Laplacian defined on such spaces. We first obtain eigenfunctions of the Lapla-
cian in four dimensions acting on elements of representation space. We consider the two cases
of spin s =0 and s = % ending up with similar expressions given in terms of Jacobi’s functions.
In both cases, the spectra are continuous. We then identify the energy operator, and diago-
nalizing it we find the spectrum continuous, as well. After that, we take the expression for
the Laplacian acting on functions of noncommutative coordinates and solve the Klein-Gordon
equation in two and four dimensions. Using a specific set of coordinates, we show that the
modes of commutative field coincide with the modes of commutative field. In order to examine
the completeness of the former set of modes, we take a specific representation on a Hilbert space
considering integral kernels (matrix elements) of the scalar field. In case of d > 2, the space of
noncommutative solutions has more degrees of freedom than the commutative counterpart. In
four dimensions, the new non-geometric, internal modes are parametrised by S? x W, where
W is a discrete matrix space. This results pave the way to analysis of quantum field theory on
the fuzzy de Sitter space, in particular for computing a two-point functions in cosmology.

Key words: de Sitter space, noncommutative geometry, scalar field, conformal symmetry, cos-
mology, Bunch-Davies vacuum, Bogolyubov transformation, coherent states

Scientific field: physics

Scientific subfield: high energy physics
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1 Uvod

Na osnovu eksperimentalnih dokaza i Cinjenice da je klasicna fizika nekonzistentna, znamo da
se priroda opisuje kvantnom teorijom. Do sada su uspesno kvantovane tri od ¢etiri interakcije
u prirodi: elektromagnetna, slaba i jaka.

Opsta teorija relativnosti je aktuelna klasi¢na teorija gravitacije. Ona opisuje prostorvreme kao
mnogostrukost sa metrikom na kojoj mogu da se uvedu razlicita polja. Ova teorija ima prob-
lem jer predvida singularnosti, mesta na kojima je krivina beskonacna i zakoni fizike ne vaze.
Medutim, ne postoji konzistentan nacin da se ona kvantuje kao $to je slucaj sa ostalim klasicnim
teorijama. Taj problem mozemo da prikazemo na sledeéi nacin, [I]. Sa jedne strane postoji
standardni model elementarnih cestica koji se kontrolise bezdimenzionim kapling konstantama.
On je formulisan konzistentno kao renormalizabilna kvantna teorija na svim skalama duzine.
Gravitacija je odredena dimenzionom Njutnovom konstantom Gy ~ (%, gde je [p; ~ 10733 cm
Plankova duzina. Ovo znaci da je gravitacija jako kuplovana na malim rastojanjima na kojima
je znacajna kvantna struktura materije i polja. Zbog toga ne ocekujemo da na svim skalama
duzine gravitacija ostane klasi¢na.

Najvazniji pokusaji kvantovanja gravitacije do sada su teorija struna i kvantna gravitacija na
petljama, [2 B]. Kod teorije struna cestice nisu tackasti objekti ve¢ jednodimenzione strune
koje vibriraju, a gravitacija se javlja prirodno kao jedna od vibracija. Teorija struna je nastala
osamdesetih godina proslog veka. Omna je kandidat za tzv. teoriju svega jer potencijalno
ujedinjuje sve interakcije u jednu teoriju. Za razliku od nje, kvantna gravitacija na petljama
kvantuje samo prostorvreme koriste¢i formalizam opste teorije relativnosti i kvantne teorije
polja.

Strune imaju odredenu prostornu dimenziju, karakteristicnu duzinu (eng. intrinsic length scale)
ls, ispod koje klasi¢ne predstave prostora i vremena prestaju da vaze, [4]. Vrednost s je reda

veli¢ine Plankove duzine. Modifikovana Hajzenbergova relacija neodredenosti se postulira u
obliku [5]

h (1 9
Ax > 5 (Ap +1Z Ap) . (1.0.1)
Kada je [ = 0 ova relacija se svodi na strandardnu Hajzenbergovu relaciju u kvantnoj mehanici
gde neodredenost koordinate opada kada neodredenost impulsa raste. Iz sledi da Ax
raste kada raste Ap. Moze da se nade minimum funkcije Ap odakle se dobija donja granica za
merenje duzina u prostorvremenu, (Az)nim = ;. Na ovaj nacin se vidi kako teorija struna daje
realizaciju prostora u kome su koordinate takoreé¢i razmazane. Opstije, prostornovremenske
relacije neodredenosti se postuliraju u obliku [6]

Az'Ax? > 13, (1.0.2)

tako da pojam taCke u prostoru gubi smisao. U limesu niskih energija (velikih skala duzine)
lp; — 0 dobija se klasi¢no prostorvreme sa koordinatama koje komutiraju.

Dosta pre pojave teorije struna postojale su sugestije da na veoma malim skalama duzine
koordinate ne komutiraju. Ova ideja je razmatrana tridesetih godina 20. veka prilikom razvoja



kvantne mehanike, [7], [§]. U radu obajvljenom 1947. Snajder je formalno pokazao kako
pomocu nekomutativne strukture koordinata na malim skalama duzine moze da se kontrolise
ultravioletna divergencija u kvantnoj teoriji polja, [9].

Ideja o nekomutativnosti koordinata najviSe je inspirisana kvantnom mehanikom. Kvantni
fazni prostor je definisan tako sto su kanonske koordinate i impulsi 2, p; zamenjeni hermitskim
operatorima ', p; koji zadovoljavaju komutacionu relaciju

&', p;] = ihd}. (1.0.3)

Na ovaj nacin se pojam tacke u faznom prostoru menja Plankovom ¢elijom. U klasi¢nom limesu
h — 0 dobija se obi¢an (komutativan) prostor.

Koordinate mogu da se zamene operatorima koji ne komutiraju,
(24, 2] = ikJ* (), (1.0.4)

gde se oznaka k odnosi na konstantu nekomutativnosti, koja je analogna konstanti A. Njena
dimenzija je duZina na kvadrat. Na osnovu relacije (1.0.4), koordinate ne mogu da se mere
simultano i koordinatni prostor je podeljen na Plankove ¢elije, tako da postaje fazi (eng. fuzzy).

Videli smo da nekomutativnost koordinata proizilazi iz teorije struna, a pored toga idejno sledi
iz kvantne mehanike. Sa druge strane, ako podemo od stanovista da je gravitacija geometrija
prostorvremena, onda kvantovanje gravitacije moze da se svede na kvantovanje geometrije.
Izdvajaju se dva pristupa nekomutativnoj geometriji. Alan Kon prostor opisuje algebrom ope-
ratora umesto skupom tacaka, [I0]. On uvodi koncept spektralne trojke (A, H, D), gde je A
nekomutativna algebra opservabli, H Hilbertov prostor na kome algebra deluje i D Dirakov
operator koji nosi informacije o metrici. Ova trojka zamenjuje diferencijalnu strukturu obi¢ne
mnogostrukosti. Drugi pristup se oslanja na simetriju prostora a potice od Dzona Madora. On
je razvio fmm@E] formalizam u kojem je nekomutativna (diferencijalna) geometrija uopstenje
Kartanovog pristupa op$toj teoriji relativnosti pomocu diferencijalne geometrije, [I1]. Pristup
Dzona Madora je intuitivniji i pogodniji za analiziranje fizike, Sto se uklapa u nase ciljeve, pa
ga u radu koristimo. Postoji moguénost da kvantovanje prostora ne daje fundamentalni, ve¢
efektivni opis fizike.

1.1 Nekomutativni prostori i kosmologija

Na pocetku ¢emo kao motivaciju da navedemo nekoliko najjednostavnijih primera fazi prostora,
[12],[13].
Razmotrimo fazni prostor klasi¢ne cestice koja se kre¢e u ravni. Ona je opisana koordinatama
(', 2?) i impulsima (py, p2). Kada se ovaj sistem kvantuje zadovoljene su komutacione relacije
(1.0.3) za i = 1,2. Mojalov prostor je dvodimenzioni nekomutativni ravan prostor definisan
relacijom

(2!, 2% = iF, (1.1.1)

koji je poznat kao prostor sa kanonskom nekomutativnoséu. Osobine nekomutativnog prostora
su odredene algebrom koordinata, reprezentacijom i odgovaraju¢im diferencijalnim racunom. U
ovom slucaju to je Hajzenbergova algebra sa jedinstvenom unitarnom ireducibilnom reprezentaci-
jom koja moze da se realizuje pomoc¢u algebre operatora ili algebre funkcija sa * proizvodom.
Zamenom

T — p — 22, h—Fk (1.1.2)

U odsustvu odgovarajuée reci na srpskom jeziku koristi¢emo englesku varijantu.



u relaciji (1.0.3)), dobija se kanonski dvodimenzioni prostor. On ima translatornu simetriju, a
translacije su elementi Vajlove grupe.

Kada postoji odredena simetrija nekomutativnog prostora, onda je najlakse uvesti njegovu
diferencijalnu geometriju koriste¢i znanje iz teorije grupa. Postoji moguénost da se preformulise
Kartanov mowving frame formalizam tako da moze da opise i nekomutativnu geometriju. Tada
formalizam sadrzi vezu izmedu nekomutativnosti i gravitacije. Ovo je tema poglavlja 2.1, a
ovde uvodimo neke elemente koji su nam neophodni za diskusiju.

Krenu¢emo od ravnog prostora. Neka su antihermitski generatori translacija (impulsi) u ravni
ps, onda kona¢ne translacije T'(a) = e*?, a' € R, po definiciji, deluju kao

T Ya)z"T(a) = 2" — d". (1.1.3)

Sa druge strane, resenje relacija 1} i 1} je T(a) = enla'e®=a’e") - Nakon odgovarajuce

smene ([1.1.2)) nalazimo da su nekomutativni impulsi

x? at

p1 = i?, P2 = —imge (1.1.4)

elementi algebre koordinata A. Odavde nalazimo

[ps, 27] = o7 (1.1.5)
i ova relacija je analogna sa 9,77 = 53 na komutativnoj ravni. Posto komutator zadovoljava
Lajbnicovo pravilo onda [p,,] deluje kao parcijalni izvod. Ovde moze da se pretpostavi da
postoji skup vektorskih polja e, koji deluju na funkcije kao e, f = [pa, f] i obrazuju tangentni
prostor X'(A). Prostor dualan tangentnom je kotangentni prostor Q*(A) koji obrazuju 1-forme.
Bazisne 1-forme su definisane kao 0“(eg) = 5. Diferencijal d preslikava funkcije u 1-forme i
zadovoljava Lajbnicovo pravilo. Vazno je da diferencijalna struktura implementirana na A
mora da bude konzistentna sa algebarskom strukturom. U slucaju kanonske nekomutativnosti
sledi da je

dlz',27] = [da', 2] + [¢", d2?] = 0, (1.1.6)

a resenje ovog skupa jednacina u opstem slucaju nije jedinstveno. Posledica toga je to da neko-
mutativni diferencijalni racun nije definisan jedinstveno kao de Ramov racun na komutativnoj
mnogostrukosti. U konkretnom slucaju kanonskog prostora resenje je [z*, dx’] = 0.

Ovaj pristup je dosta razraden za opisivanje geometrije matri¢nih (konacnih) prostora kao
i prostora sa visokim stepenom simetrije. U nastavku ¢emo da vidimo detalje kvantizacije
prostora sa maksimalnom simetrijom, odnosno resenja Ajnstajnovih jednacina sa kosmoloskom
konstantom. Jedan od motiva dolazi iz kosmologije: ¢injenica je da de Siterova geometrija dobro
opisuje sadasnje stanje svemira kao i njegovu inflatornu fazu. Drugi motiv dolazi od toga sto
standardna Mojalova kvantizacija ravnog prostora Minkovskog narusava rotacionu simetriju.
Da bi se zadrzao odredeni skup simetrija, impulsi se biraju tako da pripadaju Lijevoj algebri
odgovarajuce grupe simetrije.

Najjednostavniji primer ovakve kvantizacije je fazi sfera Sy, [14] [15]. U njenu definiciju je
ugradena ideja da se Kazimirova relacija SO(3) grupe interpretira kao relacija uronjavanja
(eng. embedding). Tada unitarne ireducibilne reprezentacije definisu fazi sferu. Oznaéimo sa
J. hermitske generatore so(3) algebre, [J,, Jy] = i€weJe sa a,b = 1,2,3. Ova signatura je
euklidska tako da nije neophodno da pravimo razliku izmedu gornjih i donjih indeksa, ali ¢emo

to da radimo na mestima gde je potrebno da bi izraz bio jasniji. Kazimirova relacija SO(3)
grupe,

. (n?—1) .
CQZJaJa:](]—i—l):T, n=2j+1, (1.1.7)



koja vazi u n-dimenzionoj unitarnoj ireducibilnoj reprezentaciji, moze da se interpretira kao
uronjavanje dvodimenzione nekomutativne sfere u trodimenzioni nekomutativni ravan prostor,
(29)? = r2. Zbog toga definiSemo koordinate tako da su proporcionalne generatorima,

ot =0J = Eééja, i=1,2,3. (1.1.8)
T

Radijus sfere r je kvantovan, 4r* = k*(n? — 1) i u limesu velikog n, on je r> = E*. Da bi se
zadrzala sferna simetrija, uvode se impulsi koji su takode iz so(3) algebre,

Do = L. (1.1.9)
i1s
Algebra impulsa ima strukturu Lijeve algebre, [pg, py] = %eabcpc. Odavde se dobijaju strukturne
konstante Clp. = %eabc iz kojih se (sto ¢emo kasnije da definiSemo) dobijaju koneksija, Rimanov
i Ric¢ijev tenzor i skalar krvine. Kao i u slu¢aju nekomutativne ravni, odgovarajuéi izvodi e,
su dati kao komutatori, a bazisne 1-forme su im dualne, 8*. Metrika na fazi sferi je euklidska.

Frame elementi,
) . 1 . )
€y = [Pa, @] = €50, (1.1.10)
r
daju komponente inverzne metrike

- o 1 . 1 . . ik
U=¢ el ¢ == (1267 — {2 a7 ek, | . 1.1.11
g a b r2 2{ } + o k ( )
Interesantna je antisimetri¢nost po indeksima ¢ i j u linearnom ¢lanu po k. U limesu k& — 0 ovaj
izraz se svodi na metriku na sferi. Fazi sfera daje konacan, diskretan model sferno-simetri¢ne
povrsi: u limesu n — oo ona tezi glatkoj sferi.

Generalizacija sa sfere na hiperboloid, odnosno sa SO(3) na SO(1, 2) je pravolinijska u mnogim
aspektima. Klasi¢no, dvodimenzioni de Siterov prostor je definisan uronjavanjem u trodimen-
zioni ravan prostor relacijom

—(2)? 4+ (2")? + (2*)* = ajg,. (1.1.12)

Grupe simetrije SO(1,2) i SO(2,1) su ekvivalentne. Prethodna relacija, uz zamenu vremenske

i prostorne koordinate z° < z* i znaka ispred ajg,, vodi do definicije anti de Siterovog

prostora. Ovde navodimo pristup iz rada [16], a kasnije, u glavnom tekstu, é¢emo se sresti sa
drugom varijantom koja je publikovana u radu [I7].

Konstrukcija nekomutativnog de Siterovog prostora dS, je analogna konstrukeiji fazi sfere, [13],
osim $to metrika nije euklidska ve¢ metrika Minkovskog, 7, sa signaturom (— + +). Iz ko-
mutacionih relacija so(1,2) algebre

(Ko, Ky = iew K,  a,b=1,2,3, (1.1.13)

identifikujemo koordinate i impulse kao

1

Z‘Oéds2

v =(K',  p,= K, . (1.1.14)
Odavde se dobija diferencijalna geometrija fazi dS, prostora koja je (do na razli¢itu signaturu)
analogna onoj koju smo nasli u slucaju fazi So. Frame relacije su analogne odgovaraju¢im
relacijama na fazi So,

) ) 1 . .
€u = [pa, 2] = o (1.1.15)
2



Medutim, situacija nije potpuno identi¢na: klasi¢an dS prostor je nekompaktan kao i njegova
grupa simetrije. To znaci da je njegova unitarna ireducibilna reprezentacija beskona¢nodimen-
ziona. Grupa SO(1,2) ili njena natkrivaju¢a SU(1, 1) ima tri serije ireducibilnih reprezentacija.
One mogu da se oznace kvantnim brojem h koji je odreden vrednostima Kazimirovog operatora

Cy = h(h — 1). Serije su
 glavna neprekidna 7T),, h = % +ip, peR, Cy <0,
o komplementarna neprekidna T,, h = % +o0, o€ (0, %), Cy <0,1i
o diskretna 75, h=—1=1,22 ..., Cy,>0.

Na osnovu vrednosti Kazimirovog operatora i ¢injenice da je kosmoloska konstanta pozitivna,
odavde deluje logitno da se fazi dSs definise kao glavna neprekidna serija SO(1,2). E]

Da prokomentariSemo da u diskutovanim slucajevima sa maksimalnom simetrijom postoji
odredeni nesklad u broju koordinata i impulsa. Naime, tri ,embedding” koordinate koje su
uvedene nisu nezavisne. Na primer, kod fazi sfere je (2%)? = r? — (2!)? — (22)? i 23 ~ [2!,27],
stoga mozemo da kazemo da radimo sa dvodimenzionim prostorom. Sa druge strane, odgo-
varaju¢i tangentni prostor je po konstrukciji trodimenzioni jer je vezan za broj impulsa p,.
Kod nekomutativnih prostora se pojam dimenzionalnosti odnosi na dimenziju tangentnog ili
kotangentnog prostora.

Na prethodnim primerima smo videli da frame formalizam prirodno ukljuc¢uje geometriju. Sada
¢emo da napravimo pregled literature kao motivaciju za izbor algebre. Najvise nas zanimaju
prostori sa sfernom simetrijom u Cetiri dimenzije. Akcenat stavljamo na crne rupe i kos-
mologiju zbog moguceg poredenja sa astofizicarskim merenjima. Po analogiji sa fazi sferom
formulisana je algebra nekomutativnih koordinata sa odgovaraju¢om simetrijom, [18]. Zatim,
sa idejom da se nade nekomutativna verzija Svarcsildove ili Svarcsild-de Siterove crne rupe
analizirani su primeri prostora sa sfernom simetrijom bazirani na Cetvorodimenzionim alge-
brama sa diferencijalnim racunom definisanim pomocéu moving frame formalizma, [19]. To je
uradeno nezavisno od reprezentacije, Sto znac¢i da podjednako dobro opisuje algebre sa konac¢no
i beskona¢nodimenzionim reprezentacijama. Frame elementi, prilagodeni sfernoj simetriji, za-
vise samo od koordinata. Dobijeno je nekoliko interesantnih reSenja, ali nijedno od njih u
komutativnom limesu ne sadrzi Svarcsildovu crnu rupu. Autori, kao jednu od moguénosti za
postizanje takvog resenja, predlazu da se poveca broj dimenzija polaznog prostora. Druga
opcija je da se, zbog analogije nekomutativnosti i elektromagnetnog polja, u komutatore ek-
splicitno ukljuéi elektromagnetni potencijal ili tenzor jacine polja, [20]. Nakon toga su takode
pomocu frame formalizma nadene dve familije sferno-simetri¢nih resenja koje mogu da se uzmu
kao ekstenzija statickog i kosmoloskog resenja Ajnstajnovih jednacina, [21]. Ideja je bila da
se fazi sfera prosiri na ove cetvorodimenzione prostore. Jedan od nacina je da je algebra A
generisana sa pet kordinata (koordinatama na fazi sferi dodate su 7 i t) ili pomoéu pet im-
pulsa uz jedan uslov - Kazimirovu relaciju. 1z ove algebre sledi diferencijalni ra¢un iz kojeg se
dobija metrika koja opisuje sferno-simetri¢ni nestaticki prostor. Mana je Sto dobijeni prostor
nije prostorno homogen, a to je potreban uslov koji znamo iz kosmologije. U drugom pristupu
algebra je bila definisana pomocu Sest koordinata uz jedan uslov ili pomoc¢u pet koordinata bez
uslova. Na taj nac¢in su u klasi¢nom limesu dobijene sve staticke sferno-simetricne konfiguracije
prostora. Nedostatak ovog pristupa je dodatna promenljiva koja moze da se interpretira kao
Kaluca-Klajn parametar koji meri unutrasnji prostor. Na slican nacin kao u [2I] su dobijene
nekomutativne verzije FRW prostora pomoc¢u algebre koja ima pet generatora, [22]. Dve verzije

2U radu [17] je dato poredenje fazi de Siterovog prostora u &etiri dimenzije sa kosmologkim modelom i tu se
jasno vidi da je moguée da se dS prostor definise i preko diskretne serije.



fazi de Siterovog prostora sa dobrim komutativnim limesom metrike su prvi put razmatrane u
[22]. Njima ¢emo se detaljno baviti u poglavljima i6.3

Zelimo da naglasimo da u okviru nekomutativnosti postoje i drugi pristupi kosmologiji. U
radu [23] je pokazano da deformacija koordinata pomoéu Mojalovog proizvoda moze da izazove
fluktuacije u kosmickom mikrotalasnom pozadinskom zracenju (CMB) i moze da modifikuje
disperzione relacije na malim rastojanjima. Kod [24] je napisano dejstvo za inflatonsko polje
pomocu generalizovanog star-proizvoda i nadeni su efekti na CMB spektar. U [25] je posma-
trano kako modifikovane disperzione relacije u svemiru u kome dominira zrac¢enje mogu da vode
do inflacije, bez potrebe za uvodenjem inflatonskog polja. Efekti Mojalove nekomutativnosti
izmedu , minisuperspace” varijabli EI umesto prostornih koordinata su razmatrani u [26], 27].
Autori su nasli talasne funkcije svemira tako Sto su resili Viler-de Vitovu jednac¢inu i nasli
kvalitativne razlike u poredenju sa komutativnim sluc¢ajem.

Postoji pristup kosmologiji i preko matri¢nih modela. U radu [28] je pokazano da su fazi
sfere resenja IKKT (Ishibashi-Kawai-Kitazawa-Tsuchiya) matri¢nih modela Lorencovog tipa.
Ta resenja se korsite kao pojednostavljeni (tzv. ,toy”) modeli zatvorene nekomutativne dvodi-
menzione kosmologije u kojima singulariteti velikog praska i velikog smrskavanja (eng. crunch)
pojavljuju nakon uzimanja komutativnog limesa. ReSenja su izrazena preko N x N matrica, gde
vreme i prostor imaju diskretan spektar. Komutativni ili kontinualni limes odgovara N — oo.
U [29] su diskutovana rotaciono invarijantna kosmoloska resenja IKKT-tipa matri¢nih modela u
dimenzijama d = 3,5. Nakon uzimanja kontinualnog (komutativnog) limesa, dobijena je d — 1
dimenziona Poasonova mnogostrukost. Mnogostruskost ima indukovanu Lorencovu metriku
koja moze da se poveze sa zatvorenim, otvorenim ili statickim prostorvremenom. Sluc¢aj d = 5
je posebno vazan jer su nadena reSenja u cetiri dimenzije: de Siter i anti de Siter. Model kvan-
tovane FRW kosmologije koji proizilazi iz IKKT matri¢nih modela je predloZen u [30]. Skoro
realisticno resenje opisuje homogeno i izotropno prostorvreme sa negativnom prostornom kriv-
inom, £ = —1. Zajedno sa geometrijom, modeli skalarnog polja, njegova kvantizacija i prop-
agator su analizirani u radovima [31, 32, B3, 34]. Implikacije IKKT modela na kosmoloske
perturbacije i na gravitacione talase su diskutovane u [35].

Rezultati dobijeni u pristupu nekomutativnoj geometriji preko spektarlnog dejstva su sumirani
u knjizi [36]. Diskutuju se, izmedu ostalog, primene na modele ranog svemira, ,,slow-roll” model
inflacije i neizotropne kosmologije.

1.2 Kvantne fluktuacije u kosmologiji

Kvantne fluktuacije se koriste u kosmologiji za objasnjenje formiranja struktura na velikim
skalama (galaksija i klastera galaksija) u ranom svemiru. Fluktuacija polja je veli¢ina koja
je dobro definisana ¢ak i za ona kvantna stanja koja ne mogu smisleno da se interpretiraju
preko ¢estica. Za FLRW prostore sa pomo¢nim poljem x(n, Z) = a(n)®(n, ), ¢ije mode vg(M)
definisu vakuum |0), istovremena korelaciona funkcija je data formulom,

o k2dk 2 sin kL

(0lx(m, )x(M, 9)|0) =

3U kvantnoj kosmologiji ,,minisuperspace” promenljive imaju ulogu koordinata u konfiguracionom prostoru.



gde je L = |Z — y] sopstveno (eng. comoving) rastojanjeﬂ [37]. Ova veli¢ina se razlikuje od
fizickog rastojanja L, = a(n)L. Glavni doprinos integrala (|1.2.1)) dolazi od talasnih brojeva
k ~ %, tako da procenjujemo vrednost korelacione funkcije kao

(01X, 2)X(M, 9)[0) ~ k> [uy|*. (1.2.2)

Uobic¢ajeni nacin da se definise spektar fluktuacija je da se izdvoji diferencijal koji je bezdimen-
zioni,

O, Z)x(n.7[0) = [ dlog k) 2. (123

Spektar kvantnih fluktuacija pomoénog polja x i skalarnog polja ® je

2 1 s 2 p 1 1
A k |Uk(n)| ) ® — 92 a(n)

X A2

E*lu(M)]?. (1.2.4)

Fluktuacije temperature u kosmickom mikrotalasnom pozadinskom zracenju mere se skoro ruti-
nski eksperimentima poput Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP) i Planck, [38].
Koli¢ina podataka skupljenih od strane astrofizicara je sve veca, a podaci su sve precizniji,
[39, 40]. Varijacije u temperaturi svedoce o sitnim fluktuacijama u gustini prvobitnog svemira,
[41]. Ove fluktuacije, preko gravitacionih nestabilnosti, rastu u strukture na velikim skalama
koje danas mozemo da posmatramo u svemiru. Pretpostavlja se da se inflacija, rani period
eksponencijalnog Sirenja u ranom svemiru, desila 1073*s nakon velikog praska. Smatra se da
je inflacija odgovorna kako za veliku nehomogenost svemira na velikim skalama, tako i za male
fluktuacije koje su bile klice za formiranje struktura poput nase galaksije. Teorija inflacije
podrazumeva postojanje epohe poput de Siterovog prostora, [42, 43]. Do sada je ostvaren
napredak u perturbativnom pristupu na dS geometriji, i u okviru ,in-in” formalizma [44] i
pristupom preko talasnih funkcija, [45]. Osim toga, ako se granica kasnih vremena gleda sa
stanovista konformne simetrije, onda je mogu¢ ,bootstrap” pristup kosmoloskim korelacionim
funkcijama, [46, 47, [4§].

1.3 Pregled

Nakon motivacije koju smo dobili sa vise strana, predstavicemo problem koji zelimo da resimo.
Na prvom mestu bismo hteli da ispitamo geometriju nekomutativnog de Siterovog prostora.
Konkretno, interesuje nas konstrukcija i osobine geometrije fazi de Siterovog prostora izgradenog
na osnovu klasi¢ne simetrije u okviru frame formalizma. Zatim nas zanima da li na tom prostoru
mogu da se reprezentuju polja (skalarno, spinorsko i gejdz) klasiéno i kvantno. Krajnji cilj je
da, koristec¢i ovaj kosmoloski model, dodemo do opservabilnih efekata u kosmologiji.

Naves¢emo kratak pregled tema kojima se bavimo u ovoj tezi. Posle uvoda iz obi¢ne difer-
encijalne geometrije i definicije objekata izlozili smo frame formalizam. Glavna ideja je da se
nekomutativna diferencijalna geometrija izgradi po analogiji sa komutativnom verzijom. Ovim
¢emo se baviti u uvodnoj glavi 2 Glava (3] je posve¢ena h-deformisanoj ravni Lobacevkog. Tu
¢emo da resimo svojstveni problem laplasijana kako komutativno, tako i nekomutativno. Ra-
zlog analize ovog prostora je taj sto se Vikovom rotacijom svodi na de Siterov prostor u dve

4U standardnoj kosmologiji, sopstveno i fizicko (ili pravo) rastojanje su pojmovi koji definisu rastojanje
izmedu objekata. Sopstveno rastojanje predstavlja rastojanje koje se ne menja sa vremenom (Sirenjem svemira)
osim usled lokalnih faktora kao Sto je kretanje galaksija unutar klastera. Fizicko rastojanje odgovara udaljenosti
izmedu objekata uzimajuéi u obzir Sirenje svemira. Ova dva rastojanja su definisana tako da su u sadasnjem
trenutku vremenu jednaka.



dimenzije koji takode analiziramo. Za deo tog poglavlja se moze re¢i da je nov, jer je sagledan
na drugi na¢in i predstavlja uvod za analizu (fazi) dS, prostora. U glavi {4| ¢emo da navedemo
detalje o de Siterovoj grupi simetrije i reprezentacijama koje ¢emo da koristimo u radu. Glavu
posvetujemo klasicnom de Siterovom prostoru. U dva razli¢ita koordinatna sistema ¢emo
da nademo nekoliko skupova moda koje definisu razli¢ite vakuume. Pokazatemo da su svi de
Siter invarijantni i da pripadaju tzv. familiji a-vakuuma. Zatim, u glavi [f] ¢emo se detaljno
baviti modelima fazi de Siterovog prostora u dve i cetiri dimenzije. Koordinate i impulse bi-
ramo tako da budu elementi algebre odgovarajuc¢e grupe simetrije. Vide¢emo kako na osnovu
toga dobijamo elemente diferencijalne algebre i nama najvazniji objekat fazi lapalsijan. Zatim
¢emo u glavi [7] pokazati kako dolazimo do talasnih funkcija koje su svojstvene funkcije kvant-
nomehanickog laplasijana i kakav mu je spektar. Takode ¢emo da nademo svojstvene funkcije
i spektar energije. U glavi |8 dolazimo do glavnih rezultata ove disertacije. Prvo ¢emo opera-
torski da nademo svojstvene funkcije fazi laplasijana u dve i ¢etiri dimenzije. Zatim ¢emo da
iskoristimo izraze za generatore algebre u konkretnoj reprezentaciji i da nademo opste resenje
Klajn-Gordonove jednacine. Vide¢emo da u sluc¢aju prostora ¢ija je dimenzija ve¢a od dva
postoji dodatna unutrasnja struktura koju komutativna resenja ne poseduju. Takode ¢emo da
analiziramo dalamberijan, operator koji se dobija variranjem dejstva. Uporedi¢emo svojstvene
funkcije ovog operatora sa onima koje smo dobili kod laplasijana. Za kraj ¢emo dosta detaljno
da prikazemo otvorene pravce daljih istrazivanja u glavi[9]i da izvedemo zakljucak u glavi



2 Diferencijalna geometrija

Ovde navodimo kratak pregled obi¢ne diferencijalne geometrije naglasavajuci aspekte koji mogu
da se uopste na nekomutativni slucaj, [49],[I1]. Neka je V glatka, orijentisana, realna m-
dimenziona mnogostrukost bez granice i neka je C(V') komutativna, asocijativna algebra glatkih
funkcija sa realnim vrednostima na mnogostrukosti V. Zbir i proizvod dve funkcije definisan je
zbirom i proizvodom vrednosti funkcije u datoj tacki, a pravila komutativnosti, distributivnosti
i asocijativnosti se prenose iz polja realnih brojeva R. Svaka takva mnogostrukost V' moze da
se uroni u euklidski prostor dovoljno velike dimenzije n > m. Neka je X glatko vektorsko polje
na V. Vektorski prostor X' (V) svih takvih X je levi C(V') modul, $to znaci da ako je f € C(V)
i X e X(V)tada je fX € X(V). Neka je 0; prirodan bazis za vektore u uronjenom prostoru
R”, tako da vektor X mozemo da razvijemo po njemu, X = X’e;. Ako se lokalno definise
slobodno padajuéi referentni sistem (eng. moving frame), e,, 1 < a < m na V tako da svako
vektorsko polje na X € X(V') moze da se napise kao linearna kombinacija X = X“e,, za takvu
mnogostrukost se kaze da je paralelizabilna.

Lijeva zagrada [X,Y] dva elementa X i Y iz X'(R™) definisana kao

(X,Y)f = (XY - YX)f = (X'0,Y —Y'0,X7)0; (2.0.1)

je takode element X (R™). Specijalno, kada je mnogostrukost V' paralelizabilna Lijevu zagradu
mozemo da pisemo kao
[as es] = C7 5 €4, (2.0.2)

sa strukturnim konstantama C’L/B € C(V). Generalno, ova jednac¢ina moze da se napise jedino
lokalno. Obrnuto tvrdenje od ovog iznad je poznato kao Frobenijusova teorema: ako je m
linearno nezavisnih elemenata X' (R™) zatvoreno na Lijeve zagrade tada postoji frame za mno-
gostrukost V' i C(V')-modul generisan njima je jednak sa X'(V'). Vazna osobina vektorskog polja
je da ono moze da se definiSe kao izvod algebre C(V), linearno preslikavanje X : C(V)) — C(V)
koje zadovoljava Lajbnicovo pravilo

X(fg9)=(X[f)g+ fXyg. (2.0.3)

Ovo nam dozvoljava da identifikujemo vektorski prostor sa izvodima algebre, X' (V') = Der(C(V)).
To ¢e nam omoguciti da generalizujemo pojam vektorskog polja na nekomutativan slucaj.
Diferencijalna forma reda p ili p-forma je p-linearno potpuno antisimetri¢no preslikavanje vek-
torskog prostora X' (V') na algebru C(V). Neka je f € C(V) i neka je p vektorskih polja
X1, Xo...,Xp, tada je a(fXy,...,X,) = fa(Xy,...,X,) i vrednost a(Xy,...,X,) u tacki
mnogostrukosti V' zavisi jedino od vrednosti vektorskih polja u toj tacki. Skup svih p-formi
QP(V) je C(V)-modul:

(fa)(X1,...,X,) = (af)(X1,...,X,) = fla(X1,..., X)) (2.0.4)

Spoljasnji proizvod a A sa a € QP(V) i € QUV) je p+ q forma, a A € QPT(V), definisana
kao

a N 5<X1, . ,Xp+q) = (p—iq)' ZE(Z,]) O./(Xil, . 7Xip)B(Xj17 ce ,ij), (205)



gde se sumira po svim mogué¢im permutacijama (1,...,p+ ¢q) u (i1,...,0p) 1 (J1,.-.,Jp), 2
€(i, j) oznacava te permutacije. Ovaj proizvod je gradirano komutativan, a A = (=1)P13 A «,
i najcesce se jednostavnije pise kao a A § = af.

Spoljasnji izvod ili diferencijal da p-forme je definisan formulom

1 & .
ST 2 UK K X))
=0
1

p+1 S (U)X, X)), Xy X X LX) (2.0.6)
0<i<y<p

dCY(Xo, c. ,Xp) =

Kapica na simbolu znaci da je on izostavljen. U sluc¢aju O-forme umesto a pisa¢emo f posto su
O-forme funkcije, elementi algebre C(V'). Na njih spoljasnji izvod deluje kao

df(X)=X[. (2.0.7)
Spoljasnji izvod zadovoljava gradirano Lajbnicovo pravilo,
dlaNp)=daNp+ (—1)PaANdp, (2.0.8)

gde p u stepenu potice od toga sto je o € QP(V). Iz definicije sledi da je diferencijal
zadovoljava d*> = 0. Mozemo da iskoristimo d da damo drugu definiciju p-forme. Kre¢emo
od toga da je Q°(V) = C(V). Dalje koristimo da definiSemo df za svako f € C(V) i
definisemo Q'(V) da bude C(V)-bimodul generisan pomocu df u skladu sa fdg—dgf = 0. Onda
je p-forma element C(V)-modula generisana spoljasnjim proizvodom p elemenata iz Q*(V).

Skup 1-formi 6% dualnih e, odredeni su jednacinama
0%(eg) = 93 (2.0.9)
Iz (2.0.7) vidimo da diferencijal funkcije moze da se napise kao

df = (eaf)0°. (2.0.10)

Iz komutacionih relacija za e, sledi da spoljasnji izvod bazisnih 1-formi moze da se napise u
obliku

do* = _;C%eﬁm, (2.0.11)

i ove jednacine se zovu strukturne jednacine.

Tangentno raslojenje T'V mnogostrukosti V', dobijeno tako sto je svakoj tacki mnogostrukosti
pridruzen tangentni vektorski prostor, je vektorsko raslojenje sa grupnom strukturom GL(n,R)
sa slojem F' = R™. Svaki vektor moze da se napise preko prirodnog bazisa 0, vektora na R"
(koordinatni bazis), X = X*"0,. Svaki element ,moving frame” moze da se izrazi preko lokalnog
bazisa, e, = ek 0,. Prelazak sa 0, na 0, je primer promene bazisa.

Slicno se definiSe i kotangentno raslojenje mnogostrukosti, 7*V. To je vektorsko raslojenje sa
grupnom strukturom GL(n,R) i slojem F' = R". Izdvaja se prirodan bazis dz* dualan sa 0, i
moze da se napise veza bazisa, 0% = 07 da'.

Metrika g moze da se definise kao C(V')-linearno, nedegenerisano, simetricno preslikavanje ¢ :
QYV) @cvy QH(V) — C(V). Neka su g*¥ komponente standardne euklidske ili Lorencove
metrike u R". Kod paralelizabilne mnogostrukosti V' metrika moze da se definise uslovom

9(0° ® 0°) = g*°. (2.0.12)
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Koristeci slobodno padajuci sistem moZe da se uvede linearna koneksija w% kao 1-forma na V'
sa vrednostima u Lijevoj algebri so(n). Ona zadovoljava sledeée strukturne jednacine

0% = df* + wy A b, (2.0.13)
Q% = dwf +w?, Aw, (2.0.14)

gde 2-forma torzija ©% i 2-forma krivina Q% zadovoljavaju Bjankijeve identitete,
dO% +wy A0 =QUA0°,  dQG+ W A, — Q% AWl =0. (2.0.15)

Pretpostavi¢emo da je torzija nula, ©% = 0; u tom sluc¢aju postoji jedinstveno reSenje jednacine
(2.0.13]) pa, uz (2.0.11)), koneksija moze da se izrazi preko strukturnih funkcija,

o 1 o « « o
wﬁz—i( by — O3 — Clsy™) 07 (2.0.16)
Vektorsko polje X na V moze da se razvije po elementima e,, X = X%,. Tada kovarijantni
izvod DX moze da se definiSe lokalno

DX = (DX*)®e,,  DX*=dX"+w%X". (2.0.17)

Koristeéi metriku mozemo da definisSemo HodZ dualno preslikavanje % : QP (V) — Q" P(V),

# (0N NOP) = ——— g™ g g g 00T A NGO p<mn. (2.0.18)

(n —p)!

Ovde je €, 8,ap1..apin Levi-Civita simbol. Za o € QP(V) vazi % % a = (—1)™tDPq. Dalje,
koristec¢i ovo preslikavanje mozemo da definiSemo i kodiferencijal § : QP(V) — QP=H(V),

Sav = (—1)"PT s d % (2.0.19)

Preslikavanje nije gradirani izvod, medutim, za njega vazi 6> = 0. Koristeé¢i diferencijal d i
kodiferencijal 6 mozemo da definiSemo laplasijan,

A = db + dd, (2.0.20)

koji preslikava QP(V) na sebe. Laplasijan moZemo da napisemo i kao A = (d + 4)?, gde je
d + § poznat kao Keler-Dirakov operator. Razmotrimo sada realno skalarno polje ¢ € C(V).
Za slobodno skalarno polje jednac¢ine kretanja se dobijaju iz dejstva

Sold] = ;/dx Do D% — ;/dxd)Aqﬁ, (2.0.21)

gde je dx invarijantan element zapremine na V' u odnosu na neku metriku. Laplasijan (2.0.20)
postaje gejdz kovarijantan, A = —D,D*. U slucaju da mnogostrukost V' ima granicu, pret-
postavljamo da polje na njoj glatko ide u nulu. Ako polje ima masu 1, dodajemo maseni ¢lan u

dejstvo. Za ukljucivanje interakcije dejstvu dodajemo ¢lan sa funkcijom U(¢) ¢iji je stepen po
¢ visi nego kvadratni. Ako postoji spoljasnji izvor J, i njega treba ukljuciti, tako da je dejstvo,

1
S[g, J] = §/dx¢(A+u2)¢+/dx U(o) +/dl~ 7. (2.0.22)
Klasi¢na jednacina kretanja je Klajn-Gordonova koja se dobija iz uslova da je varijacija dejstva
S po polju ¢ jednaka nuli, % =0,
, , dU
(A+po+U'+J=0, U = i (2.0.23)
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2.1 Nekomutativni frame formalizam

Kao sto smo pomenuli u uvodu, nas zadatak je da razmatramo nekomutativnu verziju de
Siterovog prostora. Za to sunam neophodni elementi (nekomutativne) diferencijalne geometrije.
Diferencijalna geometrija na fazi de Siterovom (fazi dS) prostoru diskutovana je u radovima
[22, 50]. Glavna ideja je da se ona izgradi po bliskoj analogiji sa komutativhom geometrijom,
koju smo uveli. Ona je, u okviru frame formalizma, potpuno definisana operatorima impulsa
Do 1 njihovom algebrom. Intuitivno re¢eno, impulsi generisu infinitezimalne translacije. Oni
ne moraju nuzno da pripadaju algebri prostorvremena A, sto je i sluc¢aj kod komutativnih
prostora. Obi¢no se uzima da su p, antihermitski. Ova pretpostavka je u knjizi [I1] nazvana
suslov realnosti”: to znadci da frame izvodi preslikavaju realne funkcije (tj. hermitske operatore)
u realne funkcije. Da pomenemo da, sa druge strane, frame izvodi u komutativnoj geometriji
nisu nuzno hermitski. U kvantnoj mehanici fazni prostor se sastoji iz komutativnih koordinata
x* i impulsa hp, = 040, za koje smo ovde uzeli da su antihermitski. Dejstvo impulsa p, na
elemente algebre koordinata f(z) € A definise izvode

[ onf] = eaf = 65 aufa (211)

i specijalno
(Do, zH] = oK. (2.1.2)

Ovo moze jasnije da se vidi koristeci eksplicitno Hilbertov prostor H na kom reprezentacija alge-
bre deluje: izvodi se javljaju kao impulsi. Na potpuno analogan nacin moze da se interpretiraju
frame izvodi e, definisani u Kartanovoj frame geometriji,

eq = €h(x) 0, (2.1.3)

kao impulsi konjugovani koordinatama (ponovo pretpostavljajuéi pridruzeno dejstvo na funkei-
jama koordinata). Kanonski komutatori u gravitacionom polju se menjaju,

[Pa, 2] = eqat = €, (2.1.4)

i karakterizuju zakrivljen prostor posto generalno e, ne komutiraju, [eq, es] = C”,
relacija moze da se prepise kao komutator impulsa

[paapﬁ] = Cvaﬁ(x)p“ﬂ (2'1'5)

koji deluje u pridruzenoj reprezentaciji na proizvoljnu funkciju f(z). Sasvim prirodno, nekomu-
tativnost u impulsnom prostoru je ekvivalentna zakrivljenosti u koordinatnom prostoru. Zbog
klasi¢ne dualnosti izmedu koordinate i impulsa, nekomutativnost u koordinatnom prostoru je
onda povezana sa zakrivljenoséu u impulsnom prostoru, pa je pretpostavka da su zakrivljenost
i nekomutativnost dva aspekta iste pojave.

5(z) ey Ova

Da napomenemo da nije jednostavno da se prenesu fizicki i geometrijski zahtevi sa komuta-
tivnog na nekomutativni prostor. Posebno delikatno pitanje u nekomutativnoj geometriji je
broj dimenzija. Za opisivanje tacke na komutativnoj mnogostrukosti potrebno je n € R param-
etara, a taj broj istovremeno predstavlja dimenziju tangentnog prostora i svaki vektor moze da
se razvije po bazisu kao X = X*(z)0,. Fazni prostor ima 2n dimenzija. U nekomutativnom
prostoru brojanje dimenzija je drugacije. Da bi se stekao utisak o tome, razmatramo jednos-
tavan primer iz [22] - prostor kompleksnih 2x2 matrica, M,. Kao linearni prostor, on ima 4
kompleksne i 8 realnih dimenzija. Potprostor hermitskih matrica ima 4 realne dimenzije, pa
je pogodan bazis {c*,1}, gde su ¢’ Paulijeve matrice. Ako razmatramo skup M, kao algebru,
dovoljne su dve Paulijeve matrice da je generisu: imamo da je 07 = o, = | i 0,0, = i0.. U
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ovom slucaju algebra ima 2 generatora tako da mozemo da zaklju¢imo da je njena dimenzija 2.
Razmotrimo unutrasnje izvode { X} na matri¢nom prostoru M,

Xpf = [p, f], p € M. (2.1.6)

Vidimo da je njegova dimenzija 3 posto je [I, f| = 0. Na nekomutativnom prostoru fX nije
izvod uporedo sa X zato Sto ne zadovoljava Lajbnicovo pravilo. Stoga, da bi se odredio broj
dimenzija tangentnog prostora potrebno je prebrojati impulse p kao linearni prostor na realnim
ili kompleksnim brojevima. Obrnuto, dimenzija tangentnog prostora moze da se razlikuje od
dimenzije algebre (broja njenih generatora). Zakljuéujemo da pojam dimenzije nema precizno
znacenje i definiSemo ge preko komutativnog limesa date nekomutativne geometrije. Pored toga,
zelimo da interpretiramo odredenu algebru kao nekomutativni prostor nezavisno od njegove
reprezentacije, gde je dimenzija povezana sa dimenzijom reprezentacije.

Diferencijal d definiSemo ograni¢avajuéi se na podskup {e,} svih izvoda, time definiSemo tan-
gentni prostor. Na funkcije f € A deluje kao

df = (eaf)6°. (2.1.7)

Diferencijal je 1-forma, preslikava vektorska polja u funkcije. Pretpostavi¢emo da je d? = 0.
Skup 1-formi 6% obrazuje bazis u kontangentnom prostoru dualan sa e,, 0%(eg) = 5. Dualnost
implicira da 1-forme komutiraju sa proizvoljnim elementom algebre,

[f:0%)(es) = f0%(es) — 0%(es) f = 0. (2.1.8)

Vektorska polja uvek mogu da budu data kao komutatori , a impulsi mogu, ali ne moraju,
da pripadaju algebri koordinata A. Posto koordinate i impulsi zajedno generisu fazni prostor,
neobi¢na osobina je da njegova dimenzija generalno nije duplo vet¢a od dimenzije prostorvre-
mena. Ovo dolazi od toga Sto koordinate ne komutiraju. Na primer, za Hajzenbergovu alge-
bru, odnosno dvodimenzioni Mojalov prostor, gde je [x,y] = i, za impulse mozemo da uzmemo
pe = iy, py, = —ix i dobijemo [p;, 2] = 5{ ravan frame, tako da se fazni prostor poklapa sa
koordinatnim.

Iz definicije sledi da spoljasnji izvod df elementa algebre A mozZe da se napise preko komutatora,
df = —10, f, 0 = —p.0°. (2.1.9)

Dejstvo d moze da se prosiri na 1-forme, moze da se uvede spoljasnje mnozenje. Kao sto je
prikazano u knjizi [I1], konzistentan nac¢in da se uvede spoljasnji proizvod je da se definise

1
6 N 0° = 020" = PO‘/BW; 670° do* = —3 C%4,0°0". (2.1.10)
Pokaza¢emo da izbor impulsa nije proizvoljan. Delovanjem sa d na izraz (2.1.9)), imamo
A(0F — f6) = dOf — 0df — dfo — b = [d0, f] + 010, f] + 0, £10 = [d6 + 6%, . (2.1.11)

Kako je df + 62 € Q*(A), moZzemo da je zapisemo u obliku

di + 0° = _;Kaﬁ 6°6°, (2.1.12)

pa se nakon vrac¢anja 6 = —p,0% i koris¢enjem razvoja (2.1.10|) dobija
5
2paps + C 5P o5 pa + Kag = 0, (2.1.13)
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Zamenom CA75P726 = C”\aﬁ ipaps = Pviﬁ D~ Ps, dobijamo relaciju koju zadovoljavaju impulsi,
2Pvigpvp5+CAa5pA + Kop =0, (2.1.14)

gde su PV‘;B, C’\aﬁ i K,p konstante. U slucaju koji mi razmatramo, 6¢ antikomutiraju, sto
odgovara

§ 1 6 o
Plg=75 (6205 — 0503 (2.1.15)

Vidimo da diferencijalni racun nije jedinstven; svaki izbor impulsa konzistentan sa (2.1.14]) daje
razli¢ito d. Ako pretpostavimo da su komponente metrike konstante u frame bazisu

9" = g(6* ® 0°) = n*?, (2.1.16)

onda mozemo 6% da interpretiramo kao ,moving frame”.

Da bi se definisao laplasijan A potreban nam je Hodz-dual * i kodiferencijal 6. Nekomutativni
kodiferencijal 0 je definisan kao odgovarajué¢i komutativni operator: njegovo dejstvo na p-forme
je 6 = (=1)"*t"t1 x dx gde je n dimenzija kotangentnog prostora. Nekomutativni Hodz-
dual se razlikuje od standardne definicije jedino kada 1-forme ne antikomutairaju, sto je na
primer slucaj kod skracene (eng. truncated) Hajzenbergove algebre, [51]. Na prostorima koje
¢emo raditi definicija je pravolinijska generalizacija komutativnog operatora. Laplasijan je dat
izrazom

A =ds+dd. (2.1.17)

Kao i u komutativnom slucaju 2-forma krivine je definisana preko (2.0.14)). Takode vaze defini-
cije torzije (|2.0.13]) i koneksije (2.0.16]) koje smo uveli kod standardne diferencijalne geometrije.
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3 Nekomutativna ravan Lobacevskog

U ovoj glavi prvo ¢emo da razmatramo komutativnu, a zatim i nekomutativnu h-deformisa-
nu ravan Lobacevskog. Krenuc¢emo sa navodenjem nekih od rezultata koji su publikovani u
radovima [52), 53, 54] - elementima diferencijalne geometrije i svojstvenim funkcijama laplasi-
jana. Zatim ¢emo da nademo svojstvene funkcije na drugi nac¢in. Nakon toga ¢emo da uvedemo
nove koordinate i odgovarajuce izvode i 1-forme, na osnovu kojih ¢emo da nademo laplasijan i
njegove svojstvene funkcije u tim koordinatama. Motivacija za detaljnu analizu ovog prostora
je Cinjenica da se on ,do na Vikovu rotaciju” razlikuje od de Siterovog prostora u dve dimen-
zije koji ¢emo da uvedemo u poglavlju [6.1] Samim tim ¢emo naSe rezultate da poredimo sa
rezultatima iz ovog poglavlja.

Kvantne ravni su jednostavni primeri kvantnih prostora i dosta su razmatrani devedesetih
godina proslog veka. One nastaju kao deformacije ravni na kojima kvantne grupe deluju ko-
varijantno. Jedna od kvantnih ravni, nazvana ¢-deformisana kvantna ravan, definise se kao
asocijativna algebra generisana nekomutativnim elementima, koordinatama 4 i 9, takvim da je

b = qvi. (3.0.1)

Grupa simetrije diferencijalnog ra¢una na ovoj ravni je kvantna grupa GL,(2). Druga kvantna
ravan, poznata kao h-deformisana kvantna ravan, definisana je kao asocijativna algebra gener-
isana sa dva nekomutirajuca elementa 4 i 0 takva da je

b — i = hi?, (3.0.2)

a grupa simetrije diferencijalnog racuna je GLj(2). ProSirena h-deformisana kvantna ra-
van je asocijativna algebra A generisana sa 4,9, 41, 97! koji zadovoljavaju jedna¢inu (3.0.2)).
Prosirena h-deformisana ravan je takode interesantna sa stanovista geometrije posto metrika i
linearna koneksija imaju interesantan komutativan limes. Diferencijalni ra¢un na ovoj ravni je
prirodniji ako uvedemo

F=av"t+Zh, =02 (3.0.3)

i tada komutaciona relacija postaje .
2, 9] = —2hg. (3.0.4)

Ovakav izbor generatora je koristan zbog razmatranja komutativnog limesa. Ako su 4 i ©
hermitski, onda sui Z i §, a iz toga sledi da je h € iR. U nastavku ¢emo parametar deformacije
h zameniti sa th, gde je novouvedeno h realno. Komutaciona relacija je sada

[#,9] = —2ihg. (3.0.5)

Diferencijalni ra¢un definiSemo uvodenjem 1-formi 6¢,

1 1
o' = —dz, 6* = ~dy, (3.0.6)
y Y
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koje komutiraju sa elementima algebre
[0 =0"f, feA, (3.0.7)
i za koje vazi
(01)? =0, 0% =0,  0'9*+06%0" =0. (3.0.8)

Vidimo da mozemo da zapisemo kao 0%0° = P ,0°0, gde su P®,0°0¢ dati izrazom (2.1.15)).
Uvodi se metrika g(6%®6°) = 6%, gde je 6*° metrika u euklidskom prostoru. Impulsi su elementi
algebre

~ Yy “ X
=7 = 3.0.9
Y4 2’Lh’ b2 22]@7 ( )
takvi da je [p1, pa] = p1. Strukturne konstante su realni brojevi,

Odavde racunamo 1-formu koneksiju w9 i 2-formu krivinu Q9. Njihove nenulte komponente su
wh = —w* =6, - = Q% =0'0% (3.0.11)

sa wilpg = —wso11 = 1 1 wyer = 0, koje smo dobili iz uslova da je torzija nula. Zatim, za
Rimanov tenzor dobijamo nenultu komponentu Rz = —1, a za Ri¢ijev tenzor nenulte su
Ri1 = Ry = —1, tako da mozemo da napisemo da je Ry = —d4. Skalarna krivina je kon-
stantna i negativna, R = —2. Ova geometrija je nekomutativna verzija Poenkareove (Poincaré)
poluravni. Zanimljivo je da vidimo strukturu h-deformisane kvantne ravni u komutativnom
limesu. Preko komutativnog limesa x, yE| generatora Z,{ algebre A i odgovaraju¢eg komuta-
tivnog limesa frame elemenata 6%, metrika je data elementom duZine,

~ ~ 1
d82 _ (01)2 + (92)2 — F(dx2 + dy2>, (3012)

sto je zaista metrika Poenkareove poluravni. Izvodi su dualni 1-formama 6,
61.@ = []31,[%] == g7 62[1/5' == []52, C(A]] == 0, (3013)
elg = [ﬁl?g] = Oa 62?3 = [ﬁ?a g] = _,g (3014)

Kao i u klasi¢noj geometriji mozemo da uvedemo HodZ dualni operator na Q(A) = A®GQ Q2.
Redom, na funkcije, 1- i 2-forme deluje kao

x1 = 062, x0! = 62, *0* = —01, x010% = 1, (3.0.15)

gde vazi #x = (—1)?@7P). U ovom slucaju, p uzima vrednosti 0, 1,2 u zavisnosti od toga da li
se operacija vrsi na funkciji, 1- ili 2-formi. Dalje, kodiferencijal ¢ deluje na p-formu kao

dw = (1)L 4 gy, (3.0.16)
tako da na funkciju, 1-forme i 2-formu deluje na slede¢i nacin

§f =0, 56" =0, 667 = —1, 5(016*) = 0. (3.0.17)

Veli¢ine koje se odnose na komutativnu ravan, x, y i z, piSemo drugacijim fontom od nekomutativnih
koordinata koje onac¢avamo tako sto dodamo ~iznad oznake.
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Laplasijan se definise kao —A = dd + d, Sto moze da se zapise preko izvoda kao

_A(b = (6% + 6% =+ 62>¢ = [ﬁla [ﬁla ¢H + [252, [ﬁQa (b]] + [ﬁ27 ¢], Qb € A (3018)

Neka je ¢(2,9) = f(2)g(9) funkcija koordinata. Pre nego Sto krenemo da resavamo svojstveni
problem laplasijana na nesto drugaciji na¢in nego u radu [53], ukratko éemo da obrazlozimo
kako je to prvobitno uradeno. Komutativni limes laplasijana je

lim A = A = —y*(07 + 02). (3.0.19)

h—0

On se poklapa sa klasiénim laplasijanom ravni Lobacevskog izracunatim na osnovu metrike

(13.0.12)) preko formule

< 1
—A=—0,(/99"0,). 3.0.20
Svojstveni problem ovog laplsijana
Ao(x,y) = M 6%, 7), (3.0.21)

se reSava razdvajanjem promenljivih, ¢(x,y) = f(x)g(y). Od svojstvene jednacine

F"®)y°g(y) + F®)y°9"(y) = =Mk [(2)9(y) (3.0.22)

su dobijene dve diferencijalne jednacine

07 f(x) = —k*f(x), (3.0.23)
y°05 g(y) = (k*y* — M) 9(y), (3.0.24)

gde je k € R. Uvodi se k* kao A\, = k* + i. Svojstvene vrednosti Aj, zapravo ne zavise
od k i beskonatno su degenerisane. ReSenje po koordinati x su ravni talasi, f(x) o e¥**,
Resenje druge diferencijalne jednacine su modifikovane Beselove funkcije I, (ky) i K;.(ky), Cije

su osobine razmatrane u Dodatku [A.2.1, Posto I (ky) divergira kad ky — oo, to resenje se
odbacuje. Svojstvene funkcije

Orx(x,y) = C ™y Ki(|k]y) (3.0.25)

se normiraju u odnosu na skalarni proizvod

6.0) = [ [ S 6inlxv)0w0(x,y) (3.0.26)
0 0

Ovde je iskoris¢éena ortogonalnost modifikovanih Beselovih funkcija (A.2.28)). Normiran skup
svojstvenih funkcija laplasijana (3.0.19)) je

Gr(x,y) = 732/ ksinh 7k eikx\/? K. (kly), (3.0.27)

sa k> 01k # 0. Vrednosti £ < 0 su iskljuCene zbog osobine Beselove funkcije, K_,(|k|y) =
K, (|k|y). Slu¢aj k = 0 je izuzet zbog divergiranja Beselove funkcije u limesu malih argumenata.

U nekomutativnom slucaju, fiksiranjem uredenja ¢(z|g) = f(2)g(9), formalno mogu da se
razdvoje promenljive. Jednacine za funkciju f(Z) su

e f(2)=—L2°f(2),  €1f(2)=—L*f(2)7* (3.0.28)
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gde je Ly € R. Posto komutacione relacije [§,es] = § i [y, y0y] = —y imaju isti oblik, onda i
diferencijalna jednacina za funkciju g(g) ima isti oblik kao (3.0.24) iako je algebra promenjena,

(€5 +e2)9(9) = (L19” — M) (D). (3.0.29)
Razmotrimo funkcije L1 = # Neka je za svako realno k funkcija e?** definisana razvojem

u red po 2. Iz dejstva e;2 = § sledi da je e;e™® = iL (k)je® = z'L_(k) kg ade je iskoriséeno
R f(9) = f(e¥*g)etk?. Stoga je reSenje jednacine (3.0.28 m ) f(2) =e*® L. = Li(k). Familija
formalnih resenja svojstvenog problema laplasijana na kvantnoj proéirenoj h-deformisanoj ravni,
koja u komutativnom limesu tezi normiranim funkcijama, data je izrazom

Orn(2,9) = 732V sinhwr €\ [§ Ko (| L (k)|5). (3.0.30)

Sada resavamo svojstveni problem laplasijana, malo drugacije nego u izvornim radovima. Ho¢emo
da izracunamo komutatore tako da ne promenimo redosled koordinata & i ¢

86 = [pw . F@No) + F@) o oo 9] + F@lpr @] (3031
Krenemo od
1 J(8)) = 51, /(8] = 5 (0(2) — F(@)3), (3.0.32)
Iz komutatora sledi da je
g3 = (2 +2ih)g, 92" = (& + 2ih)"§. (3.0.33)

Razvijemo funkciju f(#) u red i iskoristimo prethodni izraz

uf(z) = ' gz" = ‘ (T + 2ih)"y = f(Z + 2th)y. (3.0.34)
n=0 n: n=0 n:
Odatle vidimo da je komutator
~ 1 Yo AN e
i F0)] = g (F( 4 2ih) — F(8)5 = ()3 (303

Na osnovu prethodnog izraza zakljucujemo da je
[pr, [, f(@)] = f"(2)97, (3.0.36)
a slicno se dobijaju i slede¢i komutatori
B2, 9(D)] = —g'@)3, (P2, [P2, 9@ = 9 (D)9 — 9" (D)7*. (3.0.37)
Svojstveni problem laplasijana —A¢ = A\¢ se svodi na operatorsku jednac¢inu

F1(@)7%9(0) + F(@)g" ()5 = —Af(2)g(D), (3.0.38)

koja ima isti oblik kao svojstvena jednacina za komutativni laplasijan na h-deformisanoj ravni
(13.0.22). Odavde zakljucujemo da je reSenje isto kao u komutativnom slucaju (3.0.27]) samo po
koordinatama z i 9.

Prelaskom na nove komutativne promenljive,

z = ? € (—00,00), ye€(0,00), (3.0.39)
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dobija se da je metrika
1+ 22
y?
Laplasijan se ra¢una na osnovu formule (3.0.20)) i dobija se

ds® =

dy® + 2= dydz + dz*. (3.0.40)

A= (1+22)322+2282—2yz@zay+y28§. (3.0.41)

Njegov svojstveni problem, —A¢(z, y) = A¢(z,y), reSavamo razdvajanjem promenljivih, ¢(z, y) =
hz)g(y),

(1+2°)h"(2)g(y) + 21/ (2)z9(y) — 220/ (2)yg (v) + M(2)y’g"(y) = —Ah(z)g(y).  (3.0.42)

Zatim prelazimo na nove koordinate

1
5= 5@—133 + a7t e (—00,00) i §e(0,00), (3.0.43)

koje su nekomutativni analogon koordinata (z,y). One su nam interesantne zbog toga Sto
komutator impulsa sa svakom od ovih koordinata daje ili tu koordinatu ili konstantu. Izvodi
su sada

p,
o,

Dalje, 1-forme odredujemo znajuéi da je 6%(e,) = 9 i df (ea) = eqf. Dobili smo

1, 622 = [ﬁz, 2] =2z (3044)
] 07 6239 = [ﬁQa g] - _:g (3045)

(\z>
Il
&

QE>
Il
Q@>

1
Ol = dz + Zdy, 62 = —"dy, (3.0.46)
Yy Y
a mera je du = ' N 0? = —%dz ANdy = %dy A dz. Svojstveni problem laplasijana u ovim
koordinatama,
—(ef + €5+ ea) (2, 9) = Ap(2,9), (3.0.47)
reSavamo tako Sto fiksiramo uredenje prilikom razdvajanja promenljivih ¢(2,7) = h(2)g(7).

Nakon toga se diferencijalna jednacina svodi na
(1+ 2R (2)g(9) + 2K (2)29(9) — 220 (2)94'(9) + h(2)7*d"(§) = —Ah(2)g(9).  (3.0.48)

Ova operatorska jednacina ima isti oblik kao njena komutativna verzija , tako da se
njeno partikularno resenje poklapa sa resenjem u komutativnom slucaju. Vidimo da je resenje
po ¢ koordinati oblika g ox 9", gde je s € R, Sto je potreban uslov da bi resenje bilo normirano.
Nakon zamene pomenutog oblika funkcije ¢(7) ostaje diferencijalna jednac¢ina po 2 ¢ije je opste
resenje _

(1425 (a1 Q) (12) + Q" (%)),
gde su Q% Liin asocirane Lezandrove funkcije, dva linearno nezavisna resenja odgovarajuce

diferencijalne jednaéineﬂ Ponovo smo uveli smenu A\ = x% + i. Hoéemo da vidimo da li su
svojstvene funkcije laplasijana

b =y (1+22)7 Q"1 (i2) (3.0.49)

2Vise o ovim funkcijama mozZe se naéi u dodatku
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normirane u odnosu na slede¢i skalarni proizvod,
* Oody i(s—s') T is . * s ;
(Cbs,mqbsﬁn’) = /d,u ¢5,;§¢8/,:‘i/ :/737 /dZ (Qiéer(ZZ)) Qféer/(ZZ) =
0
2md(s — s / dz (Q),,(i2)) Q%) liz),  (3.0.50)
2
0

gde smo razmatrali gornju poluravan y > 0. Da bismo pokazali ortogonalnost funkcija ¢ .,
ostalo je da resimo integral po z. Jedan od nacina je da asocirane Lezandrove funkcije zapisemo
preko Jakobijevih, za koje smo pokazali da su ortogonalne u dodatku Iz definicija
asociranih Lezandrovih funkcija preko hipergeometrijske funkcije vidimo da

kompleksnom konjugacijom dobijamo
(Qy4(12)) = e>"Q7%_, (~iz). (3.0.51)

Ako zatim iskoristimo osobinu (|A.2.51)) iz dodatka o asociranim Lezandrovim funkcijama, do-
bijamo

» « I %—m—is , '
(Q%),(i2)) = E — gQ’Slm(zz). (3.0.52)

T %—m%—zs 2

Prateci definiciju (A.2.36)) Jakobijevih funkcija preko hipergeometrijskih vidimo da asocirana
Lezandrova funkcija i njoj konjugovana funkcija mogu da se zapisu preko Jakobijevih na sledeci
nacin,

, . T (l + 1Kk + is)
18 . __—msol+is P - 2
Q%er(zz) = ™M /i T i)

T (1 — ik —is
—5tiK

(@7 anlio)) = 2o (=) H L

(cosh #)™* sinh# 6 2™) (¢), (3.0.53)

) (cosht)™ sinht gb,(.i%’is) (t), (3.0.54)

gde je z = sinh ¢. Skalarni proizvod sada moze da se izracuna,

(Gusr )~ 85 — o) [t simht cosh 1+ 63 )65 (0) ~ 65 — )3+ #)
0 (3.0.55)

Ovim smo pokazali ortogonalnost svojstvenih funkcija ¢,, komutativnog (3.0.41)) i nekomu-
tativnog laplasijana (3.0.47). Primer (prosirene) h-deformisane ravni nam je vazan i detaljno
smo ga analizirali jer se smenom koordinata y — n iz — iy (tj. x — ix) u metrici (3.0.40))

(tj. [3.0.12)) dobija metrika de Siterovog prostora (5.2.2)) (tj. [5.2.1)) uz napomenu da se na ovaj
nacin dobija obrnuta signatura u odnosu na onu koju koristimo u ve¢em delu naseg rada.

20



4 De Siterova grupa simetrije

Posto se konstrukcija fazi dS prostora zasniva na algebri de Siterove grupe, ovo poglavlje ¢emo
da posvetimo reprezenacijama koje kasnije koristimo. Prvo ¢emo da damo pregled algebre
50(1,4), vide¢emo dve moguée kontrakcije i nabroja¢emo unitarne ireducibilne reprezentacije
(UIR). Drugi deo ove glave posveéujemo reprezentaciji grupe SO(1,d) iz konformne teorije
polja. Na kraju, u poslednjem poglavlju, ¢emo da proanaliziramo reprezentaciju glavne nepre-
kidne serije pomoc¢u operatora u Hilbertovom prostoru stanja. Ova reprezentacija je poznata
kao Mojlanova (Moylan) reprezentacija.

4.1 SO(1,4) - prilagodeno podgrupi SO(3)

Za pocetak ¢emo da uvedemo notaciju koju koristimo. Grupa SO(1,4) ima 10 generatora Mg,
a, =0,1,...4; relacije koje slede su napisane u signaturi 7,3 = diag(— ++ + +). Generatori
zadovoljavaju komutacione relacije

[Mag, Mys] = i(NayMps — NasMpy — Mgy Mas + 1gsMan ). (4.1.1)

Koriste¢i M,p mozemo da definiSemo vektor W, koji je kvadratni po generatorima, i sa njima
zadovoljava sledecu komutacionu relaciju

1
Wa =3 €anpryin M P MOT, (4.1.2)

[Mag, W] = i(nay W5 — 115, Wa). (4.1.3)
Grupa SO(1,4) ima dva Kazimirova operatora, drugog i ¢etvrtog stepena po generatorima

1
Cr=0Q=—3 ag M, Cy=W =W, W (4.1.4)

Da bismo razumeli osobine algebre u odnosu na rotacije prilagodi¢emo notaciju SO(3) podgrupi
i oznaci¢emo trovektore indeksima ¢, 7 = 1,2, 3. Preimenovatemo generatore

1
L, = 3 €ijk M, P = My, Qi = Mo, R = Moy, (4.1.5)

tako da su komutacione relacije SO(1,4) tada

[Li, Lj] = i€su L, [Li, Pj] = i€iji P, (L, @] = teign e

[Py, L] = i€ Py, [P, Pj] = i€ije L [P @] = iy R, (4.1.6)
Qi Lj] = i€ijrQx, [Qi, Pj] = —i0; R, (@i, Q3] = —deiji L,

[R,L;] = 0=iQ;, (R, P;] = i@, [R,Q;] =iP;.
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Algebra moze da se kontrahuje na nekoliko nacina, ovde ¢emo navesti dva. Sa A ¢emo da
oznaéimo kosmolosku konstantu. Reskaliranjem generatora P; — P,/v/A, R — R/VA, i
uzimanjem limesa A — 0 dobijamo Vigner-Ino kontrakciju na Poenkareovu algebru. Na ovaj
nacin se dobija ravan limes de Siterove algebre: R i P; postaju generatori ¢etvorotranslacija dok
su L; and @); generatori trorotacija i bustova. U ovom limesu Q and W postaju Kazimirovi
operatori Poenkareove algebre: kvadrat mase i kvadrat vektora Pauli-Lubanskog. Kontrakcija
P, — ub, Qi — puQ;, R — p?R za p — oo daje fazni prostor u tri dimenzije sa rotacijama,
gde R postaje centralni element.

U ovoj notaciji komeponente W, su date izrazima
Wo=LPi=PL,  Wi=-LQ;=-QL, (4.1.7)
Wi = RL; + €;;Q; P, = RL; — €, P;Qk, (4.1.8)
a komutacione relacije mogu da se napisu kao

[L;, Wy] =0, [L;, W,] =0, [Li, W] = i€;js Wi,
[Fi, Wol =0, (£, Wa] = —iW;, [Fi, Wj] = i6i;Wa, (419)
[Qi, Wo] = —iW, [Qi, Wa] =0, [Qi, Wj] = —idi;Wo,
[R, Wy] = —iWy, [R, Wy] = —iWy, [R,W;] =0,
Za Kazimirove operatore se dobija
—Q=—R*-QiQi + PP+ L; L, (4.1.10)
—W = —(Wp)? + W,W; + (Wy)? = —(Wy)* — [Wo, Qi)* — [Wo, RJ%. (4.1.11)

UIR grupe SO(1,4) se oznacavaju kvantnim brojevima (p, s). Razli¢ite UIR daju pozitivne ili
negativne vrednosti Kazimirovog operatora V. Videtemo kasnije da nam od toga zavisi da
li kosmoloska konstanta A ima pozitivnu ili negativnu vrednost. Iz vrednosti p i s kojima su
zadate unitarne ireducibilne reprezentacije:

o glavna neprekidna serija: p > 0, s = 0,
s(s+1)(3 + %),

« komplementarna neprekidna serija: ip = v € R, || < %, s =0,1,2..., Q =
—s(s+1)+2 =% W=s(s+1)(5 —1?),

L3 Q=—s(s+1)+5+p" W=

o diskretna serija: s=1,1,3,2.. ., f—i-zp—q—ss 1,...0 ili
(a+1)(g—2), W=s(s+1)a(g—1),

, Q= —s(s+1)—

l\D\»—A

vidimo da je A pozitivno u svim reprezentacijama glavne neprekidne serije, reprezentacijama

dopunske neprekidne serije za |v| < % i reprezentacijama diskretnih serija za s # 0, ¢ # 0, 2 5 L.

4.2 SO(1,d) - prilagodeno reprezentaciji u konformnoj
teoriji polja

Ovde ¢emo da navedemo konvencije za de Siterovu grupu G = SO(1, d) i njenu algebru koristeéi
reprezentaciju iz konformne teorije polja. Konformna grupa nekog prostorvremena je grupa
difeomorfizama x — 2'(x) koji zadovoljavaju uslov

o (@) = Q*(2") gpo (7). (4.2.1)

22



Ove transformacije ne menjaju uglove. Konkretno, konformne transformacije prostora R? su
sve izometrije (translacije i rotacije), dilatacije kao i inverzije. Ova Cetiri tipa transformacija
generisu grupu O(d + 1,1).

Za algebru so(1, d) nenulte Lijeve zagrade su

[Lij, L] = 06 Ly — dirLjt + 851Li; — S L (4.2.2)

[Lij, Py| = 0, P — 0ix Py,  [Lij, Ki] = 06 K; — 0 K (4.2.3)

D,P] =P, [D K)|=-K;, |[K;Pj|=2(Lj—0;D). (4.2.4)
sai,j=1,...,d—1. Ovde su P, generatori translacija, L;; rotacija, D dilatacija i K, generatori
specijalnih konformnih transformacija. Generatori K; su povezani sa P; preko K; = I P;I, gde
je I inverzija prostora. Generatori Mg, o, 8 = 0, ..., d su sa gornjim povezani na slede¢i nacin:
D= —iMQd, Pz = @(MOz —+ Mid>7 KZ = Z(M()z — Mid)a Lij = ’LMZJ . (425)

Oni zadovoljavaju slede¢u komutacionu relaciju

[Mocﬁu M’Y5] =1 (na'yMﬁé - 77a6M5'y - nﬁ’yMaé + nﬁ&Ma'y> . (426)

Svaku reprezentaciju karakterisu konformna tezina i spin s. Kvadratni Kazimir i njegova
vrednost u reprezentaciji ( ,l) =7 grupe SO(1,d) su dati izrazima

1 1
Cy = _gMaﬁMaﬁ = — {R,K1}+2L”LU,
U cetiri dimenzije, de Siterova grupa ima jos jedan nezavisni Kazimirov element, (4.1.4). Nje-
gova vrednost u reprezentaciji ( ,1/2), jedinoj kojoj koristimo u ovoj tezi, glasi

Cu ( ,1/2):_2( —1)( —2). (4.2.8)

Ova reprezentacija moze da se realizuje na prostorima konformnih polja u (d — 1) dimenzija.
Preciznije, mozemo da napiSemo generatore SO(1,d) kao diferencijalne operatore

-Pi = —8i, Lij = zi(()j — zj&» — Zz’j s (429)
D=—20,— |, K;=-2°0,—22D—2J%;, (4.2.10)

Co( ,1)=— ( —d+1)=Il(l+d—3). (4.2.7)

koji deluju na funkcije v, (z;) realnih varijabli z;, gde je i = 1,...,d—1. Funkcije ¢,(2;) uzimaju
vrednosti u nekom kona¢nodimenzionom prostoru reprezentacije V' grupe SO(d — 1), a ¥;; su
matricni predstavnici generatora L;; u ovoj reprezentaciji. Pored toga, je konstantno i iz
zahteva unitarnosti sledi da ima oblik = (d—1)/2+ 7, gde je 7 € R. Indeksi a prebrojavaju
bazis {e®} prostora V', a podizu se i spustaju pomoc¢u SO(d — 1) invarijantne metrike na njemu.
Hilbertov prostor funkcija R“™' — V je oznafen sa H. Skalarni proizvod na H zadat je
integralom sa standardnom merom na R% !

(1, 1b2) = /R dz (95(2) daal=) - (4.2.11)

Ako sa 7 y oznacimo glavnu seriju reprezentacije, onda su reprezentacije m y i mg_1_ v
izomorfne jedna drugoj. Ova konstatacija je tacna ako je V' simetricna tenzorska reprezentacija
nultog traga, Sto zapravo u radu i koristimo. Opstije vazi 7 y = 7y, 1 yr (videti [55]), gde je
VE reflektovana reprezentacija od V.
U slucaju d = 2 ne postoji rotaciona grupa SO(d — 1), tako da su matrice ¥;; nula. Za d =4 1
u slucaju da je spin s = %, matrice su
i

Ei]’ = —5 €ijkOk - (4212)
Vise detalja o unitarnim reprezentacijama grupe SO(1,d) moze da se nade u [56], a za slucaj
d=2 u [57].
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4.3 Mojlanova reprezentacija

Drugu realizaciju glavne neprekidne serije daje Mojlanova reprezentacija koju ¢emo ovde da
izlozimo.

Zmacaj teorije reprezentacije za talasne jednacine je davno uocen. Na primer Bargman i Vi-
gner [58] su razmatrali Poenkare invarijantne konaéno dimenzione spinorske talasne jednacine
i pokazali da odredenim ireducibilnim reprezentacijama Poenkareove grupe odgovaraju pros-
tori resenja odredene talasne jednacine, koji opisuju cestice odredene mase i spina. Zamisao
Mojlanovog rada [59], koji ¢emo ovde ispratiti, je da poveze vecéu simetriju Dirakove jednacine
SO(4,1) (preciznije jedini¢nu komponentu de Siterove grupe SOy (4,1)) sa uobicajenom Poenkare-
ovom simetrijom teorije. Poenkareova grupa P je realizovana na standardan nac¢in: genera-
tori su reprezentovani auto-adjungovanim operatorima definisanim na invarijantnom domenu
sadrzanom u prostoru H(m, s, +). Ovo je prostor unitarne ireducibilne reprezentacije grupe
P sa masom m > 0, gde s oznacava celobrojne ili polucelobrojne vrednosti spina, a znak +
se odnosi na pozitivnu vrednost energije. Generatori u unitarnim ireducibilnim reprezentaci-
jama SO(4,1) grupe su realizovani kao auto-adjungovani operatori definisani na invarijant-
nom domenu sadrzanom u H(m,s,+) & H(m,s,+). Pod UIR uvek podrazumevamo jed-
noznacne reprezentacije prostopovezanih natkrivaju¢ih grupa povezanih sa datim grupama.
Njih ozna¢avamo sa P i SO(4,1). Grupe P i SO(4, 1) su realizovane na H(m, s, +) i H(m, s, +)®
H(m,s,+), redom. Time §to ¢emo glavnu neprekidnu seriju UIR grupe SOy (4, 1) da realizujemo
preko UIR grupe P, koja se koristi za opisivanje elementarnih estica, dobijamo neposrednu
fizicku interpretaciju. Razmotrimo skup svih talasnih funkcija ¢ koje zadovoljavaju Bargman-
Vignerovu jednacinu

(gpu —m) =0, b=v(p&,... &)  k=1..2s (4.3.1)

gde je & Cetvorokomponentna varijabla i p € Ty = {p, |pp* = m?}. Prostor svih resenja v
éemo oznaditi sa R). Na njemu moZemo da defini$emo skalarni proizvod

(¥, ) = / ds), (4.3.2)

T3

DR At P I Y
13

gde je ¢* hermitska konjugacija vektora 1. Neka je R() Hilbertov prostor skupa svih talasnih
funkcija ¢ za koje je skalarni proizvod (4.3.2)) konac¢an. U radu [58] je pokazano da se ovaj
prostor razlaze na ireducibilne reprezentacije na sledec¢i nacin:

R =H(m,s,+) D H(m,s,—). (4.3.3)

Bazis u kojem je ova dekompozicija izvrsena je unitarni kanonski bazis vektora |psse), gde je
e = sgn(po). Zbog ovog razlaganja talasnu funkciju mozemo da napisemo kao

»= (ig) , (4.3.4)

sa iy € H(m,s,+) i1y € H(m,s,—). Za skalarni proizvod imamo
(¥, %) = (Y1, 91) 4 + (Y2, 12) -, (4.3.5)
gdesu (1, )+ 1i(, )_ skalarni proizvodi na prostorima H(m, s, +) i H(m, s, —) redom. Grupne
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generatore iz R(®) ¢emo oznaditi sa M

_ M,; 0
0 Mg
. 0 0 0
M;; = Z(Z?i Y 2 ) + Sij) Mo = —ipg + Sio,
op Op; op'
(4.3.7)
p

1 Lo _r
My = ——p; — o {p°, Mo, } — o {p', My;}, My = Do + {p Mo, }.

m

Ovde latini¢ni indeksi uzimaju slede¢e vrednosti i, 7 = 1,2, 3. Indekse u,v = 0, 1,2, 3 podizemo
i spustamo pomocu metrickog tenzora prostora Minkovskog, g,, = diag(l,—1,—1,—1). Radi
jednostavnosti reskaliratemo p, tako da bude bezdimenziono, p,/m — p,. U izrazima (4.3.7),
S, su spinski generatori. Za skalarne UIR (p,s = 0), S,, = 0, a za spinorske (p,s =
%), Sy = ﬁ[%,%]. [ako je Moylan-ova reprezentacija na Hilbertovom prostoru stanja blok-
dijagonalna (na nivou algebre) ona nije reducibilna jer su operatori M,gz, koji se pOJaVIJuJu na

dijagonali izraza , nehermitski. Medutim, kao sto smo ve¢ pomenuli, operator ./\/lag je
hermitski u H(m s +) @H(m s, —) .
Infinitezimalni generatori koji deluju na proizvoljan vektor (4.3.4) u R) mogu da se napisu

kao matri¢ni operatori

M,, x I, B, x 1, (4.3.8)
gde su M, = Ly, + S i By = My, = —£p, — ﬁ{p’)’M/m} dati izrazima . Iz
deluje da su potprostori H(m, s, +) i H(m, s, —) invarijantni na celu grupu, ali to nije tacno.
MoZe da se pokaZe da ePi ne ostavlja H(m, s, +) i H(m, s, —) invarijantnim. Zbog toga ¢emo
ovu reprezentaciju SOg(4,1) grupe da prenesemo u RY = H(m,s,+) & H(m,s,+). Stoga
uvodimo linearni operator

0: RO 5RY =H, & H,, (4.3.9)

definisan preko njegovog delovanja na kanonski bazis:

G- D)
[7's3 =) LRy 0 Py 0 P

Stanja i generatore ozna¢avamo sa
U=V, OM,0 " =M,,, (4.3.11)

za U eR® i ¥eRY. Zelimo da prokomentarisemo da se kod sluc¢aja sferno-simetri¢nih
operatora prelazak sa H(m, s, +) na H(m,s,+) @& H(m, s, +) svodi na promenu intervala radi-
jalne promenljive, koju ¢emo kasnije da uvedemo, sa z € (0,1) na z € (0,00). Ova promena
utice na hermitskost odgovaraju¢ih operatora preko grani¢nih uslova. Dejstvo € implicira da
su generatori dati izrazima

M, 0 M 0
Mp,z/ - g 9 MIJA - H4 ; (4312)
0 My 0 My
i da su onda komponente vektora Pauli-Lubanskog
Wi 0 Wy 0
Wo=[ " VR . (4.3.13)
0 —WO 0 W4

Zbog unitarnosti #, reprezentacija U(A) grupe SOg(4,1) na prostoru R i reprezentacija
TU(A) = 0U(A)0! na R su ekvivalentne. Izratunavanjem Kazimirovih operatora grupe
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SOy(4,1) na R sa generatorima (4.3.12)) vidimo da je konstruisana ireducibilna reprezentacija
(p,s).

Skalarni proizvod je pozitivno-definitan i invarijantan na preslikavanje . Medutim, specifican
oblik izraza implicira kontraintuitivan oblik nakon -preslikavanja. Ako stanje zapisemo

kao 5
_ )
U = (7%) (4.3.14)

skalarni proizvod moze da se izrazi kao

(7, \D,) = (w%w,?) + (—1)28(%7%)7 (4.3.15)

gde (¢,9") u poslednjoj formuli zavisi od spina. Za nas su od interesa s = 0, % (59, [58]):

N d3p * 1/ _
n_ [ &Py 1

Mojlanova reprezentacija, pored velikog broja prednosti, ima nekoliko mana: problem sa tim
sto generatori nisu hermitski i Sto skalarni proizvod ima razli¢ite izaze u zavisnosti od vrednosti
spina. Zbog toga je prakticnije koristiti reprezentaciju Hilbertovog prostora glavne neprekidne
serije koja se koristi u konformnoj teoriji polja, [56].
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5 Mode skalarnog polja i vakuumi na

ds,

Ovo poglavlje zapoc¢injemo pregledom osnovih koraka u kanonskom kvantovanju realnog skalar-
nog polja na ravnom i zakrivljenom prostoru. Nakon toga ¢emo da uvedemo poznate Poenkare-
ove koordinate (1, x") i nove koordinate (1, y"), sugerisane nekomutativnom geometrijom, nakon
¢ega cemo da navedemo odgovarajucCe izraze za laplasijan u ova dva koordinatna sistema.
Zatim ¢emo da se bavimo vakuumima u de Siterovom prostoru. Izdvoji¢emo familiju de
Siter-invarijatnih vakuuma koji se dobijaju konstantnom Bogoljubovljevom transformacijom
iz Banc¢-Dejvisovog vakuuma. Zatim ¢emo da razmatramo Klajn-Gordonovu jednacinu u d-
dimenzionom de Siterovom prostoru, dS;. Resi¢emo Klajn-Gordonovu jednacinu u koordi-
natama (1,x’) i (n,y), razvi¢emo mode u jednim koordinatama po modama u drugim i nac¢i
¢emo Bogoljubovljeve koeficijente. U oba koordinatna sistema naden je prostor resenja koji je
prirodno podeljen u dva ortogonalna SO(1, d) invarijantna potprostora koja nose izomorfne uni-
tarne ireducibilne reprezentacije de Siterove grupe. Odatle sledi da su vakuumi koji odgovaraju
ovim resenjima de Siter invarijantni.

Ovde ¢emo da uvedemo notaciju koju koristimo u narednim poglavljima. Oznake (1,x°) i
(M, y") se odnose na koordinate na komutativnom de Siterovom prostoru dSy, dok su njihovi
nekomutativni analogoni (1), 2*) i (1), §) operatori na fazi de Siterovom prostoru (nekomutativnoj
algebri A). Sa (£,4") oznacavamo varijable u prostoru reprezentacije H algebre A.

5.1 Pregled: kvantovanje skalarnog polja, vakuumi

5.1.1 Kvantovanje skalarnog polja u ravnom prostoru

Ovde ¢emo da navedemo najosnovnije segmente kvantovanja realnog skalarnog polja u ravnom
prostoru, [60], kao kratak pregled pre kvantovanja u zakrivljenom prostoru.

Realno skalarno polje ®(x) u d-dimenzionom prostoru u signaturi koja se koristi u teoriji polja
(vise negativna) opisano je dejstvom

S = /d% L, L= ;(a@)(a%) — ;m2@2. (5.1.1)

Jednacina kretanja koja se dobija variranjem dejstva je Klein-Gordonova jednacina

O® + m*® = 0. (5.1.2)
Generalisani impuls je
oL
= = 0. 5.1.3
T 000 (5.1:3)
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Klajn-Gordonov skalarni proizvod dva polja je dat formulomﬂ
(@1, @) = —i / ' (B1(00%5) — (90P1) D), (5.1.4)
Sto se u slucaju realnog skalarnog proizvoda svodi na simplektic¢ki proizvod dva polja,
(@1, By) = —z’/ddflx (@17 — 11 Bs). (5.1.5)

Partikularna resenja Klein-Gordonove jednacine su ravni talasi pozitivne i negativne energije
(redom)

1 , 1 .
up(z) = ———=e"" i ui(z) = ———=e"" (5.1.6)
(2m)32w (2m)32w

sa disperzionom relacijom w = 1/ k2 +m2, a skup {ug, u}%} je kompletan skup resenja. Ona su
ortonormirana u odnosu na (5.1.4)), tako da je

—

(upsup) =0k — &), (upul) =0,  (ubub)=—d(k—K). (5.1.7)
Opste resenje je linearna kombinacija partikularnih,
P(x) =dH(x) + D (z) = /dd_lki (oguj + afu), (5.1.8)

gde je ®T pozitivno energetski, a ®~ negativno energetski deo polja. Izbor bazisnih funkcija
koji se sastoji od ug i njima kompleksno konjugovanih uz je standardan jer se na taj nacin
odreduje podskup {u;} koji definiSe prostor jednocesti¢nih stanja pozitivne energije (nevezano
od toga da li su eksponencijalne funkcije, tj. od toga kako je vreme definisano). Skalarno polje
kvantujemo tako sto polje ® tretiramo kao operator i nametnemo istovremene komutacione
relacije

Bt 7), 7t )] = (=), [D(t,7), Bt 7)] = [w(t, ), w(t,7)] =0, (5.1.9)
ili ekvivalentno,
lag,al] =6(k— k),  [ag,ap] =[al,al] =0, (5.1.10)

gde smo amplitude zamenili operatorima kreacije i anhilacije. Pogodan bazis u Hilbertovom
prostoru je Fokova reprezentacija.

Vakuum se zadaje uslovom
dT()|0) =0 ili  ag0) =0, Vk. (5.1.11)

Jednocesti¢na stanja se dobijaju delovanjem operatora kreacije na vakuum, |l§> = ai|0), a

k
visecesticna njihovom visestrukom primenom

1, kyyng, ka; ) = ..|o). (5.1.12)

Ukupni prostor stanja se dobija kada se uzmu sve linearne kombinacije.

Vide¢emo kasnije da se ovaj izraz moze uopstiti na zakrivljen prostor.
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5.1.2 Kvantovanje skalarnog polja u zakrivljenom prostoru

Osnovni formalizam kvantne teorije polja, koji je iznad naveden, uopsten je na zakrivljen pros-
tor, [61,37]. Ovde ¢emo da navedemo osnovne ideje tog uopstavanja. Dejstvo realnog skalarnog
polja na zakrivljenom prostoru je

S = / o L), L) = 5y —g(x) (¢"(@)8,8(x)0,®(x) — (m? + ER(x)*(x)).
(5.1.13)
Sprezanje izmedu skalarnog i gravitacionog polja opisano je clanom ER(z)®?(x), gde je & neki
numericki faktor, a R(z) skalarna krivina. Iz uslova da je varijacija dejstva po ® nula, dobija
se jednacina koju zadovoljava skalarno polje

(O+m? + ER(x)) ®(z) =0, (5.1.14)
gde je O® = ¢V ,V,® = \/%78# (v/—gg"9,®) . Skalarni proizvod 1} se uopstava na

(®1,2) = i [ A5\ =gs(@) (1(2)0,D5(2) — (0,®1(x) (). (5.1.15)

gde je dX¥* = ntdX, sa jedinicnim vektorom n* orijentisanim u buduénost, ortogonalnim na
hiperpovrs prostornog tipa X i d¥ elementom hiperpovrsine, a gs; je determinatna metrickog
tenzora na Y. Hiperpovrs X je Kosijeva povrs u globalno hiperbolickom prostor-vremenu i
vrednost skalarnog proizvoda (®, ®5) ne zavisi od izbora hiperpovrsi. Postoji kompletan skup

resenja jednacine ({5.1.14)) ortonormiranih u odnosu na (5.1.15)), koja zadovoljavaju

('LLZ',UJ‘) = 6@']’7 (’U/;k, 'LL;) = —51‘]‘, ('LLZ,U;) =0. (5116)
Ovde indeks ¢ simbolicki predstavlja sve kvantne brojeve koji su neophodni za obelezavanje
moda. Kao i u ravnom prostoru, polje se moze razviti po njima

O(z) = Z (aiui(x) +a; uf(m)) . (5.1.17)

)

Polje se kovarijantno kvantuje zadrzavanjem komutacionih relacija ((5.1.10))

[ai,a}] = dij, lai, a;] = [a;,a}] = 0. (5.1.18)
Konstrukcija vakuuma i Fokovog prostora moguca je na isti nac¢in kao i u ravnom prostoru,
uz Cinjenicu da u zakrivljenom prostoru postoji nejednoznac¢nost u formalizmu. U prostoru
Minkovskog postoji preferirani izbor koordinata, to su Dekartove koordinate koje se linearno
transformisu pod dejstvom Lorencove grupe i ravni talasi e*** su invarijantne funkcije, kao
sto postoji i izbor vremena u odnosu na koje su partikularna resenja pozitivno ili negativno
energetska. Vektor i 0; je Kilingov vektor prostora Minkovskog, ortogonalan na hiperpovrs ¢ =
const i mode uy = e~ WK g1 njegove svojstvene funkcije za pozitivne svojstvene vrednosti w.
Vakuum je invarijantan na Lorencove transformacije. 1z ovoga ne sledi jednoznacnost vakuuma,
ona sledi iz prirodno definisanih grani¢nih uslova. U proizvoljnom zakrivljenom prostoru ne
postoji grupa simetrije ni Kilingov vektor vremenskog tipa kojim bi se prirodno definisalo
vreme. Uopsteno, ne postoji privilegovan koordinatni sistem ni prirodan izbor moda po kojima
se razvija polje ®. U opstem slucaju, drugim izborom moda, definise se drugi vakuum. Neka
je izborom ortonormiranih moda wu;, definisan vakuum

a;0Y, = 0. (5.1.19)
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Razvijmo sada polje ® po nekom drugom kompletnom skupu resenja {v;, v}},

®(z) = > (bivi(z) + bjv} (), (5.1.20)

)

gde je odgovarajuc¢i vakuum b;|0), = 0. Kako su oba skupa resenja kompletna, mozemo jedan
skup da razvijemo po drugom

vj = Z (ajiu; + Bjiul), u; = Z (a;ivj — @iv;‘) ) (5.1.21)

i J

Ove relacije su poznate kao Bogoljubovljeve transformacije, a «;, 5;; su Bogoljubovljevi koefi-

cijenti koji mogu da se izracunaju kao a;; = (vi,u;) i Bij = — (v, uj). 1z (5.1.21)) i razvoja polja
sledi da su operatori kreacije i anhilacije povezani
a;i =Y (b + Biib)), by =3 (a0 — Bral), (5.1.22)
j i

i relacije medu Bogoljubovljevim koeficijentima
> (aika;k - ﬁikﬁ;k> = 0ij, > (Oéz'kﬁjk - @koéjk) = 0. (5.1.23)
k k

Iz prethodnih relacija je oc¢igledno da su dva Fokova prostora stanja formirana izborom moda
u; 1 v razlicita kada je 8;; # 0 tj. kada postoji meSanje pozitivno-frekventnih i negativno-
frekventnih moda. Vakuum |0), se ne anhilira operatorom a;:

a0 = Y F5l10 # 0, (5.1.24)

a ocekivana vrednost operatora broja cestica N; = a}L a; definisanim modama wu; u stanju |0); je

(0pNi|0)y = Z 18;il?, (5.1.25)

Sto ¢e redi da vakuum v; moda sadrzi Y- |5;:]? Cestica u vakuumu u; moda.
J

5.2 Koordinatni sistemi

U ovom poglavlju ¢emo da razmatramo d-dimenzionalan de Siterov prostor. Preciznije receno,
radimo sa polovinom ovog prostora, koji mozemo da parametrizujemo konformno ravnim Poen-
kareovim koordinatama,

2
ds* = ‘:]gs (—dn2 + dxidxi> ., Me(-00,0), x' € (—00,00). (5.2.1)

U kontekstu kosmologije, ovaj prostor modeluje inflatornu fazu svemira i asimptotska oblast
{n = 0} je tzv. ,reheating surface”. Indeksi i,j = 1,...,d — 1 se podizu i spustaju pomoéu
ravne euklidske metrike. U nastavku ¢emo da koristimo i drugi skup koodinata (1, y") povezan
sa gornjim na slede¢i nac¢in

2

: a
yl = d52 = %

n n
Kao sto smo pomenuli u uvodu, nas zadatak je da razmatramo nekomutativnu verziju de
Siterovog prostora. Za to sunam neophodni elementi (nekomutativne) diferencijalne geometrije.

( — (1= y?) dn? + 20y dndy, + T]Qdyidyi) L (5.22)
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Diferencijalna geometrija na fazi de Siterovom (fazi dS) prostoru diskutovana je u radovima
[22, 50]. Glavna ideja je da se ona izgradi po bliskoj analogiji sa komutativhom geometrijom,
koju smo uveli. Ona je, u okviru frame formalizma, potpuno definisana operatorima impulsa
Do 1 njihovom algebrom. Intuitivno rec¢eno, impulsi generisu infinitezimalne translacije. Oni ne
moraju nuzno da pripadaju algebri prostorvremena A, sto je i slucaj kod komutativnih pros-
tora. Obicno se uzima da su p, antihermitski. Ova pretpostavka je u knjizi [11] nazvana ,uslov
realnosti”: to znac¢i da frame izvodi preslikavaju realne funkcije (tj. hermitske operatore) u
realne funkcije. Da pomenemo da, sa druge strane, frame izvodi u komutativnoj geometriji
nisu nuzno hermitski. U kvantnoj mehanici fazni prostor se sastoji iz komutativnih koordinata
z* i impulsa hp, = 040, za koje smo ovde uzeli da su antihermitski. Dejstvo impulsa p, na
elemente algebre koordinata f(x) € A definise izvode Zbog odsustva naziva, ove koordinate
¢emo oslovljavati sa ,Dekartovim”. Osnovne osobine i najces¢e koris¢ene koordinate na de
Siterovom prostoru date su u dodatku [A.I] U radu ¢emo uglavnom da fiksiramo kosmolosku
konstantu tako Sto ¢emo da uzmemo da je ags = 1, osim kada bude eksplicitno potrebna zbog
intepretacije. Grupa izometrija de Siterovog prostora je G = SO(1,d). Ova grupa na asimp-
totskoj granici {n = 0} deluje pomoéu konformnih transformacija i zbog toga ¢emo cesto za
njene generatore da koristimo notaciju kao u konformnoj teoriji polja { P;, K;, L;;, D}. Relacije
izmedu ovih generatora i generatora Lorencove grupe, kao i ostale konvencije u vezi SO(1,d)
grupe su navedene u poglavlju Lijeva algebra g = Lie(G) na dS, prostoru deluje pomoéu
vektorskih polja. U Poenkareovim koordinatama ova vektorska polja su

P, = _axia Lij - Xiaxj - Xjaxi ) (523)
D=-M0y— %0, Ki=m—-x")0—2x,D, (5.2.4)
dok su u koordinatama (1, y")

h- 1o,
n

yi,  Lij = yi0y — ;04 , (5.2.5)
D=-ndy, Ki=n(1-y")0+20’i0y . (5.2.6)

Da bismo razmatrali kvantnu teoriju polja na de Sitter-ovom prostoru potrebno je da znamo
mode slobodnog polja, tj. svojstvene funkcije Laplasovog operatora. Iz tog razloga navodimo
izraze za laplasijan u oba prethodno uvedena koordinatna sistema. Operator nalazimo pomocu

standardne formule 1
Ag = \/ﬂ@“/ |g|g’“j@y . (527)
g

U Poenkareovim koordinatama je

AClSd = _n2aﬁ + n2axiaxi + (d - 2)nan ) (528)
dok smo (1,y") koordinatama za laplasijan dobili
Ags, = —yiyjﬁyiayj + 0yi0y, — n2372] + 2T]8nyi3yi — dyiayi + (d—2M0;, - (5.2.9)

Laplasijan komutira sa generatorima SO(1,d) i poklapa se sa kvadratnim Kazimirovim opera-
torom konstruisanim od njih, [62].

5.3 Vakuumi u de Siterovom prostoru; familija a vaku-
uma

Ovde razmatramo vakuume masenog skalarnog polja u de Siterovom prostoru fokusirajuéi se
na one koji su invarijantni na de Siterovu grupu. Pokaza¢emo da postoji jednoparametarska
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familija de Siter invarijantnih vakuuma koji su generisani iz specijalnog slucaja, euklidskog ili
Banc-Dejvisovog vakuuma, pomoc¢u Bogoljubovljeve transformacije sa konstantnim koeficijen-
tima (nezavisnim od frekvencije), [63]. U de Siter invarijantnom stanju, dvotackasta funkcija
(®(x)P(y)) jedino zavisi od geodezijskog rastojanja izmedu tacaka z i y i zbog toga je potrebno
da uvedemo geodezijsko rastojanje. Neka su X i Y uronjene koordinate u petodimenzioni
ravan prostor i neka je realna funkcija Z koja zavisi od promenljivih x i y definisana kao
Z(x,y) = ags na X(z) Yb(y). Tada je geodezijsko rastojanje

d(r,y) = agscos * Z(x,y). (5.3.1)

U Poenkareovim koordinatama (5.2.1)), za tacku = odredenu koordinatama (0, %) i drugu tacku
y odredenu koordinatama (1, %’), dobija se da je

el

W N® - (X - %)

Z 3.2
(z,y) = oy (5.3.2)

Razmotrimo simetri¢nu dvotackastu funkciju
G () = (N@(2)8(y) + B(y) () ) (53.3)

u de Sitter invarijantnom StanJu Pretpostavi¢emo da je |A) invarijantno na celu O(1,4) grupu
sto implicira da funkcija (5 zavisi od x i y preko geodezijskog rastojanja d(z,y). Posto je
ono funkcija Z(z,y), onda je

GO(z,y) = GV (d(z,y)) = F(2). (5.3.4)
Dvotackasta funkcija zadovoljava Klajn-Gordonovu jednacinu,
(A —m?) GW(z,y) = 0. (5.3.5)

Dalamberijan se ra¢una na osnovu (5.2.7), pa se u Poenkareovim koordinatama dobija izraz
(5.2.8]). Prethodnu jednac¢inu mozemo da napisemo preko jedne promenljive kao

d? d
((Z — 1)@ + 4ZE +m ads> F(Z)=0. (5.3.6)
Ova diferencijalna jednacina ima dva fundamentalna realna reSenja: neka je prvo f(Z), onda
je drugo f(—Z) zbog invarijantnosti jednacine na smenu Z — —Z. Jedno resenje je

f(2) ( w/7+m204ds, \/ +m2ads, ,1+Z) (5.3.7)

gde Je F(a,b;c;2) = 9Fi(a,b;c;z) (Gausova) hipergeometrijska funkcija. Za m? > 0 reSenje
ima singularitet u Z = 1 i zasek je duz pozitivng dela realne ose za 1 < Z < oo0.
Singularitet se javlja kad je geodezijsko rastojanje izmedu tacaka z i y jednako nuli. Drugo,
linearno nezavisno resenje za m? > 0, je f(—Z). Singularitet je sada u Z = —1 i odgovara
situaciji kada je geodezijsko rastojanje izmedu x i ¢, antipodalne tacke od koordinate gﬂ, jednako
nuli. Opste resenje jednacine (|5 je linearna kombinacija pomenutih resenja,

F(Z)=af(Z)+bf(-2). (5.3.8)

2Posto éemo gréko slovo a da koristimo kod a-vakuuma, onda konstantu koja je povezana sa Hablovom
konstanom oznafavamo sa ags = 7.

3Za tacku z sa petovektorom X%(z) antipodalna tacka Z je odredena petovektorom —X%(x), tako da je
X% z) = -X*(z).
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Ban¢-Dejvisov (BD) vakuum, koji ovde oznacavamo sa A = 0, odgovara situaciji kada je b = 0.
Vrednost konstante a je odredena kanonskim komutacionim relacijama izmedu ® i ®, [64].

Sada ¢emo da pokazemo da iz ortonormiranog skupa moda koje definisu BD vakuum, w;(z),
mozemo da definiSemo novi skup moda v;(x) tako da su vakuumi definisani novim modama
takode de Sitter invarijantni. Nove mode su definisane Bogoljubovljevom transformacijom

vi(x) = Au(z) + Buj(z), (5.3.9)

uz dva zahteva: A i B su konstante koje ne zavise od ¢ i mode v; su ortonormirane. Iz drugog
zahteva se dobija uslov na konstante |A|*> — |B|*> = 1. Razmotrimo sada slede¢e moguénosti za
izbor konstanti:

« A, B €R, pamogu da se napisu kao A = cosha, B =sinha («a € R);
« A, B € Cimogu da se napisu kao A = cosha e, B = sinha !0 (a, 3,7 € R).

Posto je e ukupna faza, ona ¢e da nestane kada gledamo o¢ekivane vrednosti, tako da moZemo
da uzemo da je v = 0. Onda su mode date izrazom

vi(x) = cosh avu;(x) + sinh o e’ uf (2), (5.3.10)

saa € [0,00), f € (—m,m). Izbor @ = 0tj. A =1odgovara BD vakuumu. Ideja je da pokazemo
da je za a # 0 vakuum definisan modama (5.3.10)) de Sitter inavrijantan.
Sada ¢emo da prikazemo zbog ¢ega BD mode mogu da se izaberu tako da zadovoljavaju

i () = ul(x), (5.3.11)

gde je r antipodalna tacka od x, a indeks ¢ se odnosi na sve kvantne brojeve koje mode nose.
Uzmimo koordinatni sistem koji pokriva ceo prostor (k = 1), sa metrikom

ds? = —dt® 4+ cosh?t dO?, ags = 1, (5.3.12)
gde je d©2? metrika na jedini¢noj sferi S3. Mode koje defini$u euklidski vakuum su oblika

uklm(x) = uklm(t, X, 9, (p) = yk(t)Yklm(Q>a (5313)

gde je Yi, kompletan skup sfernih harmonika na S koji zadovoljavaju —Az Y, = k(k+2)Yiim,
a k,l,m su celi brojevi takvi da je m = —[,...,+[,1 = 0, ..., k._Pri antipodalnoj transformaciji
T — T tj. (t,Q) — (—t,Q), vremenski i prostorni deo moda ([5.3.13) se transformisu na sledeéi
nacin

yet = =) = yi(t),  Ym(Q) = (1), (), (5.3.14)

tako da je upm(z) = (=1)%u},_,,(z). Sada, preko moda (5.3.13), koriste¢i Bogoljubovljevu

transformaciju, definiSemo nove mode

ﬁklm(x) = \}5

za koje se lako pokazuje da ¢ine kompletan skup ortonormiranih moda. Iz (5.1.21]) vidimo da
je trivijalna Bogoljubljeva transformacija jer su svi koeficijenti § jednaki nuli. Nenulti
su jedino koeficijenti cgpm kim = %ei(”/”k“”/‘l i Qhtmgl—m = %ei(”/”k_”/‘l. Posto trivijalna
Bogoljubovljeva transformacija definise ekvivalentne vakuume, onda BD vakuum moze da se
definise skupom moda u;(z) = u}(z).

eiMIDR (i Ay (1) 4 e Ay (2), (5.3.15)

33



Posto slobodna teorija polja moze da se definise preko dvotackastih funkcija, onda ¢emo da
pokazemo da su one de Siter invarijantne. Razmotrimo simetricnu dvotackastu funkciju u
stanju (o, /) kao sumu po modama,

GO, y) = (@, B{P(2), D(y)}a, B) = 3 (vi(2)v} (y) + v} (2)vily)) - (5.3.16)

(2

Desna strana poslednjeg izraza se lako dobija iz razvoja polja ®(z) i ®(y) po modama (npr. kao
u (5.1.17))), definicije vakuuma (npr. [5.1.19)) i komutatora koji zadovoljavaju operatori kreacije

i anhilacije [a;, a}] = 0;;. Odgovarajucu dvotackastu funkciju u BD vakuumu a = 0 ¢emo da

oznacimo sa G(()l). Zamenjujuci (5.3.10) u izraz (5.3.16)), dobija se

G (2, y) = cosh 2a GSV(Z (2, y)) + sinh 2a (cos B G (= Z(x,y)) — sin 8 Do(Z,y)). (5.3.17)

Odavde se vidi da je GS)B invarijantno na celu (nepovezanu) de Siterovu grupu jedino kad je

B =0.

5.4 Skalarno polje na dS;

Razmatramo teoriju realnog skalarnog polja ® mase M u de Siterovom prostoru u d dimenzija,

dSy4. Za pocetak treba da se nade prostor kompleksnih resenja Klajn-Gordonove jednacine,
(Aus, = M*) @ =0 (5.4.1)

Skalarni proizvod na ovom prostoru je definisan kao integral po Kosijevoj povrsi ¥, za koju
smo izabrali ¥ = {n = const},

(@, Dy) = —z'/zddflx N2 (B50, By — BadydY) . (5.4.2)

U odsustvu terminologije, ovaj skalarni proizvod zovemo Klajn-Gordonov. Iz jednacina kretanja
sledi da je on nezavistan od izbora povrsi prostornog tipa. Iskoristicemo tu slobodu i
pomeri¢emo X ka asimptotskoj buduénosti u Poenkareovim koordinatama m — 0. Ponasanje
resenja u ovom limesu se lako nalazi iz asimptotike diferencijalnog operatora (5.2.8)),

Ags, ~ -0 + (d — 20, . (5.4.3)
Svako resenje moze da se napise u slede¢em obliku [65]
o(n,x') ~ (M) F¢T(x) +(-m) "2 (x'), N —0, (5.4.4)
gde su )
i:d;‘lim, K? = M* — (d;) : (5.4.5)

Obrnuto, za svaki par funkcija ®*(x%), postoji refenje Klajn-Gordonove jednac¢ine sa ovom

asimptotikom ([5.4.4]). Zbog toga reSenja mozemo da oznac¢imo ovim parom funkcija na sledeéi
nacin ,
o xy = (0

X ) = : )
i o~ (x')

i Cesto ¢emo za parove (®T(x'),®(x"))T jednostavno da govorimo da su resenja. Skalarni

proizvod (|5.4.2)) zapisan preko asimptotskih funkcija postaje

(5.4.6)

(@, ®y) = QH/dex ((@f)*cb; - (@1)*c1>2> . (5.4.7)
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Posto laplasijan komutira sa dejstvom izometrija dS;, prostor resenja jednacine (5.4.1) nosi
reprezentaciju SO(1,d) grupe. Reprezentacija se sastoji iz dve ireducibilne komponente, izo-
morfne jedna drugoj, koje pripadaju glavnoj unitarnoj seriji, [56]|7_f]. Ova ¢injenica se ispoljava u
dvokomponentnoj notaciji - svaka od komponenti ®*(x%) i ®~(x') parametrizuje vektor
u jednoj od dve glavne serije reprezentacije SO(1,d) E] Iz izraza je takode jasno da je
Klajn-Gordonov skalarni proizvod SO(1, d)-invarijantan. Skalarno polje se kvantuje na
standardni naéin, slede¢i proceduru iz [5.1.2]

5.5 Mode skalarnog polja u Poenkareovim koordinatama;
Banc-Dejvisov vakuum

Ovde resavamo Klajn-Gordonovu jednac¢inu u Poenkareovim koordinatama. Sa hy \(x") ozna-
¢avamo svojstvene funkcije laplasijana u ravnom prostoru 0Oy:i0y,, sa svojstvenim vrednostima
—k?%. Oznaka )\ u indeksu se odnosi na dodatne kvantne brojeve koji odreduju ove funkcije. U
ravnom d — 1 dimenzionom prostoru u sfernim koordinatama laplasijan je

? d—20 1
:w‘i‘ , E—FﬁASdf% (551)

Oyi Oy

gde je Aga-2 laplasijan na sferi S¢2. Svojstvene funkcije ovog laplasijana su sferni harmonici
Y;(6,) na sferi S92 sa svojstvenim vrednostima —I(I +d — 3). U sfernim koordinatama

svojstvene funkcije lapalsijana (5.5.1]) su
Bt (x) = VET Juca y (kr) Yi7(0) (5.5.2)
Mode koje su resenja Klajn-Gordonove jednacine oznac¢avamo sa

U p (M, X)) = Ci(—ﬂ)%Jim(—k‘T]) ha(x'), (5.5.3)

gde su J;, Beselove funkcije. Asimptotsko ponasanje funkcija uy y +.(1, %) u limesu  — 0 je
odredeno osobinama Beselovih funkcija,

(=M)F Jain(—hm) ~ (—) T % . (5.5.4)

U dodatku su definisane Beselove funkcije i sumirane njihove osnovne osobine. Vidimo
da se mode polja u ovom limesu pojednostavljuju. Koriste¢i dvokomponentnu notaciju koju
smo uveli u ((5.4.6), zapisujemo ih na sledeé¢i nacin

NW{(hk,/\(Xi)), NC—(W)_< 0 ) , (5.5.5)

AT T k) 0 AT TP i) s ()

Jasno je da su funkcije sa indeksom k ortogonalne funkcijama sa indeksom —k. Stavise,
pokaza¢emo da su funkcije u svakom od skupova ortogonalne u odnosu na skalarni proizvod

4Pretpostavljamo da je k2 > 0 tj. da je skalarno polje tesko, M? > (d — 1)?/4, i prema tome koristimo
glavnu seriju reprezentacija grupe SO(1,d). Informacija o tome da li je k realno ili imaginarno je relevantna
kod transformacionih osobina Beselovih funkcija koje ¢emo da koristimo; kona¢ni rezultati su zapravo sli¢ni i
za polja sa malom masom.

SKvantni brojevi reprezentacija u d = 4 u notaciji iz radova [66, 50] su p = &, s = 0.
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(5.4.2). Ra¢unamo skalarni proizvod slede¢ih moda
(U Ukt 10 0 ) = — '/?"d_Qd?" df ﬂ_d+2 (Uz,z,m,nanuk’,l’,rﬁ’,n - Uk’,l’,ﬁ’,nanuz,l,m,m)
— i[O, /0 dr sy (kr).Jazs (k') / ALY (0,) Y (6)

VERM (J_in(—=kN) O Jin(—kM) = Jin(—kM) OnJ_in(—FM))
2sinh (k)

—i |CLPOWH{ i (—kM), J_in(—EN)} 6(k — K)o S = |CL1?0(k — K') v S

(5.5.6)
gde smo iskoristili integral Beselovih funkcija (A.2.16)), zatim ortogonalnost sfernih harmonika

i vronskijan Beselovih funkcija

2sin (ikm)

W{Jm(z)a J—m('z)} = - (557)

Tz

Na osnovu ovoga zaklju¢ujemo da za normalizacionu konstantu mozemo da uzmemo C, =

\/77/(2 sinh(7wk)). Ponavljanjem racuna za (ujx —x, Up v —x), dolazimo do istog rezultata i za
konstantu C_ = \/71'/(2 sinh(7x)). Dobili smo da je

(ke rss Wk N ) = — Uk A sy Ukr N —) = O(K — ) Sy (5.5.8)

tako da prostori {ug .} 1 {ugr—x} formiraju medusobno ortogonalne potprostore pozitivno- i
negativno-frekventnih resenja jednacine (5.4.1)). Posto je Jt,.(—kn) = Jxix(—kn), kompleksna
konjugacija preslikava ova dva prostora jedan u drugi, Sto ove mode ¢ini pogodnim za kvan-
tizaciju, kao Sto je navedeno u uvodnom poglavlju [5.1.2l Da budemo skroz precizni, mode
zadovoljavaju uslov uy , . = up — jedino ako je prostorni deo resenja (5.5.2) realan,

Z,/\(Xi) = hk,A(Xi) ) (5.5.9)

sto uvek mozemo da izaberemo. U slucaju d = 4, kada su koordinate (1, 7,6, ¢), to mozemo da
pokazemo tako Sto umesto sfernih harmonika ¥, uzimamo njihovu linearnu kombinaciju ¥;"
definisanu izrazom

imTm

e 2

V2

koja je oCigledno realna. Iz izraza ([5.5.5)) sledi da je skup pozitivno-frekventnih moda (a stoga
i odgovarajué¢i vakuum) SO(1, d) invarijantan.

U0, 0) = —= (eTY(0,0) + e TV, (0,9)) (5.5.10)

U kosmologiji je uobicajeni izbor pozitivno-frekventnih resenja definisan ponasanjem moda u
asimptotskoj proslosti, |kn| — oo. Zbog toga se kod vremenske zavisnosti resenja umesto
Beselovih funkcija uzimaju Hankelove zbog odgovarajuceg ponasanja za velike argumente. Te
mode su oblika
ufRe = C (=) H (k) i (<), (5.5.11)
i u limesu |kn| — oo se ponasaju kao
R () e

One definisu Banc¢-Dejvisov vakuum. Normiranjem u odnosu na skalarni proizvod ([5.4.2)),

ik, (5.5.12)

sli¢nim ra¢unom kao za mode uy ., dobija se konstanta C' = /m/4e™"". Sada je iskoris¢eno
je da je (Hi(,i)(—kn)y = e”Hi(,f)(—k‘n) i da je vronskijan Hankelovih funkcija
A
W{HD(2), B (2)} = —— (5.5.13)
Tz
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Kompletan skup moda koje odreduju Banc¢-Dejvisov vakuum je

T K —1 .
U = 76—7(—71)711153(—1@11) hie (x1), (5.5.14)
(uED,)" = e ()5 HO (—km) i ). (5.5.15)

Ovde je, nakon kompleksne konjugacije, iskoris¢ena joS jedna osobina Hankelovih funkcija
1A.2.7), Hf?(—kn) =e T H? (—kn). Ove mode su ortonormirane,

—iK

(up X s ufig,f) =6(k — K)o, (up aps (W) ) =0 (5.5.16)

Kako im je prostorni deo isti kao kod moda wuy, » +, koristeci veze Beselovih i Hankelovih funkcija
o . . . . . . * .o

koje su date izrazima (]A.2.5[) i (]A.?.G[), vidimo da uﬁﬁn i uﬁﬁn mogu da se razviju po modama

Up x+x Na sledec¢i nacin

1 TK TR
W =L (Fu e Fun ) 5517
o 2sinh(7k)
1 TR K
(R )" = ——— (T up — € Tup, ) - (5.5.18)
2sinh(7k)

Banc¢-Dejvisov vakuum je SO(1, d) invarijantan, $to na primer moze da se vidi iz razvoja w  x
po Banc-Dejvisovim modama. Ako odgovaraju¢e Bogoljubovljeve koeficijente definisemo kao

U A\ = Z <Ozk,\,k/,\/ u,?e\,ﬁ + By (ugg,ﬁ)*) , (5.5.19)
DY

nalazimo da su oni konstante, nezavisne od kvantnih brojeva k i A,

iy = e 6k~ K) b gy = —————6(k — K) Oy . (5.5.20)
2 sinh(7k) 2sinh(7k)

Ako sad uporedimo izraz (5.5.19) sa (5.3.10) i napravimo paralelu: v; — Upxx, Ui — U, i
f — 0, zakljuéujemo da vakuum definisan modama uy  , pripada familiji a-vakuuma ([63],[67]),
sa

cotha =e™ . (5.5.21)

Vakuumi u de Siterovom prostoru, i a-vakuum kao poseban slucaj, su uvedeni u poglavlju
5.3l Odgovarajuée Grinove funkcije mogu lako da se dobiju iz Bané-Dejvisove dvotackaste
funkcije, $to se vidi iz ((5.3.17)). Posto su dve ireducibilne reprezentacije grupe SO(1, d) odredene
skupovima {ug .} 1 {uj .} izomorfne jedna drugoj, onda konstantne linearne kombinacije
uﬁ’iﬁ ovih moda ponovo formiraju reprezentaciju SO(1,d) i odgovaraju¢i vakuum je de Siter
invarijantan.

5.6 Mode polja u koordinatama (1, y')

Dalje resavamo Klajn-Gordonovu jednacinu u (1, y*) koordinatama uvedenim u (5.2.2)) tako $to
razdvajamo promenljive na slede¢i nacin

v(n,y') = (—n) " F(p) Y, (6.), (5.6.1)

gde su (p, 0,) sferne koordinate dobijene iz y*. Radijalna koordinata p je povezana sa radijalnom
koordinatom r dobijenom od x’, p = r/|n|. Pored laplasijana Ag,, ove funkcije su svojstvene

37



i za operator dilatacije D za svojstvenu vrednost iw. To znaci da u dve dimenzije, uz granic¢ne
uslove, mozemo potpuno da odredimo mode dok je u cetiri dimenzije potrebno naci
svojstvene funkcije kompletnog skupa komutiraju¢ih operatora {Ags,, D, Li; L7, L15} i tada je
reSenje odredeno kvantnim brojevima w,l, m. Delovanjem laplasijana ([5.2.9) na anzac (5.6.1)
on se redukuje na diferencijalni operator po radijalnoj koordinati p:

d—2 l(l+d—3)

At = (1-p?) 2+ (p —(d+ m)p)a,, - mwd—l+iw) . (5.62)

Svojstvene funkcije ovog operatora za svojstvenu vrednost M? su

204+d—1+2i(w — 204+d—1+2i d—1
+ i— i(w /i)’ + i— z(w—l—/f); . +l;p2>, (5.6.3)
—2l—d+542i(w—kr) —20—d+5+2i(w+k) 5—d 5

Fil) = o 2P (

Fap) = o8
(5.6.4)

gde je ik = % — M?. Razmotrimo njihovo ponasanje za p = 0. Kada iskoristimo osobinu

hipergeometrijske funkcije o Fi(a,b;c;0) = 1 vidimo da je resenje beskonacno, tako da
ga odbacujemo i zadrzavamo koje je konacno. Medutim, posto nam je za dalju analizu
vaZno ponaSanje refenja u kasnim vremenima 1 — 0, koristi¢emo promenljivu p~!. Stoga je
opste resenje oblika

v(N, p,0a) = (5.6.5)

—iw dl 204+4d—14+2i(w+ k) —20+5—d+ 2i(w+ K .
(—m) <C+P S (+)2F1< 1 ( )7 1 ( ),1+m,P 2)

204d—1+42i(w—k) =2l+5—d+ 2i(w—K)
4 ’ 4

+eo piE e 2F1< 1 =ik, ,0_2>> Y™ (0a) -

nakon $to smo iskoristili osobinu hipergeometrijske funkcije (A.2.31f). Slicno kao i u prethodnom
odeljku, uvodimo mode sa odgovaraju¢om asimptotikom,

—iw —2l(wtk
Vot = € (—M) 7% p~ 7z W)
F<2l+d—1+2i(w+ﬁ) —2l+5—d+ 2i(w+ k)
2471 3
4 4

1+ ik, p—2) (6, , (5.6.6)

gde su U7 linearne kombinacije Y, sa fiksnim [. U limesu 1 — 0, drZeé¢i r konstantnim,
p~! — 01 resenja se ponasaju kao

d—1_. a1 . .
Vg s ™ C(—T])Tim 3 FiR—iw \I/;n(@a) . (567)

Opet mozemo da koristimo dvokomponentnu notaciju kao i ranije u (5.4.6)), pa su mode

— 8L ki TR 0
Vi L1,k = (CT ’ \Ijl (ea)> y o Vulm,—k = ( ) . (568)

0 cr— T iR g g )
Zbog toga mozemo da koristimo izraz za skalarni proizvod na asimptotskoj granici ((5.4.7)),

d

(Veo L iroses Vool 7 it ) = 2K |c|2/rd_2 dr dS) (r_%“”“”\llzﬁ*(@a) r_%l_m_iwllllﬁll(@a) — 0)

— 2% |cf? / QU (6,) U (6,) /0

= 2k |c|?® S Oy / d(logr) gllw—wlogr 4rkle|? Oy S d(w — w') (5.6.9)

o dr . /
l 7az(o.)fw )

r
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i fiksiramo ¢ = 1/v/47mk. Dobili smo
(Va1 o> Vot 11 i ) = _<U:,l,m,m U:ﬂ,l’,ﬁi’,n> = 0w — w/) Owmms >, (Vwiims U:ﬂ,l/,rﬁ’,n> =0.

Funkcije {v, 5.4} su validan izbor skupa pozitivno-frekventnih resenja. Iz izraza u okolini
asimptotske buduénosti 1 — 0 (5.5.5) i (5.6.8)) jasno je da su pozitivno-frekventna resenja
Uy.1m,x linearne kombinacije pozitivno-frekventnih reSenja w5 .. Oba skupa obrazuju prostor
resenja kod kojih je druga komponenta u nula. To znac¢i da su vakuumi definisani
ovim izborima moda isti ali razli¢iti od Banc¢-Dejvisovog vakuuma. Odatle zaklju¢ujemo da
resenja Klajn-Gordonove jednacine u (1,y") koordinatama prirodno daju de Siter invarijantan
vakuum. MoZemo da izratunamo Banc¢-Dejvisove mode u (1,y') koordinatama inverzijom o

transformacije ((5.5.19)), tj. sledeci razvoj (5.5.18). To nas vodi do

1 TR —TTK
BD _ : * _ = L ek
Uy L = COSh vy 7 — sinh vy 0= ﬁ() (e 2 Uyl — € 2 vw’lﬁﬁ> . (5.6.10)
sinh(7rk

gde je a dato izrazom ([5.5.21)). Mozemo da idemo i korak dalje i da nademo preklapanje izmedu
u i v moda. Neka je razvoj

Vi Lk = Z (awm,kz'm/ ugﬁ,ﬁ,ﬁ + Bt ki (uﬁﬁﬁ,ﬂ)ﬂ , (5.6.11)
el 17!

iz kojeg nalazimo Bogoljubovljeve koeficijente
BD BD x
ot ki = Vo Lhres Wk 17 g7 1) s B gty = (Vo i (W ) ) - (5.6.12)

Posto ¢emo da ih racunamo koristeéi skalarni proizvod na granici (5.4.7)), onda su nam potrebne
mode u dvokomponentnoj notaciji,

1 —2l ik iw
Uw,l,'rﬁ,n = <\47m e 0 \Pl (6a>> 5 (5613)
5 (k/2)i
BD ~ VT €2 Ttin) 3—d i
uk,l,n’i,n - m (e_ﬂ; (ég(/f_);i’)ﬂ \/ET 2 J%+l(l€7ﬂ) \I]l (ea)- (5614)

Za ovaj zapis uPP. iskoristili smo razvoj po modama Ukt 1 Uk m—k(5.5.18) koje imamo

kL s

zapisane u dvokomponentnoj notaciji (5.5.5)). Sada ra¢unamo

Al kl'm! =

1
VATK

e Y A
= VHe O Oyt /d'r’ pUt <2> \/EJ%H(]{ZT)
0

e A . o 272.‘{ o >
T_dT‘HK-Hw\IJ;n (0,) VT ez (/2) \/Er%d‘]%ﬂ(kr)qj;n(@“)

_9 / 2 g 46
)T " 2sinh e [(1+ik)

~ 2sinh(7r) [(1 + ix)

x _iw T [ i)
_ i (F ’ S 6 5.6.15
v T3 p () (5615
2

gde smo iskoristili integral (6.561 14.) iz [68]

o0 <1+u+u> 1
/:c“ J(ax)de =2 a1 ——2 L —Revr—1<Rep< =, a>0, (5.6.16)
o () :
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i osobinu gama funkcije,

. . Yy
I'(1 'l — = . 5.6.17
(1+ i1 — i) = S5 (56.17)
Slicno se dobijaju i koeficijenti Buum ki = —€ ™ Q. Dodatno, preklapanje izmedu
moda {0575, (V5 D4)"} i {tkim e, Uf 5.} moZe da se dobije odavde uz pomo¢ (5.5.19) i (5.5.21)).

Zavrsi¢emo nasu analizu o komutativhom de Siterovom prostoru napomenama o dvodimen-
zionom slucaju. U d = 2 (Sto povlaci da je I = 0), mode (5.6.6) mogu da se napisu preko
asociranih Lezandrovih funkcija, sto je oblik koji ¢emo da koristimo u nastavkuﬁ,

iw

0k p) = e (M) (P = 1)7FQTE L (), p> 0. (5.6.18)

Promenljiva p = y u dve dimenzije moze da ima i negativne vrednosti, pa je potrebno da

izrazom (}5.6.18) obuhvatimo i vrednosti p < 0. Najjednostavniji nacin je da prosirimo Q:’f’m
2

na parnu funkciju. Sada ¢emo da proanaliziramo asimptotiku moda (5.6.18]). Kada n — 0,
tada pri fiksnom x, imamo da § = —1 — 0, tako da se asocirana Lezandrova funkcija, (A.2.43

| o T(ik—iwtd) |
—iw W —x—ik 2 iw—ik—% (2 -

. = 2 2 2 — 1 2
Q—%-i—mb’) e \/E F(l +fo) y (y )

3+2i(k—w) 14 2i(k —w) 1
F 1 P — 6.1
X ( A , 4 , —|—m,y2 (5.6.19)

ponasa kao

A , r (—z’w + ik + l) o 4
—iw w o—%—ik 2 Ww—ik—5 (2 -
Q—%-ﬁ-zn(y) € 2 ﬁ F(l + fo) y 2 (y ) 2
o D(—iwtin+d)
~ W QT3 IR kT3 5.6.20
‘ VT T(1+ir) 7 (56.20)

posto u ovom limesu hipergeometrijska funkcija tezi jedinici. Zaklju¢ujemo da se mode asim-
ptotski ponasaju kao

T (—iwEint 1) | -

Tw o—=TFik 2 ik  —Llxik—iw
w,tr\ ] ~ Cu,tk 2727 : —-Nn):2 2T , — 0, 5.6.21
Vot (s Y) ~ Cuin € e T % ir) (—m)=""x n ( )

sto omogucava zapis u dvokomponentnoj notaciji
1 . .
~ C+ X—i—m—zw ~ O

Ve = ( 0 > y  Vw,—k = (C_ X—;-‘riﬁ—iw) X (5622)

gde su konstante

[ (—iw £ in+ 3)
T(1+ i)

Koristeéi skalarni proizvod na asimptotskoj granici ((5.4.7)), dobijamo da je skalarni proizvod

moda

Ct = Cpan€™ 9= 3Fin VT (5.6.23)

o o0
(Vwos Vol 1) = 2K / dxX vy, , Vi :4/<;/dx Uy o Vol e =
—00 0

IT(—iw + ik + 3)]?
IT'(1+ik)|?

|2e2m d(w—w). (5.6.24)

AT K |

6Zbog osobine (|A.2.51) kod moda umesto Q_Y,,, mozemo da uzmemo Q™ i Dri Gemu se malo menja
-3 -3

izraz za normalizacionu konstantu. Definicije i osobine asociranih (pridruzenih) Lezandrovih funkcija koje su
nam potrebne prilikom ra¢unanja date su u dodatku

40



Normalizaciona konstanta u ovom slucaju je

I'(1+ik) e ™ 9 1 L
ok = , wrlt = ———¢e ™ cosh —w)) . (5.6.25
Cw, 2k T (—iw +ik+ %) o] 472 sinh (k) ‘ cosh(m(r—w)). ( )

Ovde smo iskoristili osobine gama funkcija ((5.6.17]) i

1 1 T
M=+ |l(=—iy)= : 5.6.26
(2 + zy) (2 zy) cosh my ( )
Takode, moguée je razmotriti i drugi nac¢in prosirenja funkcija Q™ e 1P Koristeci formulu
2
(A.2.52)) iz dodatka o Lezandrovim funkcijama,
Q:llw_i_”{/(_p) = :l:i€¥lﬁr Q:Zw_'_“i(p) Y (5627)
2 2

Znak + nakon znaka jednakosti odgovara analitickim prosirenjima u gornjoj i donjoj ravni,
respektivno. Koristec¢i proSirenje na gornjoj poluravni, tj. gornji znak u (5.6.27)), iz skalarnog
proizvoda moda,

oo o0
-2
(Vs Voot i) = 2K / dx vy, , Vi x = 26 (1 +e7°7) /dx U Vit e =
A 0

IT(—iw + ik + %)|2

Ak e cosh kK 0/ dx U::ﬁ Vol i = 42k |Cw7,.;|2€27r”6_“7r cosh k7 |F(1 n i/f)|2 5(w _ w’)’
(5.6.28)
zakljucujemo da je vrednost konstante
F(]_ + ’LH}) ek e ™ 9 6#5672770.1
Wik = y |cok|” = =———-— cosh — )
wr =\ e T (i p it 1) i) O )

Videli smo u ([5.3.16)) da se prilikom rac¢unanja dvotackastih Grinovih funkcija sumira ili integrali
po kvantnim brojevima moda. Zavisnost od w, koja je za to relevantna je ista u oba navedena
pristupa. U narednim poglavljima ¢emo se drzati jednostavnijeg slucaja ([5.6.25]).
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6 Kosmoloski modeli na nekomutativ-
nom prostoru

Kao sto je izlozeno u uvodnom delu, fazi prostor se definiSe pomoc¢u dva skupa promenljivih:
koordinata z* i impulsa p,, koji zadovoljavaju frame relacije oblika

[, 2] = el (2) . (6.0.1)

Desna strana je izrazena samo preko ##. Grubo receno, struktura koja proizilazi iz {p., 2"}
bi trebalo da bude kvantna verzija klasi¢ne geometrije sa filbajnima e#(z). Koordinate i im-
pulsi su ili elementi neke apstraktne algebre ili operatori koji deluju na Hilbertovom prostoru
stanja. Algebra A generisana skupom Z* je fazi prostor. Impulsi i relacije medu njima definisu
diferencijalnu geometriju fazi prostora ukljucujuéi i laplasijan. Kod fazi de Siterovog prostora,
i impulsi p,, i koordinate #* su konstruisani od elemenata Lijeve algebre so(1,d), koji deluju u
odredenoj ireducibilnoj reprezentaciji. Ovde ¢emo da uvedemo fazi de Siterov prostor u dve i
¢etiri dimenzije. U cetiri dimenzije ¢emo da razmatramo dve mogucnosti za izbor tangentnog
prostora. U prvoj verziji se broj dimenzija tangentnog prostora poklapa sa dimenzijom pros-
tora, ali na taj nacin nije zadrzana cela simetrija, dok je u drugoj varijanti tangentni prostor
desetodimenzioni, ali poseduje celu simetriju.

6.1 Fazi dSQ

U literaturi postoji nekoliko modela de Siterovog i anti de Siterovog prostora u dve dimenzije
(dSy 1 AdS,) definisanih koristeéi so(1,2) algebru, [53] [69] [70]. Mi definiSemo fazi dS; koristeci
frame formalizam [I1] i konstrukciju h-deformisane ravni Lobacevskog, [52]. O diferencijalnoj
geometriji na ovoj nekomutativnoj ravni, [53], je bilo vise detalja u uvodnoj glavi . Ovaj pristup
odgovara i nasoj generalnoj konstrukciji fazi de Siterovog prostora u d dimenzija, dS,;. Ako sa
KT ozna¢imo parametar deformacije, onda koordinate 7 i 4 fazi dS, prostora zadovoljavaju

[, 2] = ki) . (6.1.1)

One mogu da se identifikuju sa generatorima translacija i dilatacija so(1,2) algebre,

n=—kP, &= —ikD . (6.1.2)
Impulsi su onda

po=D, p=-F, (6.1.3)
i nenulte frame zagrade

[bo, ] =7, [P1, 2] =1 (6.1.4)

Nekomutativnost prostorvremena se meri konstantom k. Postojanje drugih skala duzine ¢ (ili A) povezanih
sa krivinom prostorvremena omogucava da diskutujemo razli¢ite limese, komutativan i limes ravnog prostora.
Posto ih nadalje neéemo diskutovati, u vetem delu teksta ¢emo fiksirati ¢ = 1.
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Stoga, frame elementi
e)=el =, e =el =0, (6.1.5)
daju korektnu metriku dvodimenzionog de Siterovog prostora u Poenkareovim koordinatama,
g =ehelinag, g0 =—g"=-n", ¢ =g"=0 (6.1.6)

Diferencijalna geometrija ne zavisi od komutatora izmedu koordinata (6.1.1]), a zavisi od ko-
mutatora izmedu impulsa koji je ovde

(Do, P1] = D1 - (6.1.7)

Nenulte strukturne konstante su C'y; = —C*',, = 1. Frame relacije i komutatori medu impul-
sima definisu diferencijal i daju izvode 0- i 1-formi:

iy = (eh 8,0 =n6°, di = (eh 0,2)0% = 70", (6.1.8)
1 1
0 0 1 1 0l
do” = —5057959” =0, df' =-3C 5,0°07 = —0°9" . (6.1.9)

Co-frame 1-forme 6 su dualne izvodima e, = ad,,. Oni se ponasaju kao njihovi komutativni
analogoni: komutiraju sa koordinatama i antikomutiraju medusobno. Prateéi pravila iz [11]
moze se naci jedinstvena Levi-Civita koneksija V0 = —w @ 67, sa 1-formama wh = w6
1 Wapy = % (Capy + Crap = Cpaa);

wWo11 — —W1i10 = 1, w101 = O, (6110)

WO =wo=—-0', WY =w=0. (6.1.11)

Ovde su «, f = 0,1 frame indeksi. Odgovarajuce 2-forme krivine

1
Qag = dwo‘g + wa7w75 = §Ra5759706 s (6112)

su
0% =04 =0, O, = Q% =6°". (6.1.13)
Iz njih se dobijaju komponente Rimanovog 3,5 i Ricijevog tenzora R,3 = 7,4, kao i skalar
krivine R = R,
R0101 = —1, R()() = —RH = —1, R = 2, (6114)
koje su iste kao kod dvodimenzionog komutativnog dS prostora.

Takode, po analogiji sa komutativhom geometrijom, definiSemo Hodz dual * i kodiferencijal 4.
Hodz dual deluje na (bazisne) 0-, 1- i 2-forme kao

x1 = 0°9", x0° = —0", *0' = —0°, #(0°0") = —1, (6.1.15)

gde smo uzeli da je ¢y = 1. Kodiferencijal u tangentnom prostoru dimenzije n = 2 na 0 i
1-forme deluje kao § = — x dx. Kada deluje na O-forme daje nulu, 0® = 0. Zakljucak izvodimo
na osnovu toga sto u dvodimenzionom tangentnom prostoru Hodz dual O-formu prebacuje u
2-formu, a diferencijal 2-forme je 0. Stoga, da bismo dobili izraz za laplasijan, koji deluje na
funkcije nekomutativnih koordinata (0-forme), kre¢emo od

AD = (3d + d8)® = §dD = —  d * dD, (6.1.16)

43



zatim iskoristimo da je diferencijal funkcije d® = [p,, ®] 6%, nakon cega slede operacije *, d pa
*:
A® = — «d ([py, D] #6° + [pr, @] 0") = xd ([po, ®] 0" + [p1, D] 0°)

= ([po, [po, @) 6°0" + [po, ®] 6" + [py, [p1, ®]] 6"6° + [p1, ®] d6°)

= ([po, [po, @) 6°0" — [po, ®]6°0" + [p1, [p1, )] 6'6")

= ([p()a [p07 q)H - [p()a q)] - [pla [ph ®]]) * (9091) : (6]‘]‘7)
U prvom redu smo iskoristili (6.1.15]), a u drugom smo zakljucili da diferencijal komutatora
impulsa i 0-forme daje 1-formu koja sadrzi dvostruki komutator. Zbog antikomutiranja bazisnih
1-formi imamo da je (8°)*> = 0 = (0')?, $to znali da postoji ograni¢enje da se u dvostrukom
komutatoru javlja ista komponenta impulsa. U tretem redu smo zamenili diferencijale 1-formi

na osnovu (6.1.9). Dosli smo do izraza za laplasijan koji deluje na skalarna polja (elemente
algbre A):

A® = —[po, [Po, ]| + [Po, @] + [p1, [P1, P]] - (6.1.18)

6.2 Fazi dS u Cetiri dimenzije - I varijanta

Definicija fazi dSy, [66], bazirana je na slicnosti izmedu realizacije klasi¢nog de Siterovog pros-
tora kao hiperboloida koji je uronjen u petodimenzioni prostor Minkovskog,

XX, = aig, a=0,1,...,4, (6.2.1)
i izraza za Kazimirov element g = so0(1,4),
Cy = WOW, . (6.2.2)

Ovde su W, komponente vektora Pauli-Lubanskog

1
we =g PV Mg M, | (6.2.3)

gde koristimo konvenciju €"'?** = 1. U svakoj ireducibilnoj reprezentaciji so(1,4), kvadratni

Kazimir deluje kao konstanta. Identifikujemo W, and X, koriste¢i jednac¢inu uronjavanja
(eng. embedding) , sa odgovaraju¢om vezom izmedu kosmoloske konstante i vrednosti
C}y. Slicnu opservaciju mozemo da napravimo za bilo koji de Siterov prostor u parnom broju
dimenzija} Kod neparnog broja dimenzija, npr. za d = 3, odgovarajuéi izbor koordinata u
slu¢aju prostora negativne krivine je sugerisan u radu [71]. Uronjene koordinate su kvadratne po

20va konstrukcija fazi dS prostora moze pravolinijski da se generalizuje na ostale prostore maksimalne
simetrije sa grupom simetrije SO(p, q) posebno za p + ¢ = d + 1 sa parnim d. Koordinate mogu da se iden-
tifikuju sa vektorom u d 4 1 dimenzionom ravnom prostoru W = e¥®1@2--®d—1@a M, ... My, o, Relacija
uronjavanja je i Kazimirova relacija W,W® = const, tako da je odgovarajuéi fazi prostor definisan kao unitarna
ireducibilna reprezentacija SO(p, q) grupe.
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generatorima grupe tako da se ne zatvaraju pri komutiranju, sto se vidi iz slede¢ih komutatora:

14
[Xo, XZ] = iqjk (X] (B - KZ) + ijX4) 5 (624)
14
l
[Xi,Xj] = _ieijk (2D X+ (Pk — Kk)X() + (Pk + Kk)X4) , (626)
l

Hipoteticki, moguce je da bi se u nekoj reprezentaciji dobile relacije koje su zatvorene. Za fazi
dS; koordinate su izabrane medu komponentama vektora Pauli-Lubanskog,

fl=—L(Wy—Wy), 2'=IW", i=1,2,3. (6.2.8)

To su Poenkareove koordinate koje definisu diferencijalnu (fazi) geometriju. Konstantu ¢ fik-
siramo

3

gde je k skala nekomutativnosti sa dimenzijom duzine na kvadrat. Impulsi p,, su definisani kao
odredeni generatori SO(1,4) grupe, slicno kao u dvodimenzionom slu¢aju. Impulsi suE|

po=D, p;=-—F, 1=1,2,3. (6.2.10)
Da je ovakav izbor impulsa korektan potvrduju relacije
[P, 2% = 05 7, w,v=0,1,2,3, (6.2.11)

iz kojih se dobijaju frame elementi ¢ = 7 0% koji daju metriku dS, prostora, ¢ = —7*, ¢" =
7% 5%, Relacije znale da ## = (1), 2") treba da se posmatra kao kvantizacija Poenkare-
ovih koordinata (1n,x"). U svim ovim izrazima, elemente univerzalno natkrivajuce algebre U(g)
treba posmatrati kao operatore koji deluju u nekoj ireducibilnoj reprezentaciji od g. Izbor
reprezentacije je deo procedure kvantovanja, ali za trenutnu diskusiju nije potrebno znanje
reprezentacije.

Frame formalizam obezbeduje sistematican nac¢in za definisanje diferencijalne geometrije. Bazi-
ran je na (|6.2.11)) i algebri koju zadovoljavaju impulsi. U slucaju koji razmatramo Lijeva algebra
je podalgebra so(1,4) algebre,

[P0, Di] = Ds, [Di,Dj] =0 . (6.2.12)
Zbog toga kazemo da su fazi dS prostori tipa Lijeve algebre. Iz (6.2.12)) sledi da su nenulte
strukturne konstante (2.1.5))
, , , 1
Clog = —Clo =0}, Poy= o (5284~ 5367) (6.2.13)

VR

Ove strukturne konstante nisu ni cikli¢ne ni potpuno antisimetri¢ne. Struktura Lijeve alge-
bre (6.2.12)) implicira da frame 1-forme antikomutiraju, 6?¢® = —#°0%. Diferencijal 1-formi

dobijamo iz ([2.1.10]), . .
df® =0, do' = —6°0". (6.2.14)

3U radovim [50, 22], gde prethodno razmatran fazi dS, prostor, kod izbora impulsa stajale su konstante npr.
za ipy = J{T&R = \/C>AM04. Kvadratni koren kosmoloske konstante je dodat da bi impulsi bili dimenzino
dobri, a izbor konstante { = % vodi do toga da je skalarna krivina R = 4A. U ovom odeljku sledimo notaciju
iz [I7] jer su glavni rezultati ove disertacije objavljeni u tom radu.
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Za koneksiju se dobija
(JJOO = O, woi = —MNij Qj s wio = —Gi, Ldij =0. (6215)

Ova koneksija je metricki kompatibilna sa nultom torzijom. Dalje nalazimo komponente 2-forme
krivine
0% =0, Q% = 0°¢7 Oy = 0%, Q' = nut'0" (6.2.16)
iz kojih se lako nalaze nenulte komponente Rimanovog tenzora,
ROin = Mij, Riooj' = 5;', Rijlm = 77jm5li - mzéfn- (6.2.17)
Za dobijanje komponenti Rijlm desnu stranu izraza Q; = 700" smo antisimetrizovali po
indeksima [ i m posto co-frame 1-forme antikomutiraju,

4 . 1 . . 1 . )
sz = Njk 0 551 o™ = 5771'1@ (@l 57]; — oy, 5{?) 0'6™ = §<T7jm(sll - 77]'15;1) 0'o™. (6-2~18)

Ricijev tenzor i skalar krivine su
Roo = 37700, Rij = 3772']' s R = 6, (6219)

odakle vidimo da Ricijev tenzor zadovoljava relaciju R,z = 374z . Slicno kao i u dve dimenzije,
cetvorodimenzioni fazi dS prostor deli neke vazne osobine sa komutativnom verzijom tog pros-
tora: ima konstantnu krivinu i zadovoljava Ajnstajnove jednacine sa pozitivhom kosmoloskom
konstantom. Na bazisne 1-forme, 4-formu i O-formu, HodZova dualnost deluje na slede¢i nacin:

% 90 — _6)192937 * 91 _ —909283, * 92 — 009183,
%03 = —09102,  (0°0160%603) = —1, x1 =063, (6.2.20)
Da bismo nasli izraz za lapalsijan koji deluje na skalarne funkcije nekomutativnih koordinata,

ostalo je jos da uvedemo kodiferencijal. On deluje na p-forme u n dimenzionom prostoru izrazom
§ = (=1)"* 1 dx. Konkretno, interesuje nas slucaj n = 4 i p = 0, 1, gde kodiferencijal deluje

kao 0 = — x dx. Posto on spusta broj forme, onda je d f = 0. Ovde je zgodno da se diferencijal
funkcije napise preko komutatora, df = [p,, f]6*. Navodimo detalje ra¢una kojim dolazimo do
lapalsijana

Af = (do+dd)f =0 ([pa, f]0%) (6.2.21)

= —xdx ([po, /16° + [pi, /167) = = d ([po, f1 0° + [pi, /] % 6)
= —xd(~[po, f10'0°0° — [p1, f10°0°0° + [p2, f10°0"0° — [ps, f]6°0"0)
= ([po, [po, f116°0"0°6° + [po, f]d(6"6°6°) + [py, [py, f1]0"0°0%6° + [py, /] d(6°6°6°)
~[p, [p2, £10%0°0"0° — [ps, £1d(6°0"0°) + [ps, [ps, 1) 0°0°0"07 + [ps, £ d(6°0"6%)) . (6.2.22)

Prime¢ujemo da je diferencijal 3-formi koje u sebi sadrze bazisnu formu #° jednak nuli, $to
sledi iz (6.2.14)) i ¢injenice da bazisne 1-forme antikomutiraju. Takode smo iskoristili takozvano
gradirano Lajbnicovo pravilo koje zadovoljava spoljasnji izvod kada deluje na p-forme. Ostalo
je jos da primenimo Hodz star,

Af =x (([Pt), [po, f1] = [p1, [p1, F1] = [p2. [p2, F1] = [ps, [ps, f1]) 0°60 6263
+lpo. £ (—0°6'6%6° + 016°6%6° — 0'6%0°0%) ), (6.2.23)
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i dobijamo kako laplasijan deluje na skalarna polja, tj. skalarne funkcije nekomutativnih koor-
dinata,

A® = —[po, [Po, ]| + 3[po, ®] + [Ps, [Di, P]] - (6.2.24)

Ovaj laplasijan je invarijantan na 3-rotacije:
[Lij, A] = [Lij, =D* + 3D + (P;)*] = 0. (6.2.25)

Kada laplasijan deluje na talasne funkcije, elemente prostora reprezentacije SO(1,4), dobija se
izraz koji nazivamo ,kvantnomehanicki laplasijan”,

AW = (pop® + pip' — 34/CAfo) W (6.2.26)

Njega smo analizirali u radu [50] i detaljno je razmotren u glavi . Ovaj izraz, kao i sve
rezultate iz tog rada smo dobili u signaturi koja se koristi u kvantnoj teoriji polja (4, —, —, —).
Medutim, taj izbor ne uti¢e na talasne funkcije koje smo dobili. Promena signature donosi i
promenu znaka ispred m? u Klajn-Gordonovoj jedna&ini.

Moguce je da se svojstvene funkcije napisu preko svojstvenih funkcija kvantnome-
hanickog laplasijana i veli¢ina iz teorije reprezentacije kao sto su 6j-simboli SO(1,4) grupe.
Mi ¢emo da sledimo jednostavniji i direktniji pristup koji koristi poseban skup koordinata na
fazi dS4. To je tema poglavlja Naglasi¢emo jednu nestandardnu i verovatno nepozeljnu
osobinu ovih lapalsijana: oni nisu hermitski. U komutativnom sluc¢aju hermitskost laplasijana
je garantovana jedinstvenoséu de Ramovog racuna i invarijantnoséu mere kod integrala. U
nekomutativnom slucaju diferencijalni racun nije jedinstven i integral (trag) je definisan jedino
u konkretnoj reprezentaciji. Nehermitski lapalsijan slican dobijen je za h—deformisanu
ravan Lobacevskog, [53,52]. Problem je resen tako Sto je promenjeno uredenje operatora u [53]
i promenom definicije u [52]. U glavi [7] smo razmisljali slicno: uveli smo simetri¢no uredenje
laplasijana na slede¢i nacin

1 .
AV = o (A + AN = (pop” + pip) ¥ (6.2.27)

Za kraj ¢emo da dodamo jednu napomenu. Komutativni analogon frame elemenata koji su
prethodno uvedeni ¢ini skup vektorskih polja

ey = n@n, e, = T]axz . (6228)

Videli smo da su frame izvodi generisani elementima algebre so(1,d), $to nije slucaj u komu-
tativnoj varijanti. Klasi¢ni frame izvodi nisu dati preko Kilingovih vektora. Medutim, pos-
toji difeomorfizam koji omoguéava prelaz izmedu vektora {eg,e;} i generatora {D, P;} grupe
SO(1,d) koji deluju na de Siterovom prostoru preko izometrija ([5.2.3)-(5.2.4]). Zaista, ako je ®
involucija
. 1 %t
®:dSy — dSs,  (M,x) — <X> : (6.2.29)
nn
onda ® prebacuje {co, ;) u {po, pi}.
Qe =D =pyg, P'e¢;=—-P =p;. (6.2.30)

U slucaju h-deformisane hiperbolicke ravni, slicna struktura je pokazana u [11]. Ovo implicira
da, posto algebra nekomutativnih koordinata nosi reprezentaciju de Siterove grupe, onda je
dejstvo na koordinate ,tvistovano” pomocu ®. Posto ® komutira sa rotacijama L;;, one ostaju
simetrija fazi laplasijana.

R
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6.3 Fazi dS u cCetiri dimenzije - II varijanta

Identifikacija koordinata koju smo naveli u I verziji vazi i ovde. Drugaciji izbor impulsa uzrokuje
i drugaciji diferencijalni ra¢un. U tome je razlika izmedu ove dve verzije fazi dS;. Ako zelimo
da sa¢uvamo celu de Siterovu simetriju, za impulse biramo sve generatore Maﬂﬁ

ipa = VA Mg, (6.3.1)

gde indeks A = 1,...10, oznacava antisimetri¢ne parove [a/3]. Kada impulsi formiraju Lijevu
grupu [pa, ps] = CPappp, skalar krivine je kvadratan po strukturnim konstantama, R =

L CABPCpp. Da bi se za skalarnu krivinu dobilo R = 4A , uizraz (6.3.1) dodajemo i ¢ = 4/15,

ipa = /CA Myg. (6.3.2)

Medutim, radi jednostavnosti zadrza¢emo se na (6.3.1)). Konstanta nekomutativnosti & javlja
se kod komutatora medu koordinatama,

(2o, @i] = K (€ijx TjPrvs + Pia), (24, 7] = F (€31 Djre Th + PiTo), (6.3.3)
(20, 4] = Epiz, (23, 2;] = K €k (Pr1o%k — Pr+3T0 — Drt6Ta). (6.3.4)

Odavde vidimo da je klasi¢ni limes definisan kao & — 0. Ovakav izbor impulsa, a samim
tim i diferencijalne strukture, je nestandardan posto imamo 5 — 1 = 4 prostorne dimenzije
sa tangentnim prostorom od 10 dimenzija. Ova osobina formalno dolazi od nekomutativnosti
koordinata. Dalje zZelimo da dodemo do metrike i laplasijana pomocu diferencijalnog racuna
definisanog na ovaj na¢in. Na slede¢i nacin povezujemo impulse sa generatorima,

= VAL, ipus=VAP, ipis=VAQi ipio=VAR i=123, (6.3.5)

i uvodimo lokalno ravnu metriku g*? = n? sa signaturom (+ + + + + + — — ——), gde su
sada A, B =1,...10. Nalazimo da su nenulte strukturne konstante Cypc

Cijk = \/Keijka Cijt3 k3 = \/Kﬂ'jk, Ci j46,i+6 = —VA €ijk,  Civsjr6,10 = —\/K5ij(6-3-6)

Nenulte su takode sve permutacije strukturnih konstanti sa datim indeksima i C'4g¢ su potpuno
antisimetri¢ni. To smo imali u vidu prilikom ra¢unanja diferencijala 1-formi iz (2.1.10)). Dobili
smo

d@z — ;\/Keijk (_ejgk . t9j+3¢9k+3 4 8j+6‘9k+6) ’ d6i+3 — \/K(_Gijkejek+3 + 9i+6010),

A0S = VA (—e 070" + 673010), A0 = —/A gi+3gi+0 (6.3.7)
odnosno,
= VA (—0°0° — 0°6° + 6°0°), d9* = VA (616° + 6%6° — 676°),
= VA (=0'0? — 0°0° + 070°), do* = VA(0P0° — 620° + 070'),
= VA (—60%0* 4 065 + 6°0'°), d6® = VA (26" — 0'6° + 6°9'°),
= VA (6°0° — 620° + 6%0'), d6® = VA (8'6° — 6°07 + 6°6'°),
= VA (6207 — 6'6% + 6°0"), 40" = VA(—0'0T — 6°6° — 65¢°). (6.3.8)

40vde pratimo notaciju iz rada [22] pa smo kao i tamo dodali VA da bi izraz bio dimenziono dobar.
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Za frame komponente €% = [pa, xz*] se dobija

e) =0, ) 3 =0, &) = VA, %y = VA, (6.3.9)
eh = —¢ LV ZF, ey = (5;\/K3:4, e = 5§\/K:1:0, ety =0, (6.3.10)
et =0, ehy=—VAal, el =0, ely = VA" (6.3.11)

Odavde moze da se izra¢una diferencijal koordinata dz® = e% 64,

dz® = VA2 9+ + VA1, (6.3.12)
de' = —€ VA 2RO + VA 207 4 VA 209770, (6.3.13)
det = —VA 203 4 VA 2°9. (6.3.14)

Prostornovremenske komponente inverzne metrike, ¢g*# = eje%nAB, a=0,1,2,3,4,

_(Ii)2 _ (x4)2 i — x40
g*% = A 00 (_ (2°)2 + (z)2 + (z 4)2) U — i i 7
04 — it _(IO)Q + ($z)2

mogu da se uproste,
g°% = 3n*F — AP~ (6.3.15)
U komutativnom limesu metrika ¢®° je singularna i redukuje se na projektor na ¢etvorodimen-

zioni dS prostor projektujuci radijus vektor x,. Da bismo nasli komponente 1-forme koneksije

wiy = w5 0 potrebne su komponente wapc = % (Capc + Coap — Cpea), koje dobijamo iz

strukturnih konstanti (6.3.6)),

1 1 1 1
Wijk = 5\/K€ijka Wi, j+3,k+3 = 5\/K€ijk7 Wi, j+6,k+6 — _5\/K€ijka Wi+3,j+6,10 = _5\/K5ij~
(6.3.16)

Na njih se prenosi osobina da su potpuno antisimetri¢ni. Nenulte komponente 1-forme koneksije
su

- 1 - , 1 . . 1 . ’ 1 .
wlk = *\/Kﬁijkej, w2k+3 = 5\/K6ijk03+37 oﬂk% = —5\/K€ijk93+6, WH—%H_:; == 5\/K€ijk9]7

, 1 . , , 1 '
H—?;H_() — \/_5“6910 wz+310 = _5\/K92+6’ wz+(;€+6 — 7\/K€ijk93’ wz-i-(ilo — _5\/K91+3'
(6.3.17)

Iz njih smo nasli nenulte komponente 2-forme krivine

, , , 1 , . . . 1 . .
sz — szig — QZJlgiG — ZA (9291@ + 91+36k+3 _ 91+69k+6> ’ sz+3 — ZA (919k+3 _ 6k91+3) ’

: 1 : : 1
sz-g-ﬁ — 1A (_920k+6 + 9k01+6> 7 sz-i,-ﬁ _ _ZA (5]26)j+39]+6,
0 +130 _ ZA <6ijk9J0k:+6 ! +3910> : 0 +160 _ ZA <€ijk939k:+3 ! +6910) _

(6.3.18)
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Odavde racunamo komponente Rimanovog tenzora

% _ % _ i _ i _ % _ i+3 _
Rklm - Rkl+3m+3 =-R kl+6m+6 — Rk+3!m+3 =-R k+6Ilm+6 — R k+314+3m+3 —
o Rz‘+3 _ _Ri+6 _ EA 52 . 51 Ri+3 _ _lA 51
k+314+6m+6 — k+614+6m+6 — 4 1 Mem m Tkl | k4+614+3m+6 4 k Thm,
Ri+3 _ Ri+6 _ }A ) Ri+3 _ Ri+6 _ _}A 51 (6 3 19)
10lm+6 — 10lm+3 — 4 €ilm, 10k+310 — 10k+610 — 4 k> o

a zatim komponente Ricijevog tenzora
3 3 3 3
Ry, = 51\ Nik; Rii3kis = 51\ Nik, Rit6kv6 = _EA Nik; Rig10 = —51\‘ (6.3-20)

Dobili smo da je Rap = %A nap. Kao Sto smo ve¢ rekli na pocetku, koriste¢i dati frame za
skalarnu krivinu se dobija R = 15A, odnosno nakon skaliranja (6.3.2)),

R =15CA. (6.3.21)
Hodz dual deluje na bazisne 1- i 10-forme na slede¢i nacin:
*0' =6%...0", A «0° = 0'0%0* ... 0",
x0* = —0t...0°0° ... 61, £0° =01 05 ... 0", %0 = —0* ... 0°07 ... 0%,
x0T = —0r ... 0%°% ... 6, 0% =0'...076°9", x0° = —0" ... 6%9"°,
%00 = 9! .6, «0t ... 00 =1, (6.3.22)

gde smo uzeli da je €210 = 1. Da bismo nasli laplasijan koji deluje na skalarne funkcije, tj.
0-forme, ostalo je jos da prokomentariSemo kodiferencijal. U tangentnom prostoru dimenzije
n =10, na p = 0, 1 forme on deluje sa § = — * dx. Kre¢emo od izraza

AP = (0d + d6)® = §d® = — s d * ([pa, ®]0*) = — xd ([pa, B] * ") (6.3.23)

u kom se podrazumeva sumiranje po indeksu A = 1,...10. Dalje primenjujemo Hodz dual
1-formi navedenih u ([6.3.22)), a zatim delujemo spoljasnjim izvodom,

A® = —x (d([pa, @]) * 0 + [pa, ®]d  0%). (6.3.24)

Proanalizira¢emo diferencijal 9-formi na primeru d x 0* = d(6*...0'). Nakon Sto primenimo
gradirano Lajbnicovo pravilo,

d+ 0" = (d0%)63 ... 0% — 0%(d6)0* ... do™ + 62 ... 6°(do™), (6.3.25)

i uzmemo u obzir izraze (6.3.8)) zakljué¢ujemo da se u svakom clanu javlja kvadrat neke 1-forme.
To znadi da je d x 0* = 0, a isto vazi i za sve ostale diferencijale 9-formi, d x #4 = 0. Ostaje

AP = — ([pla [pla (I)” 61 * Ql + ... [pl(b [plOu (I)” 910 * 610) - _nAB[pAa [pB7 q)]] * (01 s 910)7

(6.3.26)

gde smo iskoristili da su 10-forme 0' 0 = - .- = 05%0% = —0"x07 = ... = —010x90 = 91 . 90,
Dosli smo do laplasijana (a time i Klajn-Gordonove jednacine) za skalarno polje

AD = —n*Bpy, [pp, @] = —n*Pesepd = M?. (6.3.27)

U ovom slucaju se laplasijan redukuje na Kazimirov operator C', = Q. To znac¢i da, kada
deluje na talasne funkcije ¥, laplasijan je konstanta. Pored toga, time smo potvrdili i poc¢etnu
pretpostvaku da smo zadrzali celu de Siterovu simetriju jer Kazimirov operator komutira sa
svim generatorima. Kvadratni Kazimirov operator Q je ¢esto povezan sa masom [72, [73].
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7 Energija i laplasijan

U prethodnom poglavlju su odredene diferencijalno-geometrijske osobine fazi dS prostora. Videli
smo da je opisana homogena i izotropna metrika FLRW tipa i da je krivina konstantna. Ove
osobine slede iz algebre impulsa i ne zavise od konkretne reprezentacije. Da bi se prostor dalje
ispitao, npr. da bi se video spektar koordinata, potrebna je konkretna reprezentacija. Ovde
¢emo koristiti Mojlanovu reprezentaciju preko operatora u Hilbertovom prostoru stanja koju
smo uveli u poglavlju . U reprezentacijama (p, s = 0) Kazimirov operator je YW = 0, pa su
sve komponente vektora Pauli-Lubanskog W< = 0, Sto bi znacilo da je kosmoloska konstanta
A= ﬁ = 0o i da u ovom slucaju ne postoji direktna fizicka interpretacija koordinata. Zbog
toga su informacije o spektru koordinata dobijene koristeéi reprezentacije (p, s = %) Dobijeno
je da je spektar prostornih koordinata X¢ X* kontinualan, dok je spektar vremenske koordi-
nate X diskretan. Sprektri konformnog i kosmoloskog vremena n i 7 = —log (W° + W) su
kontinualni, [66]. U okviru ovog poglavlja zelimo da prikazemo rezultate rada [50]: spektar
i svojstvene funkcije energije i kvantnomehanickog laplasijana na fazi dS prostoru, koje smo
dobili koriste¢i Mojlanovu reprezentaciju.

7.1 Spektar energije fazi de Siterovog prostora

U konformnoj teoriji polja energija £ se ¢esto identifikuje sa generatorom dilatacije Moy Ovde
imamo

['i/\/lo4, W() — W4] = Wo — W4 , (7.1.1)
gde je, My, kanonski konjugovano kosmoloskom vremenu 7. Stoga definiSemo energiju kao
h h
£=" Moy = — (7.1.2)

] VAP

ResSavamo svojstveni problem energije u reprezentaciji (p,s = 0). U potprostoru Hs, My, se
svodi na

3i 0
Mos~ = Moy = —— —p=—. 7.1.3
04,1 04 = Do (P 9 p 8p> ( )
Ovde je p radijalna komponenta vektora p, p?> = p? = —p;p’, a po je pozitivni kvadratni koren,

po = Vp?+ 1. Posto My komutira sa angularnim momentom M;;, znac¢i da ¢e ugaoni deo
resenja svojstvene jednacine

Moy Yy = Ay (7.1.4)
biti sferni harmonici ;™ (6, ¢). Zato koristimo sledeéi anzac
m Ha(®) 3 m
Brimt(7) = r1 () Y7(6, ) = A;” Y6, 0). (7.15)
i dobijamo radijalnu jednacinu
. dsr (3
Z<p3 - 1) dpo + (2 - P)po Uar = —Atay. (7.1.6)
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Njena resenja su

‘ S\ 2
Urg =cap 2 (po ) ° (7.1.7)

z = €(0,1), (7.1.8)
preko koje su resenja ) )
f)\7T = O)\ (1 — 22)§+1P Z_E_Zp—’_l)\ . (719)
U potprostoru H|, radijalna jednacina je ista, uz zamenu py, — —pp ili A — —A; zato njeno
reSenje mozemo da napisemo preko resenja u Hi:

Fop) = f-ar(p). (7.1.10)

Radijalna resenja se ponasaju kao ravni talasi po log z. Svojstvena vrednost A nema ogranicenja:
A € R, ienergija £ ima kontinualni spektar. Hteli bismo da vidimo normu resenja (|7.1.7)) ko-

riste¢i skalarni proizvod (4.3.16))[74]

[ i (V=2) * THA—A) XN =A
<w/\,T: w)\/,T) = 511’ 5mm’ C,\C)\/ / — Rz = 5ll’ 5mm’ C)\C)\/ 1 , .
0 V=) N # A
(7.1.11)

Vidimo da su zapravo resenja adekvatno normirana jedino na celom Hilbertovom prostoru

HT @ %i :
(Ux, Un) = (Ung, Ung) + (WUng, Uay) = (U Ung) + (Uox g, ox)) = 0w Oy 6(N — X)

za Cy = 4/1/2m.

U unitarnim ireducibilnim reprezentacijama (p,s = 1/2) radijalne svojstvene funkcije imaju
malo drugaciji oblik zbog razli¢ite mere u skalarnom proizvodu, ali su spektar energije i nor-
malizaciona konstanta isti kao u slucaju s = 0.

7.2 Kvantnomehanicki laplasijan

U zakrivljenom komutativnom prostorvremenu jednacina kretanja za skalarno polje f je
(A+p*+&R) f =0, (7.2.1)

gde je p masa polja, a ¢ konstanta interakcije sa krivinom. Posto je u de Siterovom prostoru
krivina R konstantna, jednacina kretanja ima oblik svojstvene jednacine za laplasijan,

(A+MHf=0 M =p*>+<¢R. (7.2.2)

Partikularna resenja jednacine formiraju bazis u Hilbertovom prostoru resenja H pogo-
dan za kvantizaciju. Pozitivno energetska resenja definisu jednocesti¢ni Hilbertov prostor stanja
H. sto daje kvantnomehanicki opis skalarnih ¢estica. Podela na pozitivno i negativno energet-
ska stanja moze se uraditi u statickom prostorvremenu. Medutim, podela na H = H, & H_
nije jedinstvena i zavisi od izbora koordinata, a moze se uraditi generalno, [75]. Ponovo ¢emo
da naglasimo da se u nekomutativnom kontekstu klasi¢na jednacina kretanja za skalarno polje
feA, ’

(o, (%, 1] + B3, [0, f1] + M*f =0, (7.2.3)
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razlikuje od kvantnomehanicke jednacine za skalarnu cesticu opisanu talasnom funkcijom ¥ €
H, '
(Pop” + pip") ¥ + M?¥ = 0. (7.2.4)

U jednostavnim slucajevima reSenja ove dve jednacine su povezana. Izrazi za laplasijan u
i su racunati koriste¢i tzv. “poljasku® signaturu. Medutim, resenje je svakako
isto kao da je ra¢unato u obrnutoj signaturi jer se razlikuje i znak ispred M? u Klajn-Gordonovoj
jednacini. Vazno je da napomenemo da u fazi dS prostoru svojstvena stanja laplasijana (6.2.27))
nemaju odredenu vrednost energije jer te dve opservable ne komutiraju, [£, A] # 0. To sprecava
direktnu interpretaciju pozitivno energetskog potprostora H . kao prostora jednocesticnih eksc-
itacija kvantnog polja. Prelazimo na resavanje . Da bismo primenili relacije iz knjige
[76] prelazimo na trodimenzionu euklidsku notaciju po sledeé¢im pravilima:

. . ‘ . B .
7= (x') =1V, xzzivlzia , = (p), L= (L;)=7xp, 7= (0y),
Di
0,05 = —1Nij — iGijkO'k7 EijkGimn = _(6;7152 - 5;&?), Gijkﬁijn == —262 (725)

Fazi dS laplasijan, preslikan na prostor Hy @ H, , je blok-dijagonalan

A= (AOT AO) . (7.2.6)

Da bismo malo pojednostavili izraze, u nastavku ¢emo ih reskalirati A — CAA i (AM? —
M?.

7.2.1 Laplasijan u (p,s = %) reprezentacijama

Resavamo l) u (p,s = %) reprezentacijama. Talasne funkcije su oblika (4.3.14]), gde su

Y+ (P) bispinori, resenja Dirakove jednacine u impulsnom prostoru. U skladu sa [77] i pres-
likavanjem (4.3.10)), dati su izrazima

1+(P) o1 (=D)
= ot | @ =] ot , (7.2
TR aw) T e

gde su ¢ | spinori. Skalarni proizvod je za spin s = % je dat izrazom (4.3.17)), pa u skladu sa
tim ¢emo da ga izracunamo u delu prostora oznacenim sa T,

d*p Pp f ey (10 2
Uy, Y =/7W %':/— Py —¢ s | = 7.2.8
(Wr, %) b 1T ¥ o ( 1 T1+po) 0 —1)\£2 ¢ (7.2.8)
&y ( (5-5) ) dip 2
— i | 1 — ———— / 90 o}, 7.2.9
/Po e (1+po)? po L+po 7T ( )
gde je iskoris¢eno da je (p- @)% = p;o; pjo; = —p;p’. Na isti nacin se racuna skalarni proizvod

u delu potprostora oznacenim sa |,
d*p 2

——lyl, 7.2.10
pol—po 7 ( )

W) = [ =2

pa se onda skalarni proizvod (4.3.14)) svodi na

(W, W) = (¢, ¥4) — (¥1,4) =/ o o1 P T e elen (7.2.11)

23



Operatori impulsa su

. 1Py 0 Moy 0
= = A 7.2.12
o ( 0 ) Ve ( 0 —Mo4> (r2.12)

iPo,|
1D; 0 My; + M; 0

ip = (p’T N ) — JCA ( o 7 ) (7.2.13)

0 pi,| 0 My — My
sa

(p = %) po — ipopize soip’
Moy = i i 3i - a |’

20iP (b —3) Po — iDopiz,;

Moi + Myy =

<(ﬂ = 3)pit ilpo + Vgl — imipigy, + 5 €inp’o* -

(po + 1)01- )

3
—5(po +1)o; (p— %)pi+i(po+1)3%i —ipz'pk%-i-%%kpjak

Prvo ¢emo da resimo jednacinu ([7.2.2)) u gornjem potprostoru H+, gde je skalarni proizvod dat
sa (4.3.17)), (7.2.11) i u kom laplasijan ima oblik

Ay = . sa (7.2.14)
BT AT
15 , , , o, po+1 - 2p? 0 \?
A —_ 2 3 - 2 - 1 iq ! k LZLZ 0 ( i )
+ 4—|—p—|— i(p — 2i)po — i(po + )ejkpapja +p0—1 +p0—1 p@pi
. 3pE—po—1\ 0
2 2—————— | p; ) 7.2.15
! ( ot po—1 papi ( )
By = —i(p — 2i)oip' + (po + 1)%0; =— — pio” pki (7.2.16)
' ' ’ ’ Ip; ' Opx ' o
L; je orbitalni deo angularnog momenta,
o, . 0 ; . 0
L; = e z%pk = 1€k (pkapj + 5%) = 1€k pka—pj. (7.2.17)

Ovde smo iskoristili da je [%, pr] = 61. U skladu sa notacijom ((7.2.5) nalazimo da je 2 =
J

, . . N2
—L; L' = —p’ 8?7,- +p1pi%% — ( Za‘;) . Rac¢un za A4 i By je malo duzi, ali pravolinijski. Zbog
toga ¢emo da navedemo samo transformcije koje smo koristili da bi izrazi bili lakse upotrebljivi
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kasnije,

aiipi - [8(199 ] 4oyt aaz ~3 —i—piaii, (7.2.18)
aii(popj) = laiz7pop]] + pop; aa = pod; — vy =+ pop; aa (7.2.19)
2
pipjaam(zj : ([ b 319@] ) p) ( ap) _piaapi’ (7.2:20)
pz-pjaijpi = pip; ([a-’ ] ]> = pip' (1 +p; aa ) (7.2.21)
pipj;%pipkaik Pip; ([ L D'Di ] +p ) O _ pif (pjaijJr (pja(;)Q), (7.2.22)
{aaz,po} [aaﬂ.,po] + 2p0;pz. = —;’; + QpOai (7.2.23)
{pipjaapjapo} = [Pz‘pj(fiﬁapol + QPOPinaapj = pipj <—§Z + 21908(]1) ; (7.2.24)
{po 3?9 , DiDj 88 } = 2p0pja(; + 2po (pi (;;)Z - ;)pjpjpiaapi- (7.2.25)

Delujemo sa Ay na bispinore ((7.2.7) u svojstvenoj jednacini Ay = —M?tp; i dobijamo dve

jednacine koje zadovoljavaju spinori

k

bro 2

Avpr + B = —M*py, 7.2.26
1or + By - Pt (7.2.26)
Bupr+ A, Ty R0 (7.2.27)

Od prve jednacine oduzmemo drugu pomnozenu sa fi Uvodenjem efektivnog lapalasijana

1 + po peo® o’ po'’

JAVOTE— Ap — A + | By, 7.2.28

teff 5 (T T g ™ T+ o ( )
te dve jednacine smo redukovali na jednu

Atesypr = —Mpy. (7.2.29)

Dalje ¢emo da transformisemo deo efektivnog laplasijana koji sadrzi A;,

po+1 pro* pot \  po+1 pro* po’ (pro™)? (pro™)?
Ay — Ay = Ay — Ay 4= 4
2 po+1 "po+1 2 po+1 po+1  (po+ 1) (po + 1)
1 k2 k ! k !
_(pot1  (pro”) UL PV B i i
2 (po + 1)2 2 po+1 2 po+1
(7.2.30)
tako da je efektivni laplasijan sada dat slede¢im izrazom,
k ! !
j pio po+1 Do
Avorr= Ar — A, + B, . 7.2.31
tesf = Ap — 5 [Tp(ﬁl] 5 lTpO+11 ( )
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. o . ! . . .
Da bismo izracunali {BT, 5“’ }, potrebni su nam slede¢i komutatori

0+1
o 20| i oo = 21 PP ot — 0 (7.2.32)
o, = 0;,0]| = —4l——€;;k0 = U, 4.
po+1 pp0+1 : po+1 "
9 p% -1 /
i=—, = , 7.2.33
e fm)] =L (723)
0 ! 3 i 0
o= P ] _ e zz'eijkaki : (7.2.34)
| Opi po+1 po+1  po(po+1) po + 1 0p;
2 po! ] pic’
Pi ) = ) 7.2.35
U Opi po+ 1] po(po+1) ( )
i d  po' ] po—1
p'oipjo—, = ; 7.2.36
0 po+ 1 Po ( )
pa se na kraju dobija
!
bio . . 0 k
By, =-2 2) + 2ie;; p'=—ao". 7.2.37
l 1 po+1] (Po + 2) + 2i€ije(po + 1)p p;° ( )
Za racunanje {AT, ;’Olj'rll}, pored komutatora (7.2.32))-(7.2.36)) potrebni su i slede¢i medukoraci
o .0, po! ] < .0 .0
—i(po+ 1) egjpp' =0, =2 —pio' +pip'oj— —pic'pi— |, (7.2.38)
L J 8pj Po + 1 J ﬁpj J ij
r !
. PO 2 ; ; 0 ; 0
L;L', = pic' — pip'oj— ﬂwzp‘) : 7.2.39
L po+1] p0+1 ( ]8]?]' ]apj ( )
o\* po pio’ <—P3+p0+1 0 )
( api) po+1 po(po +1) 2 Ip; ( )
Dobili smo
!
bio 2 . ; 0 2])0 : 0
As, = 1p — Po)pic’ — 2po(po + 1)oj=— — ———=pio'p;—. 7.2.41
A L] = = pin 2+ D — Bty (124
Uzimajuéi navedene izraze u obzir, dolazimo do efektivnog laplasijana
1\2 , 0 0 1+po >
Aiopp = - 2 1 l4+p—) +2(14p — L?
rerr =(p+ 2) +2(ip+ 1)po (L +p 5@) +2(1+p api) L
2p2 0 0
- Di (1 + Di 7) -
L—po~ Opi Op;
Prelaskom na sferni koordinatni sitem,
, 0 0 0
2 _ppf — = p— ~pl=1 7.2.42
pi=—mipt o Pig =Py lap,p] : ( )
u gornjem potprostoru dobijamo da on ima sledec¢i oblik
N , 0 9] 14+po - 2p2 0 0
Agefp = =) +206p+1)py—p+2=— [~ p_—p_—. 7.2.43
teff (p+2) +2(ip )poapp T p— Tl o ( )
Analogno, u donjem potprostoru H, smo dosli do izraza
_1—pg po®  pio’ pio’
A~L7eff = 2 <A$ - 1— Ai 1— - Bi’ 1 —
Po Po Po
N2 , 0 9] l—po = 202 0O 0
=(p+=) —20p+1)pp=—p+2—p+ L — —p—.(7.2.44
(o 2) (ip+Dpogop+25 Pt Trp PPy (724
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Primec¢ujemo da se ova dva efektivna operatora razlikuju po znaku isped pg, tj. imamo da je
Ay err(po) = At err(—po) . Efektivni laplasijan AT eff je sferno-simetrican i nema ¢lanove koji
ukljuc¢uju spin, sto znac¢i da komutira sa J J2 , J3 i [?ida svojstvena stanJa mozemo da oznacimo
odgovaraju¢im kvantnim brojevima j, m i l. Linearno nezavisna resenja , oznacena sa
¢t 1 X1, mozemo da napisemo kao

f+(p : 1 hy(p . 1

o1(p) =

gde su @j, 1 Xjm sferni spinski harmonici, [76], koji su svojstvene funkcije operatora L? za
svojstvenu vrednost [(l + 1). Funkcije f i h zadovoljavaju istu diferencijalnu jednacinu,

b d i\ 2
fT—i—Z(ippo—i-po—i-l)pdf;—l—((p—i-;) +M2—l(l+1)£2+ )fT

2pg (po + 1)

dp?
(7.2.46)
koja, nakon smene promenljive py = v/1 + p? € (1,00), postaje
d* f; Po 2 dfy
2 D(pg—1 2 —1)—
(p0+ )(pO ) d 2 + p() —1 (p(] )de
i 5 Do + 1
0~
Uvodenjem nove promenljive z (7.1.8), dolazimo do radijalne jednacine za f,
d*f df. N2 I(1+1)
@ Jtr T 2 _
(1—2 ) d,Z2 +2(p )Zdi—i— <(p+2) — M~ — 22 fT—O (7248)

Jednacina za h4 je identitna (sa razlicitim [, (7.2.45))), tako da ¢emo u nastavku diskutovati
samo fr. ReSenja ([7.2.48) diferencijalne jednacine su

_ 1 0 a9 M 1 I dp M 1
_ l - - L 7.2
fri=2z F(4 5 %" 51 5 5t 33 l,z), (7.2.49)
3 1 ip iM 3 I ip iM 3
41 < o o e o . L2
fra=2z F<4+2 -5 31t5 5T 5 ,2—|—l,z), (7.2.50)

gde je F(a,b;c;z) = oFi(a,b;c; z) hipergeometrijska funkcija. U tacki z = 0 prvo reSenje je
divergentno i nefizicko, a drugo f;2 konacno i fizicko.

Ostalo je da resimo jedna¢inu A .;sp, = —M?*p, u potprostoru H,. Na isti nac¢in kao u Hi
razdvajamo promenljive,

(@—L%m(ew), j=l+;7 X¢(ﬁ)=h¢;mxg‘m(9,<ﬁ), jzl—; (7.2.51)

Kao sto smo ve¢ rekli, dobija se efektivni laplasijan koji se od A4 .¢s razlikuje samo po znaku
ispred py. Zbog toga ¢emo da koristimo i drugaciju smenu u diferencijalnoj jednacini po py,

200w - DGR 2 (10 2 ) 0 -

dpg po+1 dpo
+ (p+i> +M2—l(l+1)p0_1 fi=0 (7.2.52)
2 po+1)7v -
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Ova jednacina se pojednostavljuje smenom

p0+1 1
=/ =~ € (1, 00), 7.2.53

nakon koje se dobija jednacina po w,

& d : 11
(1—w?) Cm@ +2(ip — 1)w£ + ((p+ %)2 — M- (;1)> f,=0, (7.2.54)

koja je, zapravo, identi¢na sa ([7.2.48) jedino Sto je zapisana po promenljivoj w. Za njena
reSenja dobijamo

_ 1 0 4p M 1 1 ip M1
_ l R et T 7,2
fii=w F(4 5”5 51" 3" % 5 75 l,w), (7.2.55)
3 0 ap M 3 L iwp M 3
ittty 2_ = =4 - _ 4772 “w? 9.
flo=mw (4+2 5~ 1t3 5 2,2+l,w) (7.2.56)

Da bismo proanalizirali njihovu asimptotiku kad w — oo, hipergeometrijske funkcije ¢emo
transformisati koristeci

L'(e)l'(b—a)

F(a,b;c,2) :m

1
(—=2) “Fla,1—c+a;l=b+a;—)+a+ b, (7.2.57)
z

pa se za hipergeometrijsku funkciju iz resenja f|; dobija

1 1 e M 1 I ip M1 9
F(___u__ ,—l,UJ):
4 2 2 2 4 2 2 2 2
F<l_l)F<iM) — L l+ip+iM
F(l_L_M_EL)F(l_£+L+M)(_w) T X
172727 2 12T 2T
1 0t ap M3 1 dip iM , 1
F---———— - 4+-—-———;1—iM; =)+ M —>-M
G2 2 rates g it
~ Oz HM o w—%—&-l—l—ip—iM’ (7.2.58)

L(i-nHreEm - s . .
F(%—é—%}i@))r((%—g-f'%pﬁ‘ﬂ) i iskoristili da je F'(a,b;c;0) = 1. Prime-

2
¢ujemo da resenje f| o(w) moze da se dobije iz f| ;(w) zamenom | — —I — 1, tako da nalazimo
da se oba resenja ponasaju na isti nacin,

gde smo uveli oznaku C' =

fii(w), fi2(w) ~ w2 (C’wiM + C’*w_iM) (7.2.59)

wW—r00
Za realno M, oba resenja su asimptotski kombinacija ravnih talasa po logw (do na multip-
likativne funkcije), dok za M? < 0 resenja divergiraju. Ova asimptotika sugerise da su reSenja
normirana na J-funkciju. Da bismo to i pokazali, potrebno je da malo detaljnije razmotrimo

skalarni proizvod. Za skalarni proizvod dve funkcije oblika ([7.2.45)) dobili smo

d3p i h
= [P ’:5-4,5mm//dz “fL IR 7.2.60
(wT wT) /2p0(1+p0) P+ jJ / (foT 1 T) ( )
(v w/)_/dgp fo — 8.6 7dw(f*f'+h*h’) (7.2.61)
PO ] g1 pg) PR T T O AR -
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Dalje, uzimajuéi u obzir skalarni proizvod (4.3.15)) dobijamo

1 00
(U, ) = 6,16 / dz (£ 11+ Wihy) + 8O / dw (fif{+0h))  (7.2.62)
0 1

Y I - / dz (f*f' + h*h) . (7.2.63)
0

U poslednjem redu smo prosirili radijalne funkcije f+(2), hy(2) na celu poluosu z > 0
spajajuci ih glatko u z = 1:

£e) :{ fr(2),  z€(0,1) { hi(2), z¢€(0,1)

: h(z) =
fi(2), z € (1,00) hy(z), z € (1,00)

Stoga, fizicko resenje diferencijalne jednacine ([7.2.54)) koje moze glatko da se spoji sa (|7.2.50)
uz=1]je fy (7.2.56). Uzimajuci sve navedeno u obzir, svojstvene funkcije laplasijana A su
date izrazima

(7.2.64)

@Mjm(zye790) =
3 1 ip iM 3 1 ip iM 3
AN e D R e . 52 . —
C(1 z)zF(4+2 51T 3 2+2,2+z,z)%m(9,¢) (7.2.65)

j+1—ip—iM j+1—ip+iM
2 ’ 2

C (1 — 22) Z‘j_% F( 7] + 17ZQ> QOJm(Q, 80)7
XMjm<2797()0) =
3 L ip M 3 L ip M 3

0/1_2 ZF* _ - = _ _ — l'2 me :7266
(1-2%)z (4+2 55 173 2+2,2+,2)XJ(790) ( )

j+2—ip—iM j+2—ip+iM
2 ’ 2

C' (1 —2%) 2tz F( i+ 2, 22) Xm (0, ¢),

gde je z € (0,00). Spektar laplasijana je kontinualan: M? € (0,00). Masa M se moZe uzeti
da je pozitivna, M > 0, jer iz osobine hipergeometrijske funkcije F(a,b;c;z) = F(b,a;c; 2)
sledi da je Wiz jm = W_prjm. Svaka vrednost M je beskonacno degenerisana, sa degeneracijom
2x 3254+ 1), j= %, %, ... Ovde je uzeto u obzir da svojstvene vrednosti ne zavise od
kvantnih brojeva [ (ili j) i m, a za fiksno [ postoji 20 + 1 (ili 25 + 1) moguéih vrednosti m.
Faktor 2 ispred potice od toga sto resenjima Wy j,,, i W_»z j,,, 0odgovara ista svojstvena vrednost.
Normalizaciju svojstvenih funkcija mozemo da pokazemo asimptotski u z — co. Deo resenja

©nmjm koji je opisan hipergeometrijskom funkcijom se u ovom limesu ponasa kao

F<j+1—2z‘,o—z'M,j+1—2z‘p+z‘M;j+17Zz):
(1—22)—WF<j+1+z‘p+z’M j+1—|—ip—z’M'j+1 22 )
2 ’ 2 ’ 2?1

Iskoristili smo osobine hipergeometrijske funkcije

F(a,b;c;2) = (1 —2)"°F (a, c—b;c; zil> (7.2.68)

Le)'(c—a—0)
I'(c—a)l(c—10)

F(a,b,c, 1) = (7.2.69)
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Funkcija f(z) se ponasa kao
F(z) ~ ZiPHiM =5 (7.2.70)

Asimptika drugog reSenja Xasjm, tj. dela reSenja opisanog funkcijom h(z) se dobija zamenom
j — 7+ 1 u prethodni izraz, a kako on ne zavisi od j, oba resenja se ponasaju na isti nacin kad
z — 00, tako da je i

h(z) ~ FPHiM =g (7.2.71)

Sada izrac¢unamo skalarni proizvod (|7.2.63)) sa asimptotskim funkcijama,

(Wargms Wnrjime) ~ Gt Oy /dZ Z T M=M= 5 S 6(M — M) (7.2.72)
0

¢ime smo pokazali da su resenja normirana. Kompletnost i ortogonalnost resenja moze da se
pokaZe i eksplicitno tako $to se funkcija f (kao i h) prepiSe preko Jakobijeve funkcije,

L
F(t) = (isinht)* g\ F2 7", (7.2.73)
definisane kao A.2.33E| sa
1
a=1+ -, B = —ip, A=M i z = isinht. (7.2.74)

2

Za f* je potrebno da se, nakon kompleksne konjugacije, hipergeometrijska funkcija transformise
tako da parametri « i 3 kod Jakobijeve funkcije budu isti kao kod f(t). Za to je u ovom slucaju
pogodna transformacija

F(a,bc;z) = (1 —2)*"F(c—a,c—b;c; 2), (7.2.75)
pa se dobija da je
. 1,
F*(t) = (i sinh )1 (1 + sinh2 )" 6077, (7.2.76)

Skalarni proizvod svojstvenih funkcija laplasijana je

) i . 1 _ 1 _
(U sty U agrirmmr) = Oy Oy 2234202043 / dt (2sinh £)%+2(2 cosh t) 2+ gl T2 7))
0

— QT A=2H2ip p j2H3 (€11 i (M) 201 Sy (M — M), (7.2.77)

gde je za resenje integrala iskoris¢na ortogonalnost Jakobijevih funkcija (|A.2.40f), a konstanta
cl+%7_ip(M) moze da se izracuna iz (A.2.39) i data je slede¢im izrazom

ol+3=ir=iMD(3 4 1) (M)

1 i, (M) = : (7.2.78)
e P(A(E+1—ip+iM))T (3 (E+1+ip+iM))
Ovu konstantu mozemo da povezemo sa normom resenja, |C| = 21%|cl+%ﬂ-p(]\/[)\_1, tako da je
jedan od mogucih izbora normalizacione konstante
. P(A(E+1—ip+iM)) T (5 (E+1+ip+iM)) 7270
B Ver (3 +1)T(M) ' -

!Definicije Jakobijeve funkcije i osobine koje smo koristili su radu su navedene u Dodatku
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Prethodno koris¢éen metod za pisanje zbira dva skalarna proizvoda u razli¢itim potprostorima
kao jedan integral zapravo nam pruza dokaz da su sferno-simetri¢ni operatori na Hy @ H;
hermitski. Sada ¢emo to da pokazemo na primeru Laplasovog operatora, a obrazlozenje je
veoma sli¢no i u drugim sluc¢ajevima. Pretpostavimo da imamo radijalne funkcije tipa ,

o) =12, ) - gif) . (7.2.80)

Matri¢éni elementi laplasijana su definisani izrazima ([7.2.6047.2.62)). U radijalnom delu potpro-

stora rac¢unamo

(@, Aterr @) — (Dpesr o, @) / dz (f* (Aterrg) — (Dyerr [)79) = (7.2.81)

/Oldz ((1—Z)f —2(zp—1)zf_|_<p+ ) g+

(1— 22)2;*9 +2(ip+ 1)z ‘g*g _ (,0 _ ) f* g> (7.2.82)

Nakon primene parcijalne integracije, dobija se

dg —df* \|!
-
A=) -
Sad ¢emo da vidimo ¢emu je jednak ovaj izraz za svojstvene funkcije (7.2.6517.2.66[). Oblik
zavisnosti funkcija f i g od radijalne promenljive z ¢emo da pokazemo na primeru prve od njih,
2z 3lipiM3lipzM3
f(z) =pe(z) =

— HlpZ, 2 P27 - — l: 2.84
TP =CAN (G- gty T thd) (T28)

1
(0, Bters ) = (Ateps @ 9) = 2ip2fg| (7.2.83)

Vracajuéi se na primecujemo da je doprinos na granici z = 1 razli¢it od nule. Ovo
znaci da je Ay.rp samo formalno auto-adjungovan posto razlika (cp, (Aterr— A%eff)go’ ) nije
jednaka nuli. Da bismo postigli auto-adjungovanost moramo da nametnemo dodatne grani¢ne
uslove u z = 1 tako da nestaje u svim stanjima, [78, [79]. Detaljnija analiza pokazuje
da odgovarajuci granicni uslovi u stvari impliciraju diskretnost spektra operatora A; .¢y.

Medutim, matric¢ni elementi laplasijana A4 s+ A .sr definisanog na celom prostoru Hs & H,
su dati istim izrazom ([7.2.81]) samo Sto se grani¢ni ¢lanovi rac¢unaju u 0 and oo. To je zbog toga
Sto je Ay .ss dobijen iz Ay .ff zamenom p, — —p,, odnosno za sferno-simetricne operatore
zamenom 2z — w; oblik operatora je potpuno isti. Stoga, kada se izracuna u granicama

o

ne postoji potreba za dodatnim uslovima u z = 1. Da budemo precizniji, grani¢ni ¢lanovi
za operator Ay ¢y Uz =1 — € se poniStavaju sa granicnim ¢lanovima od A .;r uz =14¢
kada se racunaju za neprekidne funkcije sa neprekidnim prvim izvodom u z = 1.

Da vidimo ¢emu je jednak izraz ((7.2.83) kada matri¢ne elemente racunamo na prostoru H4@H, ,
o0

tj. u granicama . Ve¢ smo prokomentarisali da ovaj izraz u z = 0 tezi nuli, tako da je ostalo
0
da vidimo ponasanje u z = oco. Ako iskoristimo osobine hipergeometrijske funkcije ((7.2.68]) i

(7.2.69)), vidimo da se za z — oo funkcije f i g ponasaju kao

Flz) o a2t () oc g (7.2.85)
Zamenom ovih asimptotskih resenja u ((7.2.83)), dobija se
(@, Aperr @) = (Deps ') o 270, (7.2.86)

Ovim smo pokazali da uslovi u z = co ne namec¢u dodatna ogranicenja u poredenju sa onima
koji dolaze iz normalizacije.
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7.2.2 Laplasijan u (p,s = 0) reprezentacijama

se dobijaju kada se generatori reprezentuju kao

3i : P
Moy = ((P - E)po — WPoPip,,

Takode smo resili svojstveni problem laplasijana u slu¢aju (p, s = 0). Impulsi ((7.2.12)) i ((7.2.13))

(p— %)po — Z'popiaapi)

(p— 3 p +ilpo + 1) — ipiprs
Mo + My = ( ’ o o

(p— %) pi +i(po + 1) .

— UPiPk 8?%)

Laplasijan u potprostorima H; i H| racunamo kao

U potprostoru H; smo dosli do izraza

By= g+ g5 (14 2i0)m+ (2ipm+ apo+2) 5 p+

Svojstvene funkcije trazimo u obliku

J+(P) om
Urim (D) = TZE) Y™ (0, ). (7.2.88)
Zamenom prethodnog anzaca u Ay Yasm+(9) = M? ¥anm+(P) dobili smo radijalnu jednacinu
po p,
2

d
2p; (p0+1)dé+2(20p0+2p0+1) fT (

. po+1
P +4+(2+zp)po—

I(1+ M? =0,
p— (I+1)— fr
(7.2.89)
u kojoj prvo napravimo smenu pg = /1 + p? € (1, 00),
d* f; dft
2(po— 1) (po +1)? e +2(po + 1)(2po — 1 +ip(po — 1))d (7.2.90)
Do
1 1 . +1
P4 < + Zp> po— 1+ a2} f=0,  (7.2.01)
4 \2 po—1
a zatim z = pgﬁ € (0,1), pa postaje jednacina po z
d*f df. i\2 I(l+1) 1+2i
1 T 2 p
(1—z)d2+2zpzd ((p—2> - M- — = —{—1_22 fr=0 (7.2.92)
Njena resenja su skoro identi¢na onima za s = 1

N

. (724972.50),
_ 1 1 1 4 M1
fra=2"0=2")2 F( ¢

1 2
ip M 3
2 2

1 ' M [
fro= S (1-2z )5 F(— I w1 §

+1;2%). (7.2.94)



Prvo je divergentno u z = 0, tako da je samo drugo fizicko. Analogno sa slucajem s = %, u
potprostoru ‘H, svojstveni problem lapalsijana A se svodi na jednacinu po w = é,
d>f f 2 (l+1) 1+2:
! ! 2 P —
(1—w)d 2+2zpw+<(p—2) - M — 2 +1_ fi=0, (7.2.95)

¢ija su resenja ista kao ([7.2.93))-(7.2.94)) samo po promenljivoj w. Biramo resenje koje se glatko
spajasa fr2 uz = 1, tako da je kompletno resenje zapravo f;o prosireno na interval z € (0, 00).
I u slu¢aju s = 0 dobijamo da je spektar laplasijana kontinualan M? € (0, 00) i svaka vrednost
M je beskona¢no degenerisana, sa degeneracijom 2 x >;(20+ 1), [ =0,1,...

Norma svojstvenih funkcija iz (7.2.4) za spin s = 0,

fp)y, C os 3 L dp M 3 1 ip iM 3
Uapim = C=2Y,™(0, ) = — 21 (1 — o (o Tl
M1 » (0,0) 22( z%)2 (4+2 5 5 4—|—2 2+2 2—1— z)
(7.2.96)

racuna se pomocu izraza (4.3.16)4.3.14]),
~© dz
(T, 0) = (¥, %) + (11, 9]) = 6w S [C” /0 T f. (7.2.97)

Zapisivanjem funkcija f i f* preko Jakobijevih funkcija (A.2.33) sa parametrima o = % +1i

£ = —ip i radijalnom promenljivom z = ¢sinh ¢ kao

f = (isinht)"! cosht¢M+l Zp)(t), f* = (isinh )" (cosh t)' 2% q§( AL Zp)(t), (7.2.98)

vidimo da su resenja normirana (U, W) = &y Oy (M — M') i za vrednost normalizacione
konstante dobijamo isti rezultat kao (7.2.79)). Spektar laplasijana A u slucaju kada je spin

s =0 jeisti kao za s = % osim Sto nema degeneracije spektra koja potice od spina.

Da napomenemo da moze da se resi i svojstveni problem nehermitskog laplasijana ((6.2.27)). Za
spin s = 0, operator A u prostoru H; ima oblik

1+P0E2_ 2p; 9 0

= 2. (7.2.99
1 —po 1—pop8p8pp ( )

1 0
Ny =p +3 (1+22p)po+(2wpo+po+2) app+
Prelaskom na promenljivu z, radijalna jednacina je

2 .
(1- z)dJ;T +(2ip—3)z Cg; ((p+z’)2+i—M2—l<l;1)—Q(ifiip)>fT—o (7.2.100)

i njena resenja

P I ip i 9 1 ip i\/79 3
— Fl-— X2 ——y/M2—-= — — 24— JM2-Z [; .2.101
fa=i—2 FG-5 3 1’2272 15 L) (7.2.101)

Pan [ ip i\/79 I ip i 9 3
— Fl- -2 _"_ M2 — = —— — 4+ /M2 —- l; 7.2.102
fe=1"02 <2 2 2 12 2 13 1T 2*) ( )

nisu normalizabilna: oba divergirajuu z =1.

7.3 Diskusija rezultata

Ovde ¢emo da napravmo kratak rezime ove glave i komentarima koje smo naveli u tekstu
dodac¢emo sledece. Glavna ideja ove glave je bila da se nade laplasijan na fazi dS prostoru kao
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i da se prouce njegove osobine. Neposredna motivacija je moguc¢a primena na kosmologiju i
inflaciju, a zapravo sveukupna ideja je opstija: da se razume da li ponasanje materije na neko-
mutativnim prostorima daje neka objasnjenja kvantnih ili semiklasi¢nih efekata u gravitaciji.
U komutativnom sluc¢aju laplasijan je jedan od glavnih geometrijskih karakteristika mnogos-
tukosti. Sli¢no tome, u okviru nekomutativnog frame formalizma definisan je na sistematican
nacin. Konkretan izraz za laplasijan zavisi od stepena diferencijalne forme na koju deluje. Ovde
razmatramo dejstvo laplasijana na talasne funkcije koje definisu prostor H, tako da mozemo da
kazemo da je to ,kvantnomehanicki” laplasijan. Zapravo, glavni rezultati glave ti¢u se kvantne
mehanike na fazi dS prostoru.

Dobili da je fazi dS laplasijan, koji je definisan pravolinijski u okviru frame formalizma, ne-
hermitski operator, bilo da deluje na talasne funkcije W, ili na skalarna polja f (tj.
®), (6.2.24). Znacenje ovog rezultata nije potpuno jasno. Moguée da je posledica (nepotrebne)
opstosti frame formalizma, koji izmedu ostalih pretpostavki postulira da frame izvodi e, zado-
voljavaju tzv. uslov realnosti, odnosno da su impulsi p, definisani kao antihermitski operatori.
Sa druge strane, ¢ini se da je ova pretpostavka sasvim logi¢na i da veoma dobro funkcionise u
nizu primera. Posto je komutativan laplasijan uvek hermitski, onda smo simetrizovali i
dobili hermitski izraz. Resili smo odgovaraju¢u kvantnomehanic¢ku jednac¢inu i nasli da je spek-
tar laplasijana kontinualan, sa svojstvenim vrednostima M € (0,00) i svojstvenim funkcijama
koje se ponasaju kao sferni talasi. Svojstvene funkcije Wy, su date izrazima ((7.2.65{7.2.66))
i redom u Mojlanovim reprezentacijama (p,s = 1) i (p, s = 0); svaka svojstvena vred-
nost ima degeneraciju koja poti¢e od angularnog momenta. Prilikom poredenja sa analognim
rezultatima u komutativnom dS prostoru vidimo ocekivanu redukciju broja stepeni slobode:
odgovaraju¢a komutativna resenja, pored M, j i m imaju svojstvenu vrednost energije w kao
kvantni broj, [61]. Interesantno je da primetimo da se radijalne funkcije, koje se pojavljuju u ko-
mutativnim i nekomutativnim reSenjima, mogu izraziti preko Jakobijevih funkcija, sa razli¢itim
vrednostima « i /3, [80].

Sa druge strane, interesantno je i mozda vazno to sto laplasijan na fazi dS prostoru dobijen
po definiciji nije hermitski. To daje model neunitarne evolucije u gravitacionom polju sto je
Hoking smatrao moguéim resenjem informacionog paradoksa. Zaista, antihermitski deo laplasi-
jana, V = —34/CAlly, implicira neoéuvanje verovatnoé¢e. Nehermitski ¢lanovi su koriséeni
ranije u nuklearnoj fizici da objasne a-raspad. Bilo bi interesantno da se vidi da li amplitude
prelaza (Y azjm |V jm) , izraunate u teoriji perturbacije, mogu na neki na¢in da se povezu
sa Hokingovim fluksom.

Ako se drzimo konzervativne interpretacije i simetricnog uredenja laplasijana, postoji jos jedan
interesantan problem koji moze da se razmatra: da se resi kvantnomehanicka jednacina za
skalarne cCestice u potencijalu inflatornog tipa pa da se rezultati uporede sa onim koji su dobijeni
u standardnoj dS kosmologiji.

Jedan vazan dalji zadatak bi bio da se resi jednacina kretanja ((7.2.3) i da se onda nade propa-
gator nekomutativnog skalarnog polja f. Na osnovu dosadasnjih rezultata, ¢ini se da ovaj
problem nije lako svesti na ¢istu teoriju reprezentacija. Skalarno polje moze da se razvije kao

F= > Cmgm|Uajm)(Uasjom] (7.3.1)
M,jm, M’ 5" m'
i (7.2.3)) postaje jednacina za koeficijente cpzjm rjmy . Kako je
[Hua [HM, f“ = HMHM f + fHuHM - QHMfHH 3 (732)
oznacavajué¢i masu skalarnog polja sa M, imamo

S OM2+ M2+ M) enrjmnrrjron [V atjm) (P atjm | = 2> Cimgrme W [V agjom ) (P agjrme | I . (7.3.3)

64



Posto dejstvo laplasijana nije dijagonalno, ova jednacina je u principu komplikovana. Zbog
toga koristimo druge metode koji su tema narednih poglavlja.
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8 Fazi harmonici: resenja u nekomuta-
tivnim koordinatama

Namena ove glave je da pokaze kako reSenja Klajn-Gordonove jednacine u (1, y*) koordinatama,
, mogu da se uklju¢e u svojstvene funkcije laplasijana na fazi de Siterovom prostoru.
Prvo ¢emo, koriste¢i definicije fazi dS prostora u dve i ¢etiri dimenzije (mada su neki delovi
formulisani i generalno, u d dimenzija) iz poglavlja[6.1]1[6.2 da nademo svojstvene funkcije fazi
laplasijana operatorski. Zatim ¢emo, u delu [8.2] da pokazemo kako je naden kompletan skup
moda nekomutativnog skalarnog polja. Svojstvene funkcije laplasijana na fazi dS prostoru ¢emo
da napisemo kao integralne kernele koji zavise od 2(d — 1) komutativnih realnih promenljivih.
Kerneli koje ¢emo da koristimo su matri¢ni elementi napisani u svojstvenom bazisu konformnog
vremena. ReSenja koja su prethodno dobijena operatorski su analizirana u ovom bazisu. Nakon
toga ¢emo da nademo opste resenje Klajn-Gordonove jednacine na fazi dS prostoru koristeci
integralne kernele. Ovde ¢emo takode da proanaliziramo mode diferencijalnog operatora koji
se dobija izuzimanjem linearnog clana iz laplasijana kog onda nazivamo dalamberijan.

8.1 Resenja Klajn-Gordonove jednacine u dve i cetiri di-
menzije

Da bismo diskutovali dinamiku polja na fazi de Siterovom prostoru, prvo moramo da resimo
jednacinu kretanja za slobodno polje, ®(2*). Jednacina u d = 4 je

[P, [Po, @]] + 3[po, @] + [pi, [ps. @]] — M*® =0, (8.1.1)

gde je M masa polja. Opste resenje neke operatorske jednacine, poput je, po pravilu,
tesko nac¢i ¢ak i u prostorvremenu sa visokim stepenom simetrije konstruisanom na Lijevoj
algebri. Izuzetak su jednacine koje se redukuju na Kazimirovu relaciju, sto je npr. slucaj kod
svojstvenog problema laplasijana na fazi sferi, [14]. Na ¢etvorodimenzionom fazi de Siterovom
prostoru koji mi razmatramo, komutatori izmedu koordinata 7, #¢ su prili¢cno komplikovani
(Sto se vidi iz (6.2.4)-(6.2.7)), tako da je tesko da se izratuna leva strana jednacine (8.1.1)),
osim za najjednostavnije funkcije ®(2#). ReSavanju problema pristupamo na sledeéi nacin:
radimo sa specificnim izborom i uredenjem koordinata (slicno normalnom uredenju u kvantnoj
teoriji polja) i pokusavamo da reSsimo jedna¢inu unutar skupa uredenih funkcija. Rezultat
koji dobijamo je interesantan: skup resenja je istog oblika kao skup moda nadenih na
komutativhom de Siterovom prostoru.

Da bismo objasnili ideju, prvo ¢emo da razmotrimo Klajn-Gordonovu jednacinu na fazi dSs.
Njena resenja (do na Vikovu rotaciju) u koordinatama (7, 2) su diskutovana u radu [53], sto
je detaljno navedeno u glavi Autori su uspeli da rese Laplasovu jednacinu koris¢enjem
posebnog oblika algebre koja dozvoljava ,preuredivanje” koordinata za odredene funkcije, npr.
0 f(&) = f(@+ik)7, ili g(n) exp(ik?) = exp(ik?) g(e **7). Mi pristupamo malo drugacije,
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uvodimo koordinatu ¢ na sledeé¢i nacin:

1
y= 9 (
Ona je analogon koordinati y koju smo razmatrali u komutativnom slucaju. Simetrizacija nam
osigurava da je novouvedena koordinata g hermitska. Komutator izmedu koordinata 7 i § se

lako dobija,

e+ a0, (8.1.2)

.91 = 5 (7710, + 3,310 7) = ik (519

Potrebno je da nademo frame relacije sa novim koordinatama. Za pocetak, treba da izracunamo
komutator impulsa sa funkcijom ¢(77). Ovu funkciju mozemo da razvijemo u Tejlorov red i
dobijamo

[po, [poa i } g ol p07 ] =1 i

gde se oznaka ¢(7j) odnosi na prvi izvod funkcue g(n) p ﬁ Ovde je matematickom indukcijom
pokazano da je komutator [pg, 7"] = n7". 1z izraza sledi da je

n

0" ="0g(n), (8.14)

L . . o L N
o, 07 == 1 [bo, 8] =5 ([po,n & + &[po, 17']) = . (8.1.5)
Preostalo je da se nade komutator
O S T JU e
P19 = 5 (771, 2] + [P, 210 7") = 1. (8.1.6)

Dobili smo frame elemente,

[P0, 0] =17, [P, 7] =0,

(8.1.7)

[P0, 9] = =9, [P, 9]=1.
Odavde vidimo da komutator impulsa sa odredenom koordinatom daje konstantu ili je pro-
porcionalan toj koordinati, sto znac¢i da oni ne menjaju uredenje koordinata 7 i . Stoga, ako
fiksiramo uredenje operatora 7 i §, mozemo da resimo Klajn-Gordonovu jednac¢inu egzaktno,
kao u komutativnom sluc¢aju. Pretpostavljamo da mozemo da razdvojimo promenljive i trazimo
resenje u obliku

(7, 9) = 9(1)f(9). (8.1.8)

Iz frame formalizma smo dobili da laplasijan deluje na funkcije elemenata algebre preko ko-
mutatora, (6.1.18)). Zato je joS potrebno da izracunamo komutator impulsa py i p; sa nekom
funkcijom koordinate ¢. Sli¢no kao i iznad, razvijamo funkciju u Tejlorov red

o £(n) oo p(m+1)
o £3)] = ZO d n,(0> R e I

= J(0)
m!

p1 gl = g = 1), (8.1.10)

pla Z

gde smo iskoristili da je [P, §"] = —n g™ i [p1,9"] = ng™ . Ovde je f'(§) izvod funkcije f po
njenom argumentu g. Dobija se da su komutatori

o, @] = —g(M)if'(9) +1g'(7) f (D),

m=0

[

[P0, [Po, @1 = g(MI*f" (@) + 9D af (§) — 209(0)af () + 29(0) f(§) + 2*§(7) f (D),

(51, ®] = g(7) f' (D),

[D1, [P1, @] = 9() f" (D), (8.1.11)
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tako da je laplasijan
AP = g(i) (1 =) f"(@) — 203 f'(9) + 209D)af' () — 7 g(0) f(§) = M*®. (8.1.12)

Na osnovu oblika zavisnosti od #) prethodnog izraza, zaklju¢ujemo da je resenje po 7) stepena
funkcija. Kada ® napiSemo u obliku ®(9,9) = (=)~ f(9), nalazimo da se Klajn-Gordonova
jednacina svodi na

901 = 3) 10) — 7 30) F@) + 209 3" (9) — 290 8.5'(9) + M9(i) £(3)
= (=)= ((1= () — @+ 20)pf () - (il +1) = M) J() =0, (5113

odnosno na jednacinu koja je istog oblika kao ([5.6.2) koju smo dobili u komutativnom slucaju.
Stoga, reSenje diferencijalne jednacine po § je (9% —1)"/2 Q™ Jarix(9) - Mode nekomutativnog
skalarnog polja su ekvivalentne modama komutativnog skalarnog polja ((5.6.18)),

Do) = o (=) (3~ 1)7F Q) . (5) (8.1.14)
U cetiri dimenzije postupamo sli¢no, uvodimo koordinate

) 1 ) )
i = 5(77—1931 + 2 . (8.1.15)

Prednost koordinata (), §*) u odnosu na (1), 2*) ponovo lezi u njihovim komutacionim relacijama
sa impulsima,

[ﬁ07ﬁ]:ﬁ7 [ﬁuﬁ]zoa
[bo. 9] = —7 , [Di, 7] = 07, (8.1.16)
Do, (47)"] = —n(§7)" s, (57)"] = n(¢7)" 1 o7 .

Ove relacije impliciraju da frame izvodi funkcije neke koordinate zavise samo od te koordinate,
[Da, f(5")] = g(5*). To znaci da, ako nametnemo odredeno uredenje, dejstvo frame izvoda, a
samim tim i laplasijana, ga ne¢e promeniti. Na taj nacin mozemo da resimo Klajn-Gordonovu
jednac¢inu razdvajanjem promenljivih.

Da pojasnimo malo. Resenje u komutativnom sluc¢aju smo dobili razdvajanjem promen-
ljivih u sfernim koordinatama (1, p, 6, ¢). Posto ne postoji jednostavan nacin da kvantujemo
ugaone koordinate 6 i ¢, onda ¢emo komutativna resenja da izrazimo koriste¢i ,,Dekartove”
koordinate (1, y"). Ispostavlja se da ovo nije previse tesko. Analizirajmo prostorni deo resenja
koje je konacéno u p =0 . Ono sadrzi dva faktora: p' Y;™(0,0) i oFi(a,b; 3/2 + 1; p?).
Prvi ¢lan je homogeni polinom po y* stepena [, dok se drugi moze da se razvije u Tejlorov red
po p? = y'y;. Prema tome, prostorni deo reSenja se razvija u red po y'.

Neka je nametnuto operatorsko uredenje kao

(7,9") = o(0) f(3") 9(5%) M(F°) , (8.1.17)
i neka su uredeni monomi prostornih koordinata oznaceni sa fmmm,
fmﬂm,ns = @l)nl@2)n2 @3)n3 . (8.1.18)
1z izraza (5.2.9)) nalazimo da se komutativni laplasijan Ayg,, kada deluje na funkcije oblika
v, y") = (-M)"“F(y'), (8.1.19)

sta analiza moze da se sprovede za bazisne funkcije (5.6.6)) koje zapravo koristimo. Umesto p bismo koristili
p~!iresenje bismo razvili oko p~! = 0. Alternativno, mozemo da iskoristimo relaciju izmedu hipergeometrijskih

funkcija (A.2.31) pa da izrazimo (5.6.6) preko (5.6.3), i da nakon toga primenimo Tejlorov razvoj po p.
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redukuje na operator
A = 040y, — ¥y 0,05 — (21w + 4) y' 0 — 3iw + w? . (8.1.20)
Dalje imamo

yiayi fn1,n2,n3 = (nl + ng + n3) fnl,ng,ng 5 (8121)
ayiayz‘ fnlﬁz,ns = nl(nl - 1)fn1*2,n27n3 + nQ(n2 - 1)fn1,n2*2,n3 + n3<n3 - 1)fn17n2,n3*2 . (8122)

Paralelno iz komutacionih relacija (8.1.16]) dobijamo

[ﬁOa fm,ng,ng] - - (nl + no + n3) fm,ng,ng ) (8123)

[ﬁi7 [ﬁl? fnl,ng,ng]] = nl(nl - 1).]?71,172,%2,71,3 + nQ(”Q - 1)fn1,n272,n3 _'_ n3(n3 - 1)fAn1,n2,n372 .
(8.1.24)

Odavde je jasno da na funkcije prostornih koordinata komutatori [p;, | deluju kao ;i , i komu-

tator [Py, | kao —y'd,i, Sto smo zakljucili primenom komutatora na funkcije koje su razvijene

u Tejlorov red. Stavise, ove zamene ,prebacuju” fazi laplasijan u komutativan. Razmotrimo
sada diferencijalni operator u komutativnom slucaju (8.1.20)) i njegov nekomutativni analogon.
Ako resenja Klajn-Gordonove sa pomenutim operatorima napisemo u slede¢im oblicima

F(gl) = Zém,nz,nzs fnhnz,na ) F(yz) = Z Cni,nans fm,nz,ng ) (8-1-25)

dobijamo da su jednacine koje zadovoljavaju koeficijenti €, gy ns 1 Cnyonons identicne,
(nl + 2) (nl + 1) 67114-2,%27713 + (n2 + 2)(712 + 1) énlmz-i-?,na + <n3 + 2)(713 + 1) én17n2,n3+2
= <(n1 +ny +n3)? + (2iw + 3)(ny + ng + n3) + (—w? + Jiw + M2)> Cry g ms (8.1.26)

lako poslednja jednacina izgleda komplikovano za reSavanje, mi smo je zapravo ve¢ resili: ko-
eficijenti &,, n,n, su dati Tejlorovim razvojem resenja ([5.6.3)). Stoga sledi da su nekomutativne
mode

A A AN A\ —iw A—E—ZUJ K
Uw,l,ﬁi,l-i( y P ea) - C(_T/) p 2 (wtr)
20+d—142i(w+ k) —20+5—d+2i(w+ k)
x QFI( 4 ! 1

1+ ik, ;32) WI(A,), (8.1.27)

gde ponovo mozemo za ugaoni deo resenja da uzmemo VUj" Sto su linearne kombinacije Y;” sa
fiksnim 1.

Da napomenemo da bismo istu relaciju za koeficijente dobili da smo koristili drugi
redosled koordinata, npr. 0321 umesto 0123. Svako od uredenja daje skup resenja Klajn-
Gordonove jedna&ine, a posto su komutatori izmedu koordinata ' komplikovani, nije jasno kako
su ova resenja medusobno povezana. Medutim, svaka varijanta ima isti komutativni limes, jer
su u ovom limesu svi komutatori nula. Ovaj rezultat obezbeduje da se na makroskopskoj skali
polja na de Siterovom prostoru ponasaju klasi¢no.

Takode napominjemo da odavde nije o¢igledno da smo dobili sva resenja, tj. da imamo kom-
pletan skup svojstvenih funkcija nekomutativnog laplasijana. Da bismo razresili ovu dilemu,
potrebno je da Klajn-Gordonovu jednac¢inu prepisemo kao matri¢nu ili diferencijalnu jednac¢inu.
Ovo se realizujue tako sto se koordinate i impulsi napisu u konkretnoj unitarnoj ireducibilnoj
reprezentaciji SO(1,d) grupe. Na taj nacin su fazi harmonici zapisani kao matrice. Zbog
nekompaktnosti grupe SO(1,d) ove matrice su beskona¢nodimenzione pa preferiramo da ih
pisemo kao integralne kernele. Ovo je tema kojom se bavimo u narednom poglavlju.
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8.2 Svi fazi harmonici: integralni kerneli

Ovde ¢emo da nademo (sve) fazi harmonike. Za pocetak ¢emo ih da ih odredimo kao matri¢ne
elemente kernela u svojstvenom bazisu konformnog vremena. Zatim ¢emo preko eksplicitne
realizacije Hilbertovog prostora stanja da odredimo opste reSenje Klajn-Gordonove jednacine.
Prodiskutova¢emo i komutativan limes £ — 0.

Korisno je da na pocetku najavimo oznake za promenljive koje koristimo. Varijablu u koordi-
natnom prostoru oznaavamo sa z;, a njen par u Furijeovom prostoru je ¢*. Uvedene su nove
promenljive u koordinatnom prostoru y i § kao linearne kombinacije koordinata z;/r = y & &.
Furije-transformisane varijable od y i £ smo oznacavali sa y i (. I na kraju smo linearne
kombinacije Furije-transformisanih varijabli uveli kao —nz/r = x £ .

8.2.1 Harmonici u svojstvenom bazisu konformnog vremena

Kao sto smo ve¢ rekli, koordinate i impulsi na fazi dS; su definisani kao operatori koji deluju
u odredenoj reprezentaciji SO(1,d) grupe. Sada nam je potrebno malo viSe informacija o ovoj
reprezentaciji posto je ocekivano da spektar koordinata, broj stepeni slobode itd. netrivijalno
zavise od izbora. Nasa konstrukcija fazi dSs i fazi dS,; je zasnovana na glavnoj neprekidnoj
seriji reprezentacije s0(1,d). Ovaj izbor je sugerisan izborom da kosmoloska konstanta bude
pozitivna, §to se vidi pri kraju glave [£.1] [I3]. Ovde ¢emo da koristimo reprezentaciju koja se
realizuje na prostorima konformnih polja u (d — 1) dimenzija. Uveli smo je u poglavlju .
Kao s$to smo tamo i napomenuli, kod fazi dS, izrazima za generatore - izuzimamo
matrice X;; jer su nula. Fazi dS, je definisan koriste¢i glavnu neprekidnu seriju reprezentacije
spina %, sto znaci da su u izrazima za generatore matrice XJ;; date izrazom 1)

Ovaj izbor smo napravili jer za s = 0 imamo da je Kazimirov operator C); = 0, sto odgovara
beskona¢noj kosmoloskoj konstanti, [I3]. Iz Cy = 0 sledi da su komponente vektora Pauli-
Lubanskog W* = 0, a kod nas su koordinate proporcionalne njima.

Kod fazi geometrije stanja su reprezentovana talasnim funkcijama v,(z;), a koordinate diferen-
cijalnim ili integralnim operatorima koji deluju na njih. U sluc¢aju fazi dS, koordinate su

fl=ikd,, T =ik(z0,+ ). (8.2.1)

Ova formulacija preko talasnih funkcija omogucava da prilikom razmatranja spektra koordinata,
preklapanja izmedu svojstvenih stanja, ocekivanih vrednosti itd. koristimo standardne metode
kvantne mehanike. Pomenute opservable otkrivaju fizicke osobine naseg modela. U ostatku
ovog poglavlja ¢emo se posvetiti matricnim elementima fazi harmonika u svojstvenom bazisu
vremenske koordinate.

Posto nasa definicija koordinate §J u sebi sadrZi 771, a /) je diferencijalni operator, onda je zgodno
da predemo u Furijeov prostor gde su # i 7! reprezentovani multiplikativnim operatorima.
Neka je Furijeova transformacija definisana na slede¢i nacin,

F(q) = /dz e ' F(z), (8.2.2)

gde je ¢" varijabla u dualnom prostoru. Na primeru generatora dilatacije D = —2'0;— moZemo
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da vidimo kako izgleda prelazak u Furijeov prostor,

/dze (- — 20 f(2) /dze_“”f —l—/dz@ —igz Z) f(z)
— f(9) +/dz —zqe’qZ’nLequ@z)f()
—— f(g) —zqz/dzza e " f(z —|—52/dze 2 f(2) = (0, — +0)f(q). (8.2.3)
U prvom redu smo primenili parcijalnu integraciju, u drugom smo nasli odgovarajuce izvode i u

tre¢em smo napisali da je e % z* = 4 9,, e "%* nakon ¢ega smo izvod 9,, izvukli ispred integrala.
Na slican nac¢in nalazimo i ostale generatore u Furijeovom prostoru. U dve dimenzije to su

P = —iq, D=gq0,+1— K =iq0; —2iD9, . (8.2.4)

Dalje radimo u bazisu svojstvenih stanja vremenske koordinate 7). U ovom bazisu, druga koor-
dinata p = ¢ je reprezentovana diferencijalnim operatorom,

3 (8.2.5)

N=—kg.  p=g=5 (it +ant) =id, i
Koordinata p ima kontinualni spektar (—oo,00). Njena svojstvena stanja, p|A) = A|\), dobi-
jamo resavanjem diferencijalne jednacine,

1

2) Ua(g) =0,  ¥a(q) = Cg 3t e, (8.2.6)

s+ i

Iz uslova ortonormiranosti svojstvenih funkcija,
[ daiia) vx(a) = 0P [ g0 = ar|CP5( - ), (8.2.7)

uz + * =1, dobijamo normalizacionu konstantu C' =

5
3

Radi kompletnosti da naglasimo da ova svojstvena stanja

1 1 ,
a(g) = (q|A) = ﬁq_ﬁ e (8.2.8)
zadovoljavaju relacije ortogonalnosti
[ daayalXy =s=x), [ axtaNAg) = e - o) (8.2.9)

Svojstvena stanja |\) su dovoljna da bismo nasli matricne elemente fazi harmonika. Sa
Vw.x(MN, y) smo oznadcili resenje Klajn-Gordonove jednacine na komutativnom dSs, a odgovarajuée
reSenje na nekomutativnom (fazi) dS; sa 0, (7, 9). Matricne elemente racunamo na sledeci
nacin
Voo (ML, MR) = (ML |00k — NR)-

Pre nego Sto krenemo sa ra¢unom, da pojasnimo znak minus kod | —ng). Da naglasimo da smo
kod slucaja G = SO(1,2). Svaki element f algebre A reprezentovan je funkcijom f (qL,qr)-
éinjenica da laplasijan pisemo kao

A:—(DL+DR)2+DL+DR+(PL+PR>2, (8.2.10)
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znaci da je odgovarajucéi vektor u H ® H;_ prostoru zapisan kao

/qudqR flar.ar)lar) ® lar) € H @ Hi_ . (8.2.11)

Ovde su |qr) 1 |gr) vektori u prostorima H 1 H;_ , respektivno. Sa druge strane, gledajuéi na
f kao operator H — H , mozemo takode da ga razvijemo preko njegovih matri¢nih elemenata
kao

f = /dQLdQR F(qr, qr)lar) ® {(qr|, F(qr,qr) = <QL|f|QR> ) (8.2.12)

gde su sada |qr.), |qr) € H . Zelimo da poveZemo f(qL,qR) i F(qr,qr) u skladu sa dejstvom
grupe SO(1,2). Neka je ¢(q) € H , tj. dejstvo generatora P, D i K je dato izrazima (8.2.4)).
Tada je dejstvo generatora grupe SO(1,2) na 1(q), koje je definisano kao

() = e(—q)", (8.2.13)

dato izrazima (8.2.4) uz zamenu =1 +irsal— = —ir. Drugim refima, ¢(q) pripada

prostoru H;_ . Tako smo zakljucili da je f(qL, qr) = F(qr, —qr) .

Sada racunamo matricne elemente,

O r(NL, MR) = /d/\ (L) (— ( 1)—%Q:i%w+m(g)|/\></\| — nR) (8.2.15)
= /o (nR)_W/dA P 1) TTQTEL Nl (=) e na (8.2.16)

_ G (TR - _ —iw [ TTL 'T g tnpg) 2\
_27r7%<k> (=) ( k ) /d“ =) RN () (8:2.17)

77L+77R)
2 i

Cuw,k IT—Iw, —IT zw——
= ()T () i (8.2.18)

27T7élw+1/2

U prvom redu smo dodali jedinicu napisanu preko svojstvenih stanja koordinate p, 1 =
[ dX|AY(A], a zatim smo izmedu drugog i treceg reda iskoristili da je (nz|(—7)~% = (—nz) "™ (n;|
i da su svojstvena stanja |A) u svojstvenom stanju vremenske koordinate zapisana preko vari-
jable n kao

A
= (F) e 8:219)

U cetvrtom redu smo samo napisali rezultat integrala po A, a detalje oko njegove regularizacije
i ratunanja smo naveli u dodatku [A.3] Na ovaj nacin smo dobili integralnu reprezentaciju
matri¢nog elementa. Mode koje smo ovde dobili (8.2.18) nam pokazuju kako eksplicitno izgleda

kvantizacija, f(M,y) +— f(nL,7r) -

Sada ¢emo da pokazemo da krajnji rezultat (8.2.18)) zadovoljava Klajn-Gordonovu jednacinu
u Furijeovom prostoru. Izraz za laplasijan u dve dimenzije (8.2.10) se uz r = % + o7 i

*

_ _1 . .
L= R =347 svodina

A= _(QLaQL + QR&JR + 1)(QL811L + qRaQR) - <QL + QR)2' (8'2'20)

2U getiri dimenzije treba da se ukljuce i spinski stepeni slobode. Neka ja H .(1/2) prostor reprezentacije

(8-2.25)-(8.2.26)) sa X matricama ([4.2.12)) i neka je element ovog prostora ¢ = p%(g*). Tada funkcija
¥ (q") = (02)" " (—¢")" (8.2.14)

pripada prostoru Hz_ (1/2)-
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Bez gubitka opstosti, radi jednostavnosti, matri¢ne elemente mozemo da napisemo kao

~ IT—W —iT fw—2
Vo = (q0)" “(qr) " (qr + qr)"™ 2 Jix(—qL — qr), (8.2.21)
gde su gde su varijable n i ¢ povezane sa n = —kq. Nalazimo da je
~ 1 . ~ IT—lw —iT iwtl
(9204, + qrOgr) Vo = — (2 + m> Do — (q)™ " (qr) """ (qr + qr)"“ 2 i1 (—qL — qr),
(8.2.22)
LT — 1w —iT iwt+d
(4200, + ar0ar) ((a0)™ " (ar) ™" (4 + ar)"™* 2 Jinmr(—az — ar))
. 1 IT—iw —iT iwt: N
- (M - 2> (q)"*(qr) ™" (qr + qr)“ "2 Ji1(—ar — qr) + (a1 + qr)* Vs,

(8.2.23)
gde smo za izvod Beselove funkcije prvo iskoristili (A.2.17)), a zatim (A.2.18). Dobijamo da je

|
Ab, . = (,{z N 4) B (8.2.24)

¢ime smo pokazali da je zadovoljena Klajn-Gordonova jednacina za M? = k? + i.

U cetiri dimenzije sledimo istu ideju kao u dve, samo Sto je ra¢un nesto slozeniji. Generatori
glavne neprekidne serije (4.2.9)-(4.2.10) u Furijeovom prostoru su dobijeni slicnim postupkom
kao u (8.2.3)),

P = —ig,, Lij = ¢i04y — q;04 — Xij, (8.2.25)

D=q0,+3— , K;=1iq0"—2iD0; — 2i%;;0,,, (8.2.26)

gde je = %—1—@'7 i 7 € R. Sa ¢ smo oznadili varijablu z; u dualnom prostoru. U ovoj realizaciji,
Poenkareove koordinate na fazi dS; su reprezentovane operatorima

n:—idql:—§ﬂ, xj:_ia Qkaqj—‘—lTUj. (8227)

Uveli smo oznaku Il = 0%¢;/q, koja ¢e nam biti korisna u ovom odeljku. Furijeov prostor je
ponovo blisko povezan sa svojstvenim bazisom vremenske koordinate posto je ona multiplika-
tivna u toj realizaciji. Posto je 7 skalarni operator, njegova svojstvena stanja moraju da se
izaberu tako da rotacioni kvantni brojevi budu dobro definisani. Takva stanja su

9.0l n. j.m, :5( _ —1a2> @ (9@), (=12 = ! . (8.2.28
ol gome) = <5 o(a= ) 0. (0r={ 00T 2
gde su (g, 9, @) sferne koordinate konstruisane od ¢*, ¢*> = ¢;¢°*. Ovde su % m, spinski harmonici:
j je poluceo broj, j = %, %, . imy=—j,—j+1,...,j. Za dati fiksan par (j,m;), postoji dva

linearno nezavisna harmonika, koja indeksiramo pomo¢u a. Izborom bazisa kao u [76], indeks a
uzima vrednosti {+, —}. Eksplicitni izrazi za spinske harmonike su navedeni u dodatku [A.2.5]
Ovde uglavnom radimo sa bazisom koji dijagonalizuje operator 11,

1
o + - 1 )
Cimy = 75 Phm, £ i) iy = Pimye Wim, = = Pim, - (8.2.29)

Moguée je da nademo svojstvena stanja radijalne koordinate p? u svojstvenom bazisu 7 koor-
dinate. Da bismo ovo uradili, kre¢emo od izraza za ¢ i * u Furijeovom prostoru,

~ . . 3 q; 1 qj k

yi:laqi_z< —2>q2+2%kq20 ) (8.2.30)
A A A7 2 _3 i Z id i 3 1

p2 =YYy = _ahaqj + 7 q' Oy + ? ijQjako' — (( — 2)2 — 4>q2 .
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Svojstvena stanja od p dobijamo resavanjem svojstvene jednacine
ﬁQ ¢A,j,Mj,a<Q7 97 ¢) = Azw)\,j,m]',a(Q7 97 (b)a w)\,j,m]',a(Q7 97 ¢) = f)\,j(Q) @?,mj (97 ¢) (8231)

Koristimo izraz za laplasijan u sfernim koordinatama d,,0,; = q%@q (¢*0,) — 5—22, a zatim da je

q' Oy = q0q 1 i€ q; o’ = L3 1z delovanja L? i L-&na spinske sferne harmonike cp;%mj,

1 o1 = 1
L2S0j+,mj = (j — 2) (J + 2) SOImj’ L- a(pjfmj = (j + 2) wjfmj, (8.2.32)
9 _ 1 .3\ =L, .3\
zakljucujemo da je
= 1IN/ 3
(L*+ L-3) @, = (J - 2) <J + 2) Pl (8.2.34)

Uzimajuéi u obzir sve prethodno navedeno, svojstveni problem se svodi na resavanje diferenci-
jalne jednacine po radijalnoj koordinati g,

cr@+6-2)ar@ - ((1-3) (1+3) - =27+ +2¢) [ =0, (3239

¢ija su resenja

Fil@) =Ca 7 rms(ha). (8.2.36)
Iz uslova da su svojstvena stanja normirana,
C? .
[ Uiy 0.0.0) ¥ (0.0.6) P sinBdf s = 170,650 - XY, (8.2.37)

dobijamo konstantu C' = v/A. Iskoristili smo ortogonalnost Beselovih funkcija (A.2.16)),

/dqu\/T()\Q)J\/m()\ q) = 5(/\ N,

i spinskih harmonika. Tako smo nasli svojstvena stanja radijalne koordinate p u svojstvenom
bazisu 7 koordinate:

(q,9,0 |\, 5,m;j,a) = Vg 2 J\/m (A\q) Oim,; (9, 9) , A>0. (8.2.38)

Posto su 7 i p skalari, njihova preklapanja su dijagonalna po rotacionim kvantnim brojevima
(j,m;,a). Nalazimo da je

. , VA 0 »
(g, mg, a |\, 5 mra’) = 65 Oy, Oaar D ((=1)*2n) Jm((—n 2)) . (8.2.39)

Slededi istu proceduru kao u dve dimenzije, dobijamo integralnu reprezentaciju matri¢nih ele-
menata fazi harmonika 9, ,,,. U prethodnom poglavlju smo videli da postoji nekoliko nac¢ina
za uredenje operatora. Do kraja ovog poglavlja radimo sa skalarnim modama sa [ = m = 0,
na koje uredenje ne utice,

3+2i(k+w) 14 2i(k+w)

~ _ (A —iw A—3 _i(k4w) )2 < A—1
= 2 .
V0w,0,0,5 ( 77) 1Y 2471 A P 4

; 1+ Zl{v ﬁ_Q) = Uw,f{(ﬁa ﬁ) P
(8.2.40)
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U poslednjem izrazu, v, , su mode iz dS, sa kojima smo se susreli ranije. Nalazimo matri¢ne
elemente operatora 90,0, izmedu svojstvenih stanja koordinate 7,

JR, MjR, aR)

0,0,0,4(MLs JL, My, AL; MR, IR, MR, AR) = (77L» Iy ML, AL 00,00
= <77L7jLa m;r, aLl Cw,ﬁ( 77) Zwﬁ 1(p - 1) Qiiu%+in(ﬁ)’77R7jRa msRr, aR> . (8241)
Ubacivanjem jedinice napisane preko svojstvenog bazisa koordinate p,

I = Z |/\7j7mj7b></\7jamj7b|7

Jsmj,b

operator p koji figuriSe u modama menjamo njegovom svojstvenom vrednoscéu A,

@w,o,o,n('f]L, ce 7aR) = <77L7jL7mjL7 aL| Cw,n(—ﬁ)fiwﬁfl(ﬁz - 1)7% Qi_w%m@) I \TIRJ&ij, aR>
—con [N s dminacl(=0) 5 R = 1)7F QL (B)IAimy,b)
j,mj,b

X <)‘7 jv mj, b |77R7 jR7 mMjR, aR) - 4Cw7ﬂ 6ijR 5mijjR 5&L&R((_]‘)aL) o nL_l_iw nR*_l X

< J AN O =17 QT (-1 2N g (10200

Iskoristili smo izraz za preklapanje svojstvenih stanja koji smo prethodno izracunali, (8.2.39)).
Integral u poslednjem redu, analogan onom koji smo dobili u dve dimenzije , je ocigledno
dosta komplikovaniji. Analiticki nije mogucée da se resi, ali ostavlja se otvorena moguénost da
se eventualno resi numericki.

8.2.2 Komutativni limes

Ovde ¢emo da prokomentariSemo kako se komutativni limes £ — 0 manifestuje kod integralnih
kernela fokusirajuci se na dvodimenzioni slucaj. Sli¢nim rac¢unom kao iznad kada smo nalazili
matricne elemente 9, (1L, Mr), za svaki par funkcija f(7) i ¢(¢) nalazimo matri¢ne elemente
njihovog proizvoda. Kreéemo sa racunanjem (q|f(7)g(9)| — qr) tako Sto ubacujemo jedinicu
napisanu preko |\), svojstvenih stanja ¢ koordinate,

(aclF()g@)] — ar) = (azl f(0) /d)\|>\ | = gr). (8.2.43)

Iz izraza (8.2.8]) zakljucujemo da je

1, o« 1 ) )
A = - -5+ e—z)\qR — _ (_ —iT e—z)\qR7
O = ax) = ¢_< ) = (~an)
(qu|\) = R s

\/_L "V ©

Dalje, kako je |q) svojstveno stanje koordinate 7} za svojstvenu vrednost —kq, onda je f(7)|qr) =
f(—kqr)|qr). Nakon ovoga, vra¢amo se na (8.2.43)) i prime¢ujemo da je ostao da se resi integral
po A,

(ul o) = an) = - () Jcka) [ e 2
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Vidimo da je on zapravo inverzna Furije transformacija g(qr + qr) funkcije g(A). Dobili smo
da je matri¢ni element

(a0 an) = 5 (2 ) F(Ran) o+ an). (8245

Vrlo sliéno dolazimo do matri¢nog elementa proizvoda ovih funkcija u obrnutom redosledu,

(la@) @) - = 5- () 9o+ a0) ) (8.2.45

Sada ¢emo da pretpostavimo da je f analiticka funkcija u okolini nule. U tom slu¢aju, koristeci
prethodne dve jednacine i Tejlorov razvoj, za matri¢ni element komutatora funkcija f(7) i g(7)
dobijamo

(acllf (D), 9] — qr) = —271 (_quR> G(qr. + qr)(qr + qr) f'(0) +O (7%2) . (8.2.47)

Vidimo da za odgovarajuéi izbor opservabli f i g, koji podrazumeva da je f(0) # 0, zatim da
je f analiticka funkcija u nuli i da je g moguce Furije transformisati, komutator ide u nulu kad
k — 0. Posto smo prodiskutovali komutativni limes, u ostatku ove glave uzimamo da je &k = 1.

8.2.3 Opste resenje Klajn-Gordonove jednacine

Eksplicitna realizacija Hilbertovog prostora stanja fazi geometrije nam dozovoljava da disku-
tujemo kompletnost skupa fazi harmonika koje smo prethodno nasli. Da bismo ovo uradili
koristimo algebru koordinata A koju ¢ine operatori u prostoru reprezentacije glavne neprekidne
serije ™ . Za nalazenje elemenata f algebre A koristimo izomorfizam

A=End(H) 2 HOH", (8.2.48)

i posmatramo ove elemente kao vektorske funkcije dve promenljive, f%(2},2%). Za glavnu

neprekidnu seriju reprezentacije, H* je izmorfno sa H i koristimo sledeée oznake g = (d —
1)/2+ir, = %5=(d—1)/2—ir. Kada ga na ovakav nac¢in posmatramo, oc¢igledno je da
je fazi postor 2(d — 1)-dimenzionalan, zajedno sa dodatnom diskretnom strukturom opisanom
indeksima a, b koje nose funkcije f%(2%, z{%). Cilj ovog poglavlja je da kvantifikujemo razliku u
broju stepeni slobode u komutativnom i nekomutativnom slucaju koja postoji kada je dimenzija
prostora d > 2.

Resi¢emo svojstveni problem laplasijana na ovom prostoru, (8.2.48]). Da pomenemo da elementi
Lijeve algebre so(1, d) deluju na operatore u A preko komutatora. Kada ga piSemo preko kernela
(2%, 2%), ovo dejstvo ima sledeéi oblik

ady — X4+ X7 (8.2.49)

Stoga fazi laplasijan (6.2.24]) deluje na kernele na slede¢i nacin,

A=—(D"+ DR)2 +(d—1) (D" + D®) + df (PF+ Pﬁ)2 . (8.2.50)

=1

Koristedi izraze za generatore grupe (|4.2.9)-(4.2.10)), laplasijan postaje diferencijalni operator.
Da naglasimo da laplasijan ne zavisi od spina glavne neprekidne serije reprezentacije H posto je
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dat preko generatora translacija P; i dilatacija D. Dobija se da je izraz (8.2.64)) blisko povezan sa
laplasijanom na komutativnom de Siterovom prostoru sto ¢emo u nastavku i pokazati. Uvedimo
varijable y' i €' na sledeéi nacin

=y + &, A=y —¢. (8.2.51)
Radijalnu koordinatu konstruisanu od & oznatavamo sa &2 = £°¢;. Koristedi (4.2.9)-(4.2.10)),
dobijamo

PF4+ PR =-0,;, D'+Df= 40,0~ — =, (8.2.52)
pa se odavde lako ra¢una laplasijan. Dobija se da je on invarijantan na SO(d — 1) rotacije po

koordinati £'. Stoga, moZe da se napise kao diferencijalni operator preko koordinata (&, y"),
A = —y'y 0,0y + 0,0y, — E0F —2£0¢ y' O,y — (3d — 2)y' Dy — (3d —2)€0e —2(d—1)* . (8.2.53)
Iskoristili smo da je 4+ gr = d— 1. Operator (8.2.53) komutira sa £, tako da prostor

funkcija trazimo u obliku A
g (=)’ f(y") ea @ s, (8.2.54)

gde su f, g i 0 proizvoljni. Ovde koristimo ¥ da oznacimo sve uglove sfernog koordinatnog sis-
tema konstruisanog od &!. Za bazisne funkcije na odgovarajuéoj sferi S4~2 mozemo da uzmemo
sferne harmonike.

Koriste¢i prethodno izvedene relacije, nalazimo izraz za laplasijan nakon njegovog delovanja na

funkcije oblika (—&)®=4tL f(y?)
Aw—d+1 —yiyjﬁyz@yj + 0,:0y, — (2iw + d)yiayi —w(iw+d—1). (8.2.55)

Sada mozemo da iznesemo glavnu opservaciju ovog odeljka - da uporedimo ovaj izraz sa
tako Sto identifikujemo koordinate y* i y*. Oznaci¢emo sada y;y° = p?, iako smo prethodno
koristili p? za proizvod y;y’. Dobijamo zanimljiv rezultat, izraz se poklapa sa dejstvom
komutativnog laplasijana na dS;. Zbog toga su resenja odgovarajucih jednacCina, nakon smene
—iw — 1w —d+ 1 identi¢na i data izrazom . Pozitivno-frekventne mode skalarnog polja
na fazi dS; su

'm!aby i j m/ fw— —d=1l (wtk
Wl T (2, 2) = Vi (9) (=€)t pm T ) (8.2.56)

204d—-1+2i(w+k) —20+5—d+2i(w+ k)
4 ’ 4

Na ovaj na¢in se svakom komutativnom resenju pridruzuje L?(5%2) x dim(V')? nekomutativnih,

Sto odgovara proizvoljnom izboru kvantnih brojeva I, 17’ i vektora e, ® e;. Sfera S?~2 moze da

se posmatra kao "unutrasnji prostor”. Zbog svoje kompaktnosti, mozemo da kazemo da fazi
harmonici formiraju beskonacnu diskretnu kulu moda nad komutativnim harmonicima. Jasno

je da je (8.2.56|) kompletan skup fazi harmonika.

Identifikacija Poenkareovih koordinata (M,y") komutativnog de Siterovog prostora i varijabli
(¢,y") sluzi za potrebe prebrojavanja i povezivanja moda, a izvan toga bi trebalo da se primen-
juje malo opreznije. Moze da se razmatra struktura prostora E parametrizovanog sa (v, &, yi)
kao ,fibre bundle” nad dS,;. Neka je II preslikavanje

M:E—dSs,  (0,6y) = Mmy)=(5y"). (8.2.57)

X QFl( i1+ ik; p2> V() e @ e’

Oba prostora E i dS,; donose dejstvo Lijeve algebre so(1,d). Za prostor dS,; generatori su dati
izrazima ([5.2.5))-(5.2.6)), dok su na prostoru E generatori dobijeni X izuzimanjem ¢lanova koji
ne sadrze izvode iz X* + X% koje smo koristili iznad,

PP =—-0,, L =40y — y;0,i + &0s — &0, D¥ = —y'0, — £'0p, (8.2.58)

(]

KP == + )0, — 27806 + 2(ysyy’ + &€7)0y + 26 + &) 0. (8.2.59)
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Zelimo da razumemo koji generatori grupe G zadovoljavaju sledece:
MMXE = X9 | (8.2.60)

Vidimo da jedino generatori rotacija X = L;; zadovoljavaju (8.2.60). Ako iskoristimo difeo-
morfizam & ((6.2.29), dobijamo tvistovan ekvivarijantni (eng. equivariance) uslov

X7 = @* X1, (8.2.61)

koji zadovoljavaju rotacije i translacije, X € {L;;, P;}. Na unitrasnje stepene slobode, tj.
funkcije oblika g(9)e, ® e, translacije deluju trivijalno,

(PF+ Pf) g(W)es@e, =0, (8.2.62)

sto je i ocekivano. Sa druge strane, rotacije deluju i na unutrasnjem prostoru koordinata
¥ € S92 i na matri¢ne indekse a, b na prirodan nac¢in. Na primeru d = 4 pokaza¢emo kako na
funkcije oblika g(1)e, ® e, deluju generatori rotacija

1
Lty + Lty = 0a + 5 (05" +057) .

Ly 4+ LR = — cos ® Je + cot O sin & g — % (ng) + 0§2)> : (8.2.63)

LY+ LY = —sin® dg — cot © cos ® dg + % (051) +0§2)) ;

gde koristimo notaciju 01(1) = g;®1 islicno O'Z-(2) = 1®0;. Diferencijalni clanovi u 1} su stan-
dardna so(3) vektorska polja na sferi. Ove transformacione osobine sugerisu da dodatne stepene
slobode prisutne na nekomutativnom prostoru treba da posmatramo kao “higher-spin®“ polja.
Ovo je sli¢no strukturama koje se javljaju u drugim razli¢itim modelima (npr. étajnakerovim
radovima [30} BT} 82]) i mozemo da zakljué¢imo da je to opsta karakteristika kovarijantnih neko-
mutativnih prostora Cija je dimenzija veca od dva. Da bi se odgovorilo pitanje kako se dodatni
stepeni slobode potiskuju pri dobijanju skoro klasi¢nih resenja, pretpostavljamo da su korisne
,weight-shifting” tehnike razvijene u konformnoj teoriji polja, [81], 82] [83].

8.2.4 Opste resenje Klajn-Gordonove jednacine i dodatni detalji u
dve dimenzije

Fazi laplasijan, koji deluje na kernele ima sledeci oblik
A = —(Dp+ Dg)’*+ D+ Dr + (P, + Pp)* , (8.2.64)

gde su generatori dilatacija i translacija u koordinatnoj realizaciji dati izrazima (4.2.9)-(4.2.10))

sa ¢ = 1. Uvodimo varijable y i £ na slede¢i nac¢in

zn=y+¢& zrp=y-—E&, y,& € (—00,00). (8.2.65)

Za razliku od slu¢ajeva d > 2, ovde £ nije radijalna koordinata, ve¢ ima vrednosti u intervalu
¢ € (—00,0). Preko novih promenljivih, sume generatora su

PL+PR:—8y, DL+DR:—y8y—§8§— L— R, (8.2.66)

a laplasijan
A=(1—y?)0; — &0 — 260 ydy, — 4yd, — 460 —2 . (8.2.67)
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Resenje Klajn-Gordonove jednacine A¢ = M?¢ trazimo u obliku ¢(&,y) = (=&)“1f(y) i
dobijamo

Wa ks (&,y) = (zLlworlzr) = (=)™ (y? - 1)*’#@:?%@)_ (8.2.68)

Naivno gledano, nasa prethodna analiza u Cetiri dimenzije moze da sugerise da resenja koja su
istog oblika kao klasi¢na, 0, . data izrazom , mogu da se identifikuju sa najnizim
(skalarnim) modama wg?g’ .» Za neke vrednosti indeksa a, b. Takode, u dve dimenzije deluje da
se mogu identifikovati ,,skoro klasicne” mode ([8.1.14]) sa (8.2.68)). Ovde ¢emo da pokazemo da to
nije slucaj, to ve¢ moze da se vidi i u dve dimenzije. Krenu¢emo od moda , i primeni¢emo
Furijeovu transformaciju. Furije-transformisane varijable koje odgovaraju promenljivim £ i y

su ¢ i x, pa je potrebno da se rese sledec¢i integrali po £ i vy,

wl(Cx) =2 [dge € (—gy ! [dye v (2 = 1)7F Q7 (), (8.2.69)
2
Detalji oko njihovog racunanja su sumirani u dodatku [A.3] ovde navodimo samo rezultate,

Were (€, ) =2C (=2x) "2 T, (—2x) (=2)T(iw) €T sinh (wr)(2¢) ™
=B (—20) 7™ (=2x)™ 7% Jin(~2x) - (8.2.70)

Sada ¢emo promenljive ¢ i x da napiSemo preko 7 i ng kao —nrr = x £ (¢, tako da su
Furije-transformisane mode preko novih promenljivih

W (11 1R) = B (1, — 1r) ™ (0, + 1)~ % Jiw (1, + 18) (8.2.71)

gde je E konstanta koja je data izrazom (|A.3.11) u dodatku Sa druge strane, mode 7,
koje smo nasli kao matri¢ne elemente u svojstvenom bazisu konformne koordinate (8.2.18|) su

Ve = B ™ 5 (0 + nr) "2 Ju( + ng) (8.2.72)

sa konstantom B = ¢, .(—1)""“C/(27). Ocigledno je da se ova dva skupa reSenja ne pokla-
paju, ali moze da se neko od njih razvije po drugom.

Drugi nacin za karakterizaciju ova dva skupa funkcija je preko operatora koji oni dijagonalizuju.
Oba skupa su svojstvene funkcije fazi laplasijana, koji je preko promenljivih x, ¢ dat izrazom

A= =202 — (P02 — 2xCO O — 2 (xOy + COc) — 4X* (8.2.73)

a do njega smo dosli Furijeovom transformacijom laplasijana (8.2.67)). Svojstvene vrednosti
Wy e 1 Ve SU k? 4+ 1/4. Pored toga, W, su svojstvene funkcije od (J;. Sa druge strane, 7,
su svojstvene funkcije operatora

D=(x+0a — 2iTX f ;= (DL - ;) - Z; <DR - ;) . (8.2.74)

Prisetimo se da su u komutativnom sluc¢aju mode v, , karakterisane kao zajednicke svojstvene
funkcije operatora {Ays,, D}. Vidimo da se u nekomutativnom sluc¢aju D razlikuje od sume
DL+ D to je jos jedna manifestacija ¢injenice da kvantizacija narusava SO(1, 2) simetriju, sto
smo ve¢ diskutovali ranije u Ocekujemo da je u slu¢aju veceg broja dimenzija moguca karak-
terizacija nekomutativnih moda preko diferencijalnih jednacina sli¢nih sa i da to moze
dovesti do znatnih pojednostavljenja u poredenju sa analizom preko integralnih reprezentacija.

79



8.3 Dalamberijan i odgovarajuca svojstvena stanja

Ovde ¢emo da prodiskutujemo operator slican laplasijanu koji moze da se definiSe na fazi
de Siterovom prostoru. Laplasijan koji smo do sada analizirali u ovom poglavlju dobijen je
jednoznac¢no iz frame formalizma. U glavi [7] (i radu [50]) smo razmatrali operator dobijen
izuzimanjem lineranog ¢lana 3p, iz laplasijana. Da bismo opravdali izostavljanje ovog ¢lana
mozemo da razmotrimo (nekomutativnu) teoriju realnog skalarnog polja sa dejstvom

S = try (;¢A¢+V(¢>) . (8.3.1)

Ovde je H Hilbertov prostor koji nosi prostor neke unitarne reprezentacije SO(1,d) grupe, a
V(®) je proizvoljan potencijal. Variranjem ovog dejstva dobijaju se jednacine polja

00+ V(@) =0, 0% = —[po, [0, ®]] + [pi. [ ¥]]. (8.3.2)

Ovo je, dakle, operator bez linearnog ¢lana koji zovemo dalamberijan. On se pojavljuje u
jednacinama kretanja. Prema tome, razmatramo koji od operatora A ili [J je prikladniji za
teoriju polja. Ispostavlja se da su za reprezentacije koje razmatramo ova dva operatora u sustini

ekvivalentna i povezana kao
d—1\?
0= f 5 <2> , (8.3.3)

sto ¢cemo da pokazemo u nastavku. Varijabla £, pomocu koje su povezani laplasijan i dalam-
berijan, uvedena je prethodno u ovoj glavi kada smo realizovali glavnu neprekidnu unitarnu
reprezentaciju grupe SO(1, d) na odredenom prostoru funkcija. Zahvaljujuéi vezi (8.3.3)), vidimo
da je opravdano sto smo analizirali laplasijan. Nije ocigledno kako bismo nasli svojstvene
funkcije dalamberijana operatorski, tj. prateéi metod iz poglavlja [8.1 Medutim, moze da se
postupi kao u poglavlju [8.2.3] Nakon identifikacije algebre fazi funkcija A sa H @ H* dejstvo
dalamberijana je dato izrazom

O=— (DL+DR)2 +d§ (3L+}1R)2. (8.3.4)
=1

Koristedi izraze (8.2.52)), nalazimo dalamberijan preko promenljivih (&, y;)
O = —y'y/ 0,0y + 0,:0,, — 07 — 260 y' 0y — (2d — 1)y’ Dy — (2d — 1)€0: — (d—1)* . (8.3.5)

Ovaj operator u velikoj meri deli strukturu lapalsijana . Da naglasimo da ne deluje na in-
dekse a, b vektorskih funkcija koje ¢ine prostor reprezentacije i ne zavisi od ugaonih promenljivih
(). Kao sto je navedeno u ova dva operatora su povezana konjugacijom. Svojstvene
funkcije diferencijalnog operatora O trazimo u obliku (8.2.54)), isto kao kod A. Kada deluje na
funkcije (—&)“=(@=D/2 f(y"), dobijamo da je redukovan fazi dalamberijan

2
Dzwf— Azw d+1 <d;1> (836)

povezan sa redukovanim fazi laplasijanom A®~%*! datim izrazom (8.2.55) koji je veé povezan
iw—951 - Adw—d+1 e
sa komutativnim lapalsijanom. Posto se diferencijalni operatori [~z i A razlikuju za

konstantu, svojstvene funkcije "z , koje oznac¢avamo sa w, su
gl i’ P (%
wi,l,mJ\Z(ZLaZR) () (=8 pm T e (8.3.7)
20+d—1+42i M) —2] —d+2i M
><2F1< - Z iwr M) “2+5 : Wt M) v )Ym(e) @ e
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i slicne su svojstvenim funkcijama od A®~4+1 koje smo prethodno odredili. Efekat
razlike [J i A se kod svojstvene vrednosti ogleda u zameni parametra x masom M. Zbog
proizvoljnosti izbora kvantnih brojeva I, m' i vektora e, ® e;, gde su e, i e, vektori u konacnodi-
menzionom prostoru V grupe SO(d—1) svakom komutativnom resenju se pridruzuje L?(S5972) x
dim(V)? nekomutativnih. Na sferu S92 gledamo kao na unutrasnji prostor. Zbog svoje kom-
paktnosti fazi harmonici dati izrazom (8.3.7) (kao i (8.2.50)) formiraju beskona¢nu diskretnu
kulu moda nad komutativnim harmonicima. Alternativa razmatranju operatora [ je da se

modifikuje dejstvo (8.3.1)) uvodenjem faktora £~ u meru na H ® H*.

Za kraj da dodamo da postoje operatori koji takode mogu da budu predlozeni za fazi analogone
komutativnog lapalsijana. Jedan takav je kvadratni Kazimir SO(1,4) grupe koji ima mani-
festnu SO(1,4) simetriju. Odgovarajuca diferencijalna geometrija ima deset impulsa, odnosno
desetodimenzioni tangentni prostor i celu de Siterovu simetriju. Ova verzija fazi dS prostora je
analizirana u Blize povezan sa A (ili O) je laplasijan u radu [32]. To je ¢etvorodimenzioni
model fazi kosmoloskog prostorvremana koji ima sli¢nosti sa prostorom koji ovde razmatramo.
Ono sto je znacajno, ova dva prostora imaju iste koordinate mada su izracunate u razli¢itim
reprezentacijama. Medutim, impulsi se razlikuju sto dovodi do laplasijana sa razli¢itim gru-
pama simetrije tj. centralizatorom unutar SO(1,4). Naime, centralizator operatora koje ovde
razmatramo (6.2.24)) i (8.3.2)) je SO(3) generisan rotacijama L;;, za razliku laplasijana [32] gde
je to SO(1,3).
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9 Dalji pravci istrazivanja

Pre nego sto rezimiramo sta je sve uradeno u ovoj disertaciji i izvedemo zakljucak o dobijenim
rezultatima, zelimo da prodemo kroz otvorena pitanja i dalje pravce istrazivanja. To je tema
ovog odeljka.

9.1 Koherentna stanja

Ovde ¢emo da definiSemo standardna i generalizovana koherentna stanja (KS) i da navedemo
njihove osobine koje su izvedene koristeéi metode teorije grupa, [84], 85]. Motivacija dolazi
iz ideje da kasnije uvedemo koherentna stanja na fazi de Siterovom prostoru kako bismo ih
povezali sa tackama na klasicnom prostoru. To je ve¢ uradeno na anti de Siterovom prostoru
u dve i tri dimenzije u radovima [71] i [86].

U kvantnoj mehanici, kod harmonijskog oscilatora, standardna KS su svojstvena stanja opera-
tora anhilacije. U koordinatnoj reprezentaciji to su Gausovi paketi,

_ mw :E2+ 2mw

ala) = alay, (z|a) = ce 2n oo (9.1.1)

mw ,—2 (Rea)?

gde je konstanta normiranja |c|> = \/ e . Ova stanja nisu medusobno ortogonalna,

Stavise skup koherentnih stanja je prekompletan (eng. overcomplete), tj. sadrzi viSe stanja nego
sto je neophodno za razvoj proizvoljnog stanja. Ona razlazu jedinicu do na faktor ispred,

1 [2n .
I= g,/m/dzdz 12)(z]. (9.1.2)

Vazna osobina koherentnih stanja je da je proizvod neodredenosti koodinate i impulsa mini-

malan, Az Ap = g, pa se za njih kaze da su skoro klasi¢na.

Operatori kreacije a' i anhilacije @, zajedno sa jedini¢nim operatorom zadovoljavaju komuta-
cione relacije Hajzenberg-Vajlove algebre W7,

[a,af) =1, [a, 1) =[af, ]]=0. (9.1.3)
Elementi algebre su zapisani kao

& =isl + (aa! — a*a), (9.1.4)
a Lijeva grupa koja odgovara ovoj algebri se konstruise eksponenciranjem,

e = il D(a), D(a) = @' (9.1.5)

Zbog nekih relacija koje navodimo kasnije korisno je da vidimo sta se dobija kada dva puta
primenimo dejstvo grupe,

D(a)D(B) =ee?,  A=ad'—a*a, B=pal - pa. (9.1.6)



Kako je [121, B] = af* — a*f = 2iIm (a5*), onda su komutatori [fl, [/21, E]] =0= [B, [fl, E]], pa
se primenom BCH (Baker-Campbell-Hausdorff) formule,

Al = A+B+3IABI HAIAB- 5 BAB]+... (9.1.7)
dobija
D(a)D(B) = o3l ABl AT _ = ™) D(a + B). (9.1.8)

Ovde ¢emo da uvedemo skup generalizovanih stanja koja su prekompletna stanja vezana za
Hajzenberg-Vajnlovu grupu W;. Neka je T'(g) unitarna ireducibilna reprezentacija Wi i |vo)
fiksan vektor u Hilbertovom prostoru stanja H. Ovaj vektor je jedino invarijantan na dejstvo
operatora oblika T'((s,0)) jer se dobija vektor koji se od polaznog razlikuje samo po faznom
faktoru. Podgrupa izotropija H za proizvoljno stanje |¢) sadrzi jedino elemente oblika h =
(5,0). Sada delujemo na |1)y) operatorom T'(g) = T((t,a)) = e*D(«) i dobijamo skup stanja
{la)}

) = D(a)[¢o), (9.1.9)

gde je a € C. Kao $to smo veé rekli, podgrupa H izotropija stanja |¢y) sadrzi samo elemente
h = (t,0), onda razli¢ito a odgovara razli¢itim stanjima. Skup {|a)} je skup generalizovanih
koherentnih stanja. Specijalan slucaj je izbor vakuuma |0) kao polaznog vektora [¢g). U tom
sluc¢aju se radi o standardnim koherentnim stanjima.

Naves¢emo neke od osobina KS. Ova stanja nisu medusobno ortogonalna,

(Bla) = (| D*(B)D(a) o) = €™ @ (yyo| D(a — B)[th)- (9.1.10)

Operator D(a) svako KS transformise u neko drugo KS, D(a)|3) = e/ (@5") ). Ova
relacija odreduje dejstvo grupe Wi na « ravni. Faktor grupa Wi/H je grupa translacija «
ravni. Stoga je invarijantna metrika na a ravni ds? = |da|? i odgovarajuca invarijantna mera

du(a) = Cd*a = Cday da, a = aq + i, (9.1.11)

gde je C' konstanta. Dalje ho¢emo da dobijemo razlaganje jedinice. Razmotrimo slede¢i operator
A= [aup)8)8, (9.1.12)

gde je | 5){(B]| projektor na stanje |3). Kako A komutira sa svakim D(«) onda, na osnovu Surove
leme, ovaj operator je jedini¢ni operator pomnozen nekim brojem, sto ¢emo da zapisemo kao
A = d7'I. Konstantu d mozemo da odredimo tako §to izra¢unamo ocekivanu vrednost operatora
A u koherentnom stanju |a),

a = aldla) = [ du(B)l{al8) (9.1.13)

Za ograncen operator A sledi da je d # 0, pa konstanta C' moze da se izabere tako da je d = 1.
Uzevsi sve u obzir, razlaganje jedinice je

i= /du(a)|oz>(oz\, (9.1.14)

gde je mera (9.1.11)) sa konstantom C' koju sad smatramo odredenom. Odavde vidimo i linearnu
zavisnost koherentnih stanja,

— [ duta)la)(al8), (9.1.15)
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kao i da proizvoljno stanje |1)) moZemo da razvijemo po koherentnim,

¥) = [ dufa)i(a)la), (9.1.16)

gde (talasne) funkcije () = (a|t)) potpuno odreduju vektore |¢). Takode ocigledno je da se
norma racuna kao

(Yl) = /du(a)!w(oz)\z. (9.1.17)

Dalje zelimo da u KS izracunamo neodredenost koordinate i impulsa koje mozemo da zapisemo
preko operatora kreacije i anhilacije kao

h
&= §(a+eﬁ), p=1i 5(a*-a). (9.1.18)

Ovde smo, radi jednostavnosti, uzeli da su masa m i frekvencija w jednake jedinici. Za pocetak
zelimo da nademo vezu neodredenosti u proizvoljnom i polaznom KS. Neodredenost koordinate

u proizvoljnom stanju |a) (9.1.9) je

h P
(a|2]a) = \/5<wo\DT(Oé)(a+aT)D(a)\a>- (9.1.19)
Koristeé¢i BCH formulu

1
XYe X =Y +[X,Y] + 5[X, (X, Y]] +..., (9.1.20)

dobijamo sledece dve jednakosti
(@l —a"a) o —(aal-aa) _ 5 4 a, e(aal—aa)gto—(adT—a%a) _ gt 4 a”, (9.1.21)
to jest
D'(a)aD(a) =a+a, Dl (a)a'D(a) =a + . (9.1.22)
Dolazimo do sledece veze oc¢ekivanih vrednosti koordinate u proizvoljnom i polaznom KS,
(a|#]a) = (Yo|2|1ho) + V2hRea. (9.1.23)
Sli¢no, visestrukom primenom , dobijamo i oc¢ekivanu vrednost kvadrata koordinate
(a]2%a) = (1holZ2|1h0) + 2V2h Re av (Y| 2 |1ho) + 2h(Re @)?, (9.1.24)

tako da je disperzija koordinate

(A2, = (al#?la) = ((alz]e))? = (Yol2?[1o) — ((YolZ|v0))* = (A2)fy, (9.1.25)
ista u svakom koherentnom stanju. Isto vazi i za neodredenost impulsa,
(AD)fay = (AP)7yyy- (9.1.26)

Vidimo da pojedina¢ne neodredenosti, Az i Ap, kao i njihov proizvod ne zavise od vrednosti
kvantnog broja . Druga posledica je da medu KS uvek postoji stanje za koje je () = (p) = 0.
Lako se pokazuje da ovu osobinu zadovoljava specificno stanje

| — o) = D(—a)|vo), ag = (Yolalrbg) . (9.1.27)
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Zbog toga, bez gubitka opstosti, mozemo da pretpostavimo da radimo bas sa stanjem za koje
vazi (o|Z|1o) = (Yo|plibe) = 0. Sada zelimo da nademo sva ovakva stanja koja pritom mini-
mizuju Hajzenbergovu relaciju neodredenosti,

A% Ap = Z (9.1.28)

Neka je stanje ) = AWO) dobijeno pomoéu operatora A koji predstavlja uopstenje operatora

anhilacije, A = ’:Z;ﬁ’ Za normu uvek vazi (1|1)) > 0, sto za posledicu ima nejednakost

(ATA) = m((x?( %) i (&, 5]) + (5%) = m (\(A2)? + (Ap)* = Ah) > 0. (9.1.29)

Odavde se vidi da je zadovoljavanje ove nejednakosti za svako A ekvivalentno Hajzenbergovoj
relaciji neodredenosti. Minimalna vrednost (9.1.28) jedino vazi za

AT+ 1D

V2R

Specijalno, za A = 1, stanje |¢) je vakuum |0). To nas vraca na pocetak, na standardna KS
|a) = D(«)|0). Sve osobine koje su prethodno izvedene u opstem slucaju, vaze i za standardna
KS. Pored toga, postoje dodatne formule koje vaze samo za stadardna KS. Lako se, koristeci
, dolazi do definicije koju smo naveli na pocetku (9.1.1)),

Alpg) = |1ho) = A > 0. (9.1.30)

ala) = aD(a)|0) = D(a)(a + «)|0) = a|a). (9.1.31)

Takode, lako se pokazuje da operator kreacije a' nema svojstveni vektor u Hilbertovom prostoru
stanja H. Ovako dobijena a ravan je analogon klasi¢ne fazne ravni opisane koordinatama i
impuslima, (z,p). Primenom (9.1.7)), operator D(a) moze da se zapise kao

—liaat—a*d] adl —a*a _ —Lla]? adt —aa
D(a) = e2lealmatdl gaal jmata _ p=3lal” padl j—ata (9.1.32)

sto za posledicu ima razvoj KS po svojstvenim stanjima energije,

o) = e 2P et |0) = ¢ alol |n (9.1.33)
>
Odavde jednostavno sledi neortogonalnost KS,
(a|B) = emglolP=3lff+ats, (9.1.34)

Lako se dobija da je konstanta C' = % pa je mera du(a) = %dal day, gde je a = a1 + .
Pratec¢i ovu ideju, uvedena su koherentna stanja na fazi sferi. Posto je fazi sfera definisana kao
ireducibilna reprezentacija SO(3) grupe, onda je izraCunata suma neodredenosti koordinata u
stanju |[,m). Ovaj zbir je minimalan za vektore sa maksimalnom vrednoséu |m|. Na taj nacin
za osnovno KS moze da se izabere severni pol [0) = |[,1), a sva ostala KS se dobijaju delovanjem
rotacija, |77y = e~®m"Ja|0), [12]. Ovde je 6 ugao rotacije, a 1m osa rotacije.

9.1.1 Koherentna stanja na dS,

Jedan od nacina za povezivanje nekomutativnog prostora sa odgovaraju¢om klasicnom mno-
gostrukoséu je da se identifikuje skup koherentnih stanja u Hilbertovom prostoru koja se
ponasaju na slican nacin kao klasi¢ne tacke i daju pojam lokalnih merenja. Ovde zelimo
da nademo skup koherentnih stanja prostora dS, ¢ija je grupa izometrija SO(2,1) ~ SL(2,R).

85



Semiklasi¢na stanja za diskretnu seriju ove grupe su uvedena u [86]. U tim stanjima su nadene
ocekivane vrednosti moda fazi AdS, prostora, a zatim je adekvatno definisan klasi¢an limes
preko parametra reprezentacijdﬂ

Kao $to smo vise puta pomenuli, za dS prostor koristimo glavnu neprekidnu seriju. Ona je data
reprezentacijom na Hilbertovom prostoru kvadratno integrabilnih funkcija jedne promenljive,

x, sa kvantnim brojem 7 = — %—l—ip. Generatori { H, E. } Lijeve algebre s[(2, R) reprezentovani
kao
E, = P =i(My + M) = —0,, (9.1.36)
E_ =K =i(My — Myy) = 2°0, — 27z, (9.1.37)

zadovoljavaju relacije
[H E.]=E,, |HE_|=—-E_, [E.,E_] =2H. (9.1.38)

Sada definiSemo kompleksne kombinacije gornjih generatora koji zadovoljavaju iste komutacione
relacije

H= ; (B, —E_)= ; (=0, — 220, + 271), (9.1.39)
E, = ; (Ey + E_ +2iH), (9.1.40)
E_ = ; (Ey + E_ —2iH). (9.1.41)
Skalarni proizvod je .
() = [ dov(2) x(a) | (9.1.42)

Osnovno koherentno stanje y, definiSemo kaoE|

E_xo=0, (9.1.46)
gde je E_ = %(m +1)2 0, — 7 (z + 7). Dobijamo da y, zadovoljava diferencijalnu jednac¢inu
d d
A (9.1.47)
X0 x+1

!Takode je naden skup koherentnih (semiklasi¢nih) stanja na AdSs &ija je grupa izometrija SO(2,2). Lijeva
algebra s0(2,2) je izomorfna direktnoj sumi dve kopije s[(2,R) algebre, s0(2,2) = sl(2,R) @ sl(2,R). Stoga su
semiklasi¢na stanja na AdSs direktan proizvod semiklasi¢énih stanja na AdS,, [71],[36].

2Perelomov koherentna stanja za glavnu neprekidnu seriju definise kao stanja invarijantna na generator
kompaktne podgrupe, }

Mystho = —Hipg = 0 . (9.1.43)

Ovaj uslov moze da se resi i dobije se normalizabilna funkcija
Po(z) = Co (1427)7 . (9.1.44)

Medutim, u ovom stanju o¢ekivane vrednosti obe koordinate su nula, (g|f]1o) = 0, (¥o|Z|thg) = 0 . Ova
osobina nam ne odgovara, jer je ideja da se ostala koherentna stanja definiSu iz osnovnog delovanjem elemenata

grupe, o
I\, b) = APO ePP1 |ag) (9.1.45)

pa ako je u poc¢etnom stanju oCekivana vrednost konformnog vremena 0, dilatacija ne moze da je promeni.
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i da je njeno resenje normalizabilno,
xo(z) = C (2 +4)* = C(x + i) 2 (9.1.48)
Ova funkcija je viseznacna, Sto se lako vidi iz
F(2) = 2% = ealoss — gallog|e|+iarg+2bmi) (9.1.49)

Stoga na pocetku treba da odredimo granu funkcije koja odgovara nasem resenju (9.1.48])).
Nalazimo da su moduo i argument kompleksnog broja z = x + 4

|z +i| =V1+ a2, arg (r+1) = ¢, ¢ =arccotz € (0,7) . (9.1.50)

Sve grane ove funkcije, prebrojane razlicitim k, su

(1’ + Z-)—1+2ip _ 6(—1—1—21’p) Log (z+i) _ e—log\/1+x2—2p(g0+2k:7r)—i(<p+2k7r—2plog\/1+x2) ) (9151)

Za resenje biramo granu koja odgovara vrednosti £ = 0,

_ 2_ i _ 2
Yo = Ce log vV 1+x2—2p arccot x—i(arccot z—2plog v 1+z ), (9152)

Moduo na kvadrat resenja preko promenljivih x i ¢ je

XOXS — |C|2 elog(1+1'2)—1_4parccotm — |C|28in2 @6—4%07 (9153)

gde je C konstanta koju odredujemo iz sledeteg integrala prelaze¢i sa promenljive x na inte-
graciju po promenljivoj ¢,

00 ™ 1_ 6_47rp
1= / dx xoXg = |C|2/dape_4p¢’ = |C? 1 (9.1.54)
p
—0o0 0
Dobija se da je
4p

U koherentnom stanju x( na slede¢i nac¢in ra¢unamo ocekivane vrednosti vremenske koordinate

n =1ko, ,

(Xo!ﬁlxw:i%/ dx xg Oz X0 = (—1 4+ 2ip) /daf |><o\2

1+ 22
k : 2 . 4 k
:§(—1—1—22p)|C| /dgo(cos?gp—zsm&p—l)e p“":§, (9.1.56)
0

i prostorne koordinate & = ik(xd, — 1),

T ; i * . 1 .
(ol lxo) = ik / dz Xox OyXxo + ik <2 — zp)

= 1k(—1+ 2ip) /dx:v |X0| + ik (—zp)
1
— ik (=1 +2ip)[C]? /d<p (cos p(cos  — isin @) €% + ik (2 _ i,o) — kp. (9.1.57)
0
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Da bismo dobili neodredenosti koordinata, potrebne su i o¢ekivane vrednosti

ol = <& [ doxg v = 2 [dr DB D0 _E g 5
(oli?a) = [ do () (o) = (24 ) (9.1.50)
Neodredenosti koordinata u ovom stanju su
(D)) = )y — (V) = o (9.1.60)
() = (2 — (81 = & (9.1.61)
Ostala koherentna stanja dobijaju se delovanjem operatora grupe na |xo),
A, b) = AP0 ebPr|yg) (9.1.62)
Krenué¢emo od prostorne translacije, gde uvodimo oznaku B ,
p=0,=B. (9.1.63)

i razvijamo u red e”'. Zato je potrebno da vidimo kako stepeni od p; deluju na osnovno
koherentno stanje,

N 2T

1 Xo(iU) = (x T z) Xo(l’)a

" B 2r(217 — 1) .

P Xo(z) = 7@4”.)2 Xo(®),

o _27(27—1)...(27—n+1)

b1 X()([E) - (fﬂ + Z)n Xo(ﬂf),

iz kojih zaklju¢ujemo

1 o () = Z b 27127 —1)... (21 —n+1) Yola) = Z (27) b Yol@)

n! (z+1i)" n) (x+i)"

2T
= (1 + - i Z) Clx+i)" =C(x+b+1i) " = xo(z +b) . (9.1.64)

Da bi se dobio izraz za vremensku translaciju tj. dilataciju, osim B uvodimo i operator A = 20, ,
tako da su komutatori

(A, B] = —B, [B,[A, B]] = 0, [A,[A, B]] = B, [A,[A,[A, B)]] = -B, .
(9.1.65)
Primenom BCH formule dobijamo
A ) R o 1 . o R R
eBAe™P = A+ [cB, A] + i[CB’ [eB,Al|+---=A+c¢B, (9.1.66)
A5 —ad B PN T 1 . A
e“*Be™ = B + [aA, B] + i[aA, [aA,B]]+--- = (1 —a+ §a2 +.. ) B=e¢"B. (9.1.67)



a2A? + . ) kre¢emo od (9.1.66)),

eBA™ = (A + cB)"e®, (9.1.68)

i zakljucujemo da je
eeBetd = galAteB)geB, (9.1.69)

Sli¢no, da bismo nasli e*4e? = 24 (1 +cB+ %0232 +.. .), polazimo od ((9.1.67)) i primenimo
je nekoliko puta,

eMABn = ¢ Bt (9.1.70)

Dolazimo do izraza
el = 7" B o, (9.1.71)
Dobijamo kako dilatacije deluju na osnovno koherentno stanje

\PO XO(-Z') — C«elog)\(—A+7) ezB ZE2T — O\ eAzBe—log)\Ax%— —C\ eAzBe—log)\%— e—zB (l’ + Z~>27-

2T
— ONT NI (1) = OV (24 Ai)T = C AT (i 4 z) . (9.1.72)
Ostala koherentna stanja su
4 i, (r+D e
X)) = X0 et xo(x) = ﬁfim ATt (A + Z) : (9.1.73)

Zelimo da nademo ocekivane vrednosti kordinata u ovim stanjima. Zapisujemo ih u Dirakovoj
notaciji preko prethodno uvedenih operatora A i B kao,

A D) = AT Blyg), (A b = (yole PEAATTHL (9.1.74)
Krenimo od oc¢ekivane vrednosti vremena u koherentnom stanju,

O\ BN, B) = ik (xole PPAMTH BATATTE ) = iR (xole PP et M BAT AP ) =
. BB loe A D los A A BB Kk, - 1, k
27%<X0|€ bBe~logd pelosAd) AebB|X0> = —Zx<X0|B\X0> = _X<X0\U|Xo> = —ﬁ- (9-1-75)

U prvom redu smo iskoristili da je 7 4+ 7% + 1 = 0, zatim smo A" zapisali u eksponencijalnom
obliku i primenili prvi od izraza iz (9.1.70). Na kraju smo dobili vezu sa ocekivanom vrednos¢u
u osnovnom koherentnom stanju. Sli¢no se nalazi i o¢ekivana vrednost prostorne koordinate,

(N BIE|N, B) = ik (yo|e PEAMT T ANATEB oy —ifer = ik (xo|e B AeB|xo) — ikt =

. - SN _bB b5 . . . ‘ b
ROul(A = 8B)e 28 x0) = 7 = Gualood = vl = 7 ==k (45 ).

(9.1.76)
gde smo se pozvali na prethodno pokazanu prvu od jednakosti iz (9.1.68)) i ocekivane vrednosti

koordinata u osnovnom koherentnom stanju |yo)-
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9.1.2 Ocekivane vrednosti moda skalarnog polja u koherentnim sta-
njima

Zelimo da izratunamo ocekivanu vrednost moda (8.2.68) u koherentnim stanjima |\, b),
(W) = (A, blw|A, b) :/ dzpdzg (N, blzp) (zp|w|zr) (zr|A, D). (9.1.77)

U prethodnom izrazu smo dodali jedinice napisane preko zy, i zg. Kako je (zg|\, b) viSeznacéna
funkcija, potrebno je izabrati odgovaraju¢u granu kao kod ({9.1.4§)),

2 2
log 1+(ZRT+b> —2parccot ZR;_b —iarccot zR;b +2iplog 1+(ZRT+b)

(zg| A, b) = C A"zt e (9.1.78)
Odavde kompleksnom konjugacijom i zamenom zr — zp, lako dobijamo i (A, b|z.). Vracanjem
na vidimo da integrali po zy i zz nisu laki za resavanje. Potrebno je da se nade
adekvatna smena koordinata u kojima integrali mogu da se rese. Druga opcija je da se mode i
koherentna stanja napisu u Furijeovom prostoru. Mode smo ve¢ u napisali preko Furije
transformisanih varijabli x i {, tako da ostaje da se semiklasi¢na stanja prebace u dualni prostor.
Motivacija za sve ovo nam je formulisanje klasicnog limesa preko parametra reprezentacije p
i nalazenje klasi¢nog limesa moda . Zamisao je da parametre A i b izrazimo preko
ocekivanih vrednosti (9.1.75) i (9.1.76) kao

T
)\:_L b:_gp_Qm

2(n) IA,b) 7 k

i zamenimo ih u mode prethodno izracunat izraz (9.1.77)). Nakon toga treba da vidimo kako
da definiSemo komutativni limes preko parametra reprezentacije. Pretpostavka je da ¢e to biti
limes p — £o0.

(9.1.79)

9.2 Dvotackasta funkcija

Dosadasnji rezultati mogu da se interpretiraju kao prvi koraci u formulaciji i analizi kvantne
teorije polja na fazi dS prostoru. Dalje mozemo da razmatramo kako da ra¢unamo korelacione
funkcije, poput simetri¢ne dvotackaste funkcije iz komutativnog prostora za koju smo
pokazali kako se definise. Ovde radimo sa modama dalamberijana na fazi dS;. U poglavlju 8.3
smo pokazali da ih dobijemo iz tako Sto kod zavisnosti od £ napravimo slede¢u smenu
(=€)l 5 (—£)“~2_ pa su mode

1

ww,n(§7y> = <ZL|ww,n|ZR> = (_g)iw—§<y2 - 1)_%Q:%w+m(y) (921)
Posto je jednostavnije da radimo sa Beselovim umesto pridruzenim Lezandrovim funkcijama,

mode Furije transformisemo kao $to smo to uradili sa modama laplasijana u (8.2.69). Zapravo,
biramo da radimo sa linearnom kombinacijom Furije transformisanih moda,

Gu(C,x) = (Tatey T (JiM(QX) + J—z‘M(QX)) : (9.2.2)

Kvantno polje razvijamo po ovim modama,
o= /dw (i +algs) . (9.2.3)
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zatim, kao u obi¢noj (komutativnoj) kvantnoj teoriji polja, funkcije u razvoju a,, i af, proglasimo
operatorima kreacije i anhilacije koji deluju na Fokovom prostoru. Na ovakav nacin dolazimo
do standardnog izraza za dvotackastu funkciju

(@192) = (0] [ door (s + 1,32, [ i (00 + L, 32,) 10) (9:2.4)

— [ dwndes 5uu3, Ol al )I0) = [ deo 3.3

Sli¢no kao za mode, ovu dvotackastu funkciju mozemo da razmatramo preko njenih matri¢nih
elemenata. Ako radimo u bazisu konformne koordinate, uz smenu

—ni? = X12+ G2, —775%1’2) = X12 ~ G2 (9.2.5)

dolazimo do integrala koji mozemo da resimo
(=t —n K@) | =, ) = [ dw 3 (G x1) G (G xe)

_ / dw <;1/2710‘)X;1/2+iw(J,iM(2X1) + JlM(2X1)) C2*1/2+in2*1/2*iw (JZM(2X2) _'_ J72M<2X2))

Dobijamo dvotackastu funkciju

21
VvV X1X261C2

Za neki bududi rad ostaje da se razmotre i dvotackaste funkcije sa drugacijim izborom pozitivno-
frekventnih moda. Ostaje otvoreno pitanje fizickog znacaja razlicitih izbora.

(P1Dy) =

1 CQ
(JMA2X0-%J'md2xﬁ)(de2xﬂ—%J'md2xﬁ)5(1;6-—1>.(926)

Jos jedno interesantno pitanje koje ostavljamo za buduéi rad tice se toga kako je ovaj izraz
povezan sa kvantovanom dvotackasnom funkcijom koja u Banc¢-Dejvisovom vakuumu glasi

. I'(3+ic)T (5 —ix 1 1 1+ 2
GQ = Gg(ﬁ, i’, 7/’},7 j}/) = (2 )4 (2 ) 2F1 <2 + Z.I{, § — Zli, ]_, —g> . (927)
7

Veli¢ina Z u (0.2.7) je kvantni analogon geodezijskog rastojanja izmedu dve tatke koje smo
uveli u ([5.3.2)). Odgovarajuéi operator se najprirodnije definiSe koriste¢i simetri¢no uredenje,

N A VDV A e
2:5(7777, 1_|_77 177/+2yy/—77/ 1{7] 1’1,2}_7] 1{7]/ 1,$/2}> (9.2.8)

Q. q 3 1 1
_¢@+qgﬁ(2—)<¢@+q% +

gde primovane i neprimovane veli¢ine odgovaraju razlicitim tackama pa medusobno komutiraju.
Vazan deo buduce analize su korelacione funkcije u cetiri dimenzije posto bi nas one priblizile
poredenju sa astrofizicarskim posmatranjima. Tu bismo verovatno neke informacije dobili od
dvotackaste funkcije na ,reheating” povrsi 77 = 0. Zbog fizicke interpretacije mislimo takode je
korisno da se nadu oc¢ekivane vrednosti korelacionih funkcija u semiklasi¢nim stanjima,

@ +d?)+ (-1 +3
qq'

Y

<)\17b1|q)1q)2|)\27b2>7 <>\17bllé2’)\27b2>7 (929)

i da se dobijeni izrazi uporede sa korelacionim funkcijama na komutativnom prostoru.
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10 Rezime i zakljucak

U ovoj tezi je analiziran fazi de Siterov prostor. Krajnji i dugoroc¢ni cilj je da se na njemu dode
do efekata koji su opservabilni u kosmologiji. Ovde ¢emo da navedemo korake koji su do sada
uradeni.

Zakljucili smo da se ovaj prostor konzistentno definise u dve i cetiri dimenzije pomoc¢u klasi¢ne
simetrije koris¢enjem odgovarajuce Lijeve algebre i ireducubilnih reprezentacija. Pored toga,
znamo da je moguca konstrukcija i u tri dimenzije. Jedan od nasih zadataka je bio da ispitamo
geometriju ovih prostora. Dosli smo do elemenata diferencijalne geometrije koriste¢i nekomu-
tativni frame formalizam. Kako je ovaj formalizam formulisan po analogiji sa komutativnom
verzijom, vazna Cinjenica je da se dobija metrika koja ima dobar komutativni limes, kao i da
Rimanov i Ricijev tenzor imaju isti oblik kao u komutativnom slucaju. U cetiri dimenzije smo
izneli dve mogucénosti za izbor diferencijalne geometrije. Prednost smo dali varijanti kod koje
se broj dimenzija tangentnog prostora poklapa sa brojem dimenzija samog prostora. Model u
dve dimenzije nam je vazan. Iako nije trivijalan, jednostavniji je nego model u ¢etiri dimenzije
i moze da posluzi kao tzv. probni (pojednostavljeni) model. To je u velikoj meri sugerisalo
kako odredeni problem moze da se resi u ¢etiri dimenzije. Kao deo analize prostora, nasli smo
svojstvene funkcije laplasijana dobijenog iz frame formalizma u reprezentacijama (p, s = 1/2)
i (p, s =0) koji deluje na talasne funkcije, elemente prostora reprezentacije. Dobili smo da mu
je spektar kontinualan i beskonacno degenerisan. Takode smo identifikovali operator energije,
nasli svojstvene funkcije i zakljucili da i on ima kontinualan spektar.

Kada smo ustanovili da su modeli fazi dS prostora sa geometrijskog aspekta dobro formulisani,
zeleli smo da vidimo da li na tim prostorima mogu da se uvedu polja. Razmatrali smo skalarno
polje.

Pratedi definiciju laplasijana iz frame formalizma dobili smo izraz koji nije hermitski. Simetriza-
cijom smo dosli do hermitskog operatora koji bismo mogli da zovemo dalamberijan. Resenje
Klajn-Gordonove jednacine u Mojlanovoj reprezentaciji sa nehermitskim laplasijanom (dalam-
berijanom) je divergentno, za razliku od onog koje se dobija sa hermitskim operatorom. Kada
se koristi reprezentacija iz konformne teorije polja, resenja Klajn-Gordonove jednacine (preko
kernela) sa laplasijanom i dalamberijanom su konacna i vrlo slicna. Mozemo da zaklju¢imo
da u zavisnosti od reprezentacije u kojoj radimo biramo koji ¢emo od operatora da koristimo.
Prednost dajemo diferencijalnom operatoru kod koga su odgovarajuca resenja Klajn-Gordonove
jednac¢ine normalizabilna.

Zbog kasnijeg poredenja, analizirali smo i laplasijan na komutativnom d-dimenzionom de
Siterovom prostoru koji komutira sa izometrijama dS, prostora pa nosi reprezentaciju SO(1, d)
grupe. Njega smo dobili na osnovu izraza iz klasi¢ne gravitacije. Nasli smo izraze za laplasi-
jan u dva koordinatna sistema: u Poenkareovim koordinatama (1, x’) koje pokrivaju polovinu
dS, prostora sa € (—00,0) i koordinatama (1, y’) koje su motivisane nekomutativnoséu, a
dobijene su smenom iz Poenkareovih. Zatim smo u ova dva koordinatna sistema resavali Klajn-
Gordonovu jednacinu kako bismo dobili mode realnog skalarnog polja. Na osnovu ponasanja
skalarnog polja u kasnim vremenima, n — 0, zakljuili smo da svaka od komponenti ®*(x?)
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parametrizuje jednu od dve ireducibilne reprezentacije koje su izomorfne jedna drugoj. Ovom
asimptotikom smo uspeli da pojednostavimo skalarni proizvod koji se ra¢una kao integral po
Kosijevoj povrsi prostornog tipa n = const. Sam skalarni proizvod ne zavisi od izbora povrsi,
tako da smo izabrali 1 — 0.

U Poenkareovim koordinatama smo nasli dva tipa moda koje definisu razlicite vakuume. Ra-
zlika je u izboru vremenskog dela resenja, gde u zavisnosti od toga kakvo ponasanje zelimo
umn — oo ilim — 0 biramo Hankelove ili Beselove funkcije. Kod Bané¢-Dejvisovog vaku-
uma, koji je poznat i vazan u kosmologiji, uzimaju se Hankelove funkcije H(ili{f)(—kn) zbog
odgovaraju¢eg ponasanja u dalekoj proslosti 1 — oo i za velike vrednosti impulsa £k — oo.
Ove mode, sa oznakom {uﬁﬁ .}, se u dalekoj proslosti ponasaju kao da krivina ne postoji,
tj. poklapaju se sa modama u prostoru Minkovskog. Kod drugog izbora u vremenskom delu
resenja figurisu Beselove funkcije Ji,.(—kn) zbog adekvatnog ponasanja u m — 0. Tu smo
dobili mode {uy .} koje formiraju skup pozitivno-frekventnih resenja koja pripadaju jednoj
ireducibilnoj reprezentaciji, a njihovom kompleksnom konjugacijom se dobija skup negativno-
frekventnih moda koje pripadaju drugoj ireducibilnoj reprezentaciji (i ortogonalne su na skup
pozitivno-frekventnih moda). Na ovaj nac¢in smo dobili mode pogodne za kvantizaciju. Vakuum
definisan ovim izborom je SO(1,d) invarijantan. StaviSe, dobili smo da, kada jedan od ovih
skupova moda razvijemo po drugom, koeficijenti u razvoju su konstante. 1z toga zaklju¢ujemo
da su oba vakuuma, definisana ovim skupovima moda, SO(1,d) invarijantna i da pripadaju
tzv. familiji a-vakuuma.

Resili smo i (komutativinu) Klajn-Gordonovu jednac¢inu u novim koordinatama (1,y") koje smo
dobili smenom y* = x' /1. Motivaciju za koriséenje ovih koordinata smo dobili iz operatorskog
reSavanja svojstvenog problema fazi laplasijana. Pored toga, u kosmologiji se y* = a(n)x’ (ovde
je faktor skaliranja a(n) = 1/m) naziva fizicko rastojanje i koristi za ra¢unanje opservabilnih
efekata. Slicno kao kod izbora moda uy y ., ovde smo izabrali resenje koje ima odgovarajucu
asimptotiku u limesu n — 0. Dobili smo da je skup pozitivno-frekventnih moda {v, .} lin-
earna kombinacija pozitivno-frekventnih moda {uy .}, tako da ova dva skupa definisu isti
vakuum, koji je razli¢it od Banc¢-Dejvisovog. Takode smo, inverznom Bogoljubovljevom trans-
formacijom, dosli do Ban&-Dejvisovog vakuuma u koordinatama (1,y?). Oc¢igledno je da su
vakuumi definisani pomenutim skupovima moda de Siter invarijantni.

Mode koje smo dobili na komutativnom de Siterovom prostoru u d dimenzija su pogodne za
kvantizaciju. Pomoc¢u njih bi mogla da se izracuna dvotackasta funkcija, sto podrazumeva
da se proizvod moda integrali po svim kvantnim brojevima. U koordinatama (n,y’) je to
komplikovano (¢ak i u slu¢aju d = 2) jer su mode date preko hipergeometrijske funkcije. Ostaje
mogucénost da se problem resi numericki.

Resili smo i Klajn-Gordonovu jednacinu na fazi dSs i dS, operatorski, nezavisno od reprezentaci-
je, gde je skalarno polje ®(z#) funkcija nekomutativnih koordinata. Ova operatorska jednacina
je u opstem slucaju vrlo teska za resavanje. Zakljucili smo da ako predemo na koordinate
(7,9), zatim pretpostavimo da mozemo da resimo problem tako $to razdvojimo promenljive i
ako fiksiramo uredenje tj. redosled promenljivih, onda je to uredenje oc¢uvano. Na taj nacin
smo dosli do diferencijalne jednacine koja ima isti oblik kao u komutativnom slucaju u koordi-
natama (1,y). Time smo odredili mode u nekomutativnom slu¢aju. Da naglasimo da je u ¢etiri
dimenzije resavanje komplikovanije, posto su komutatori izmedu operatora ¢° dosta komliko-
vani, ali smo uspeli da pokazemo da je reSenje ekvivalentno onom koje smo prethodno dobili u
komutativnom slucaju.

Pored eksplicitne kvantizacije komutativnog resenja koje smo iznad izneli, glavni rezultat rada je
bio konstrukcija kompletnog skupa resenja Klajn-Gordonove jednacine na fazi dS prostoru. Kako
bismo nasli sve mode fiksirali smo reprezentaciju de Siterove grupe i resili Klajn-Gordonovu
jednacinu kao diferencijalnu jednacinu preko komutativnih varijabli. Reprezentacija koju smo
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koristili se standardno koristi u konformnoj teoriji polja i pripada glavnoj unitarnoj seriji i
oznacena je sa (k,s). Kako fazi laplasijan ne zavisi od s, onda rezultati imaju degeneraciju
koja potice od spina. Prvo smo nasli matricne elemente, u svojstvenom bazisu konformne
koorodinate, moda u dve dimenzije 9, ,, do kojih smo dosli operatorskim metodom resavanja.
Taj bazis je pogodan jer to znaci da smo zapravo presli u Furijeov prostor gde je konformno
vreme multiplikativna koordinata. Dobijeni matri¢ni element zadovoljava Klajn-Gordonovu
jednac¢inu u Furijeovom prostoru. U cetiri dimenzije problem moze da se formulise i u velikoj
meri resi za skalarne mode (I = m = 0). Preostalo je da se nade reSenje integrala proizvoda
tri specijalne funkcije. Pretpostavka je da je moguce da se resi numericki. U dvodimenzionom
slucaju smo prokomentarisali komutativni limes & — 0 kod matri¢nog elementa komutatora dve
funkcije, od kojih jedna zavisi samo od 7, a druga samo od §. Videli smo pod kojim uslovima
matri¢ni element ovog komutatora tezi nuli.

Na kraju smo iskoristili eksplicitnu realizaciju algebre fazi koordinata A = H ® H* ¢iji su
elementi vektorske funkcije dve promenljive f% (2, zﬁz) Na ovaj na¢in smo napisali laplasijan
i dosli do odgovarajucih fazi harmonika. Ako izuzmemo diskretnu strukturu koju nose indeksi
a,b, dobijamo resenja koja su uz odgovaraju¢u smenu identicna modama v, .. Njih smo
dobili u komutativnom sluc¢aju radeéi u koodinatama (1, p,6,), gde su sferne koordinate p, 0,
konstruisane od y*. Uzimajuéi sve u obzir, nekomutativno reSenje u slu¢aju d > 2 ima vise
stepeni slobode nego klasi¢ni analogon. Sa druge strane, variranjem dejstva realnog skalarnog
polja, dosli smo do operatora kod koga ne postoji linearni ¢lan (kao Sto smo ve¢ pomenuli njega
zovemo dalamberijan). Nasli smo da su mode dosta slicne modama laplasijana. Skupovi moda
oba diferencijalna operatora dobijenih na ovaj nacin su kompletni skupovi fazi harmonika.

U poslednjoj glavi smo razradili dalje pravce istrazivanja. Definisali smo skup semiklasi¢nih
stanja na dSs. Pokazali smo kako bismo mogli da nademo ocekivane vrednosti moda sa idejom
da parametre koherentnih stanja izrazimo preko ocekivanih vrednosti prostorne i vremenske
koordinate i da nakon toga vidimo kako se definiSe klasicni limes preko parametra reprezentacije.
Takode je plan da se izracunaju dvotackaste funkcije koristeci razlicite mode iz ove teze da bi se
utvrdio njihov fizicki znacaj. Jedan od nacina je da se oCekivane vrednosti moda (nadenih preko
integralnih kernela) u semiklasi¢nim stanjima iskoriste za racunanje dvotackastih funkcija, da
se nade klasican limes tih funkcija i da se rezultati uporede sa komutativnim dvotackastim
funkcijama i astrofizicarskim posmatranjima.

Krajnji zakljucak je da su razmatrani kosmoloski modeli fazi dSy i dS4 dobri i da postoji
mogucnost da se pomoc¢u njih dode do opservabilnih rezultata u kosmologiji. Na taj nacin bi
mogle da se vide korekcije od nekomutativne geometrije i kvantne gravitacije. Kao $to smo
ve¢ pomenuli, model u dve dimenzije je vazan kao probni model, koji moze da sugerise kako
da se oslonimo na simetriju. Posebno je vazna teorija reprezentacija pomocu koje smo dosli do
velikog broja rezultata. Da napomenemo da je matematika koja stoji u pozadini sprovedenih
racuna komplikovana i da je nasa pretpostavka da bi dalji rad doprineo i njenom razvoju. Pored
toga, nastavak ovog rada bi mogao da se sprovede numericki na mestima koja nisu mogla da se
rese analiticki.
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A Dodaci

A.1 De Siterov prostor

Ovaj dodatak posvecujemo de Siterovom prostoru stavljajuc¢i akcenat na koordinatne sisteme
koji se najvise koriste, [87], [8F].

Maksimalan broj izometrija cetovorodimenzionog prostorvremena je 10. Prostore sa maksi-
malnim brojem izometrija zovemo maksimalno simetricni. Za njih je karateristicno da im je
skalarna krivina R konstanta, a Rimanov tenzor krivine je oblika Rqg.5 = 1—12R( Gory 985 — Yas B )-
Prostor sa R = 0 je prostor Minkovskog (My), sa R > 0 de Siterov prostor (dS;) i sa R < 0
anti de Siterov prostor (AdS;). Ova tri prostorvremena sa konstantnom krivinom su kon-
formno ravna resenja vakuumskih Ajnstajnovih jednacina sa kosmoloskom konstantom A koja
je, redom, nula, pozitivnha i negativna. U ovom poglavlju ¢emo razmatrati slucaj pozitivne
kosmoloske konstante. Vrlo brzo nakon sto je de Siter nasao ovo resenje (1917.) shvaceno je da
se ova mnogostrukost moze vizualizovati kao hiperboloid

—Xe+ X7+ X5 + X7+ X = ajs, sa ags = \/i, (A.1.1)

uronjen u ravan petodimenzioni prostor Minkovskog
ds® = —dX¢ +dX] + dX; + dX3 + dX;. (A.1.2)
Ova geometrijska reprezentacija de Siterovog prostora je povezana sa simetrijom desetoparam-

etarske grupe SO(1,4). Ceo hiperboloid se najprirodnije pokriva koordinatama (¢, x, 6, ¢)
takvim da

t
Xy = aggsinh —, (A.1.3)
ads
t
X = ags cosh — cos (A.14)
Qs
t
X5 = ags cosh — sin x cos 6, (A.1.5)
aqds
t
X3 = agg cosh — sin x sin 0 cos ¢, (A.1.6)
Qs
t
X4 = agg cosh — sin x sin # sin ¢. (A.1.7)
Qags

U ovim koordinatama metrika de Siterovog prostora ima FLRW (Friedmann-Lemaitre-Robertson-
Walker) oblik sa prostornom krivinom k = +1,

ds? = —dt* + a’g cosh? * (dx2 + sin? x (d6? + sin® 0 d¢2)) . (A.1.8)
Qds
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Slika A.1: Vizuelizacija de Siterovog prostorvremena kao hiperboloida koji je uronjen u
ravno petodimenziono prostovreme. Ovde je parametrizacija data u globalnim koordinatama
(t,x,0,¢). Nacrtana je povrs za X3 = Xy = 0. Vrednosti X, > 0 odgovaraju situaciji kada
je 8 = 0 i one predstavljaju deo hiperboloida koji je obojen u narandzastu boju. Ljubi¢astom
bojom su predstavljene vrednosti Xy < 0 koje se dobijaju za § = 7. Kada se uvede i opseg
uglova 0 i ¢, svaka tacka na hiperboloidu predstavlja odgovaraju¢u dvodimenzionalnu hemis-
feru, u skladu sa tim da li je 0 < 7 ili 6 > 7.

Zat € (—o00,00), x € [0,7], 8 € [0,7] i ¢ € [0, 27) koordinate pokrivaju ceo prostor iako postoje
trivijalni koordinatni singulariteti u x = 0,7 i § = 0,7 koji odgovaraju lokacijama polova u
sfernim koordinatama. Vizuelizacija de Siter hiperboloida ilustrovana je na slici Prostorni
preseci za t = const su 3-sfere konstantne pozitivne krivine ¢iji su poluprecnici agg cosh O%ds
Zakljucujemo da de Siterov prostor ima topologiju R! x S3.

Ako uvedemo konformno vreme izrazom

t
sinn = cosh™ —, (A.1.9)
Qads
metrika (A.1.8]) postaje
2
ds? = B (@i + dx® + sin® x (d6° + sin 0 do?)) . (A.1.10)

sin“n

Dobija se da je de Siterovo prostorvreme konformno Ajnstajnovom statickom svemiru sa kon-
formnim faktorom €2 = sinn, definisanim kao (4.2.1). Granica prostora {2 = 0 se nalazi u
n = 01n = 7 Sto odgovara prosloj i buduéoj konformnoj beskonacnosti Z= i Z", redom, kao
sto je ilustrovano na slici . Za razliku od prostora Minkovskog beskonac¢nosti Z~ i ZT su
prostornog tipa. Dvodimenzini Penrouzov dijagram de Siterovog prostora prikazan je na slici
[A.3]i on odgovara osencenom delu na slici[A.2] gde je 0 = 7 i ¢ = const. Isprekidanim linijama
je oznacen kompletan presek koji se dobija rotacijom oko x = 0.

Koordinatni sistem koji se ¢esto koristi (T, R, 6, ¢) uvodi se na sledeéi nac¢in

T
Xo =/ais — R? sinh —,

Qads
T
X, =/ais — R? cosh —,
Qads
X5 = Rcosb,
X3 = Rsin 6 cos ¢,
X4 = Rsinfsin ¢, (A.1.11)
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Slika A.2: Konformna struktura de Siterovog prostorvremena sa 6 = 7. Ceo de Siterov prostor
je konforman oblasti n € (0,7) Ajnstajnovog statickog svemira, predstavljen kao cilindar ¢iji

su i poluprecnik i visina jednaki 7. Centar y = 0 reprezentuje severni pol 3-sfere S, a spoljna
granica xy = m predstavlja juzni pol.

T+
t = +oo(n=m)
t =|const.
=
=]
Q
e &
I I I
= =
t = —oo(n=0)
-

Slika A.3: Penrouzov dijagram de Siterovog prostora odgovara osenc¢enom delu za neku
fiksnu vrednost ugla ¢ iz opsega [0,27). Uzimajuéi sve moguée vrednosti 6 i ¢ u obzir svaka
tacka na prikazanom kvadratu predstavlja 2-sferu poluprecnika sin x. Za x =01 xy = 7 ovo su
pojedina¢ne tacke, tj. polovi sfere S3.

R = const

nst

Slika A.4: De Siterov hiperboloid u sfernim koordinatama (T, R, 6, ¢). Tacke za koje je X5 > 0
odgovaraju polu 8 = 0 i obojene su narandzastom bojom, dok su one sa Xy < 0 obojene u
ljubic¢asto i predstavljaju suprotan pol # = 7. Svetlozutom bojom je predstavljen ceo hiper-
boloid koji se pokriva u globalnim koordinatama (A.1.7).
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Slika A.5: Penrouzov dijagram de Siterovog prostora u statickim sferno-simetri¢nim koordi-
natama. Svaka tacka predstavlja 2-sferu u (6, ¢) koordinatama.

gde su kordinate u intervalima 7' € (—o00,00), R € [0,aqs), 0 € [0,7] i ¢ € [0,27). One
pokrivaju deo de Siterovog prostora, $to je ilustrovano na slici [A.4] Primec¢ujemo da su oblasti
prostornog tipa T" = const preseci takvi da je %J = tanh alds i R = const su vertikalne hiperbole
X? — X2 = aiq — R? koje za R = aqgs postaju prave svetlosnog tipa. U ovim koordinatama
metrika je

A AN
ds? = — (1 — 3R2> dT? + <1 — 3R2> dR* + R*(d#* + sin® 0d¢?). (A.1.12)

Interesantno je da ova metrika takode opisuje anti de Siterov prostor kada je A < 0 i prostor

Minkovskog za A = 0. Za R < ags = \/% metrika je staticka. Kada primenimo transformaciju
R = agg sin ¥ u prethodnom izrazu za metriku, dobija se

ds? = — cos® Y dT? + g (dx* + sin® X(d6” + sin® 0dg?)) (A.1.13)

Odavde se vidi da je svaki presek T' = const 3-sfera konstantnog radijusa agqs. Na slici je
prikazan Penrouzov konformni dijagram u (7', R, 8, ¢) koordinatama. Na ovoj slici, konformni
prostor je podeljen na Cetiri oblasti oznac¢ene brojevima I-IV. U intervalu R € [0, ags) staticke
koordinate pokrivaju samo oblast I Sto odgovara cetvrtini de Siterovog prostora. Medutim,
moguce je da se koordinate prosire izvan granice R = agg u nestaticke oblasti I1i IV u
kojima R > ags postaje vremenska, a T' prostorna koordinata. Da bi se pokrio ceo de Siterov
prostor treba zapravo razmotriti etiri skupa koordinata (A.1.11]) kod kojih je T € (—o0, c0),

a faktor \/a3y — R? je potrebno zameniti sa :I:\/ |adg — R?|. Oblasti I i III su pokrivene sa
R € (0,aqs), dok su delovi IT i IV pokriveni R € (ags,o0). Ova dva para oblasti (I, TIT i II,
IV) se razlikuju po znaku + i kod drugog para je funkcija sinh zamenjena sa cosh. Hiper-
povrs svetlosnog tipa R = agg formira kosmoloski horizont de Siterovog svemira. Geometrijski
gledano, to je Kilingov horizont posto je na toj hiperpovsi Kilingov vektor dr nula. Prisustvo
ovog horizonta je posledica ¢injenice da se de Siterov svemir Siri toliko brzo da postoje dogadaji
koji nikad nece biti videni od strane posmatraca u R = 0.
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Slika A.6: Prikazani hiperboloid je isti kao na slici samo u koordinatama (1, x!). Uziman-
jem x2,x® = 0 smo sklonili zavisnost od X3 i X4. Boje na slici se razlikuju u zavisnosti od
znaka koordinata n i x'. Oblast n,x! > 0 je plava; n > 0,x' < 0 tirkizna; n < 0,x' > 0 crvena
i n,x' < 0 narandzasta.

Dekartove koordinate (1,x’), sa i = 1,2, 3 se uvode smenom

_ ads — M+ (x)°

Xn =
0 2n )
Ot )
2n
1
X
Xy = ags—,
2
X
XS = Qgs—,
3
Xy = Oéds%, (A.1.14)

i sve koordinate su u intevalu M, x* € (—o0,00), §to je ilustrovano na slici [A.6l U njima je
metrika de Siterovog prostora

2
ds? = % (—dn? + (dx')?) | (A.1.15)

pa se eksplicitno vidi da je konformno ravna. Ova metrika je zapravo (5.2.1)) za d = 4 koju

koristimo u radu (deo n < 0) i oznake su u skladu sa tim. Prostorni preseci n = const imaju
t

.. v . . . -0
nultu krivinu pa su neogranic¢eni. Zatim, de Siterov svemir se smenom N = agge “ds u (A.1.15

moze izraziti kao eksponencijalno sirenje FLRW metrike sa prostornom krivinom k£ = 0,

ds? = —di? + ¢*as (dx')2. (A.1.16)

Medutim, za ty € (—oo, +00) ova metrika poktiva samo pola mnogostrukosti (A.1.1)) na kojoj
je Xo+X; > 0tj. m > 0. Drugi skup koordinata (¢§,z,y,z) je neophodan da bi pokrio
t*

Xo+ X7 < 0. Taj skup se dobija za N = —ags ¢ s, Metrika (A.1.16) de Siterovog prostora
se razmatra u jednostavnim modelima kosmologije.
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A.2 Specijalne funkcije

Ovo poglavlje posvecujemo definiciji i osobinama specijalnih funkcija koje smo koristili u radu.
Oslanjamo se na sledece reference [89], [68], [90].

A.2.1 Beselove funkcije

Beselove funkcije su resenja diferencijalne jednacine

d?*w dw
2 2 2y, _
Toatr Tt (2% — v )w = 0. (A.2.1)

Resenja su analiticke funkcije po z € C, osim u tacki grananja z = 0 za v € Z, sa zasekom u
intervalu (—oo,0]. Specijalni tipovi Beselovih funkcija su Beselove funkcije prve vrste Ji,(z),
druge vrste Y, (), koje se takode zovu Nojmanove i oznacavaju kao N, (z), i trece vrste H(V(2)
i H®(z), tzv. Henkelove funckije. Kada je v nije ceo broj, resenja J,(z) i J_,(z) su linerano
nezavisna, dok su J,(z) i Y, (z), kao i H(V(z) i H(?)(z), linearno nezavisni za sve vrednosti v.
Vronskijani su

2sinvmw
WL T2} = Joa (W) + o) i (2) = ==, (A22)
2
W{J(2), Yo (2)} = Joni(2)Yo(2) = L (2)Yora(2) = ——, (A.2.3)
4
WLHD (), HP (2)} = HEA () HP(2) = HY () (2) = —— (A:2.4)
TZ
Ove funkcije su medusobno povezane na slede¢i nacin
HY(2) = J, Y (2) = —— (e, — T, A2.
S(2) = Ju(2) + Y, (2) - I/7T(€ J,—J_), (A.2.5)
HO(2) = J,(2) — iYy(2) = —— (], — e¥™],). A2.
D(a) = Jylz) = ¥ile) = (], = &™) (A2
Pored ovih, korsine su i veze
HY)(2) = e™HO(2),  HOE)(2) = e "™ HP(2). (A.2.7)
Kada z — 0 funkcije se ponasaju kao
J,(2) 1<Z> £ —1,-2 (A.2.8)
(2 o \a) v ,—2, ... 2.
2
Yo(2) ~ —iHM (2) ~ iHP () ~ Zlog 2, (A.2.9)
T
1 —v
Y, (2) ~ —iHO(2) ~ iHO (2) ~ —-T(v) (;) . Rev>0. (A.2.10)
T
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Za |z| — oo asimptotika je sledeca

2 1 1
Jy(z) ~ ”E cos (z — VT = 47r>, larg z| <, (A.2.11)

2 1 1
Y, (z) ~ ”E sin <z — VT 47r>, larg z| <, (A.2.12)

2 - 1 1
HWY (2) ~ | = elEmavm=am), —m < argz < 2m, (A.2.13)
Tz
(2) 2 —i(z—tvm—3in)
H?(z) ~y/—e VT =21 < argz < . (A.2.14)
TZ
Ortogonalnost Beselovih funkcija se vidi iz sledec¢ih integrala
o 1
/0 dxx IJV+21+1(I')JI,+2m+1<JZ> = —2 (2[ T 1>6lm7 (A215)
oo 1
/ dvx J, (k) ], (K'z) = 20(k = ). (A.2.16)
0
Zadovoljene su sledec¢e rekurente relacije
J(2) = Jyr — ZJ(2), (A.2.17)
z
J(2) = —Jyis + 2, (2). (A.2.18)
z

Modifikovane Beselove funkcije I, (z) 1 K,(z) su reSenja diferencijalne jednacine

d*w dw
2 2 2\,
One su regularne funkcije po z sa zasekom duz negativnog dela realne ose i za fiksno z # 0 one
su holomorfne funkcije po v na celoj kompleksnoj ravni. ReSenja I, (2) i I_,(z) su linearno

nezavisna osim kada je v € Z. Ova resenja su medusobno povezana preko
Tl _,(z)—1,(2)

K, (z) = A2.2
(2) 2 sin v ( 0)
a vronskijani su
sin v
W{L(2), I (2)} = L() 1) (2) = Lo (2) o (2) = 2=, (A.2.21)
1
WA{K,(2),1,(2)} = L(2)K,11(2) + [,1(2) K, (2) = Pt (A.2.22)
Za fiksno v i |z| — oo, modifikovane Beselove funkcije se ponasaju kao
e’ T
I,(2) ~ , arg z| < —, A.2.23
@)~ oo argel < (1223
s 3
K ~ oy —e* — A.2.24
o) e gl < (A.2.21)
dok se za male vrednosti z — 0 i fiksno v ponasaju kao
1 zZ\Y
I(z)m — (=] , —-1,-2,... A2.2
G~ (2> V7 (4.2.25)
Ky(z) ~ —log z, (A.2.26)
1 —v
Ky(z) ~ 5T() (;) . Rev>0. (A.2.27)
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Vazi relacija ortogonalnosti, [91],

1

ksinh Tk

7?Km(x)l(m/ (x) =

0

(6(k — K') +0(k+ K)). (A.2.28)

A.2.2 Hipergeometrijska funkcija

Hipergeometrijska funkcija o Fi (a, b; ¢; ), koju zbog jednostavnosti zapisa pisemo kao F'(a, b; ¢; 2),
definisana je pomo¢u Gausovog razvoja u red

F(a,b;c;2) = i L)n(b)"i

= () n!

(A.2.29)

na disku |z| < 1, a pomoc¢u analitickog produZenja i van ovog intervala. Red se unutar jedini¢nog
kruga |z| = 1 ponasa na sledeéi nacin:

o divergira za Re (¢ —a — b) < —1;
« apsolutno konvergira za Re (¢ —a — b) > 0;
« uslovno konvergira za —1 < Re (¢ —a —b) <0.

Specijalna vrednost za z =1 je

L)' (c—a—10)

F(a,b;e,1) = T(c—a)l(c—b)’

c#0,-1,-2,..., Re(c—a—0)>0. (A.2.30)

Navescemo neke od transformacija ove funkcije koje smo koristili su radu. Za ispitivanje
ponasanja funkcije oko z = 11 z = oo korisne su nam naredne veze

F(a,b;c,z) = ?EZ;?EZC) : Z; (—2)*F(a,1—c+a;1=-b+q i)
Plla=0b) | . L :
+ T(a)T(c—1b) (=2)"F(b,1—c+bl—a+0 ;), | arg(—z)(|A<27;,1)
F(a,b;c,z) = EE?E(;;(Z:Z; F(a,bja+b—c+1;1—2)
+ (1 — z)e7e? Ll(atb—c) Flc—a,c—bjc—a—b+1;1—2), |arg(l—2z)| <.

T(a)0(b) .

A.2.3 Jakobijeve funkcije

Ortogonalnost svojstvenih funkcija kvantnomehanickog laplasijana smo pokazali izrazavajuci
hipergeometrijsku funkciju preko Jakobijeve i koriste¢i Jakobijev transform, kao i njegov in-
verzni. Sada ¢emo pokazati da sve to vazi. U nastavku koristimo notaciju iz [80] i rezultate
prikazane u tom radu. Jakobijeve funkcije su definisane kao

1 1
¢g\a,ﬁ)<t) _ F(2 (a+p+1 _i)\)’i (a+B+1+iN); a+ 1;—Sinh2t> , (A.2.33)
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za o, B, A € C, a # —1,—-2,... Odavde mogu da se, koriste¢i osobine hipergeometrijske
funkcije, izvedu i drugi oblici, npr.
a B 1 | .
gbf\ ’6)(15) = (cosht)™=#~1 ”\F(z(a+5+1+z>\),2(a—6+1+z)\); a+1;tanh2t)
(A.2.34)
: 1 1
— (2cosh £)A—ef1 F(2 (a+B+1-0)), 5 (a—F+1—i\); 1 —iXcosh™ t)
(A.2.35)
: 1
= (2sinh ¢)A—oA1 F< glatB+1—id), o (—atB+1-id);1—iX sinh ™2 t).
(A.2.36)

DO | —

U formulama za Jakobi transform, u nasem slucaju, integrali se po imaginarnoj osi (—ioo, i00),
koristeci analiticko produzenje hipergeometrijske funkcije. Strogo izvodenje nam nije neophodno,
tako da ¢emo da koristimo formule date u [80], gde su pokazane za realno §, a > —1, i zatim
analiticki produzene na kompleksne vrednosti parametara [, € C, a # —1,—-2,...

Naveséemo neke definicije i teoreme na koje se pozivamo. Za a > —1, |B| < a + 1, Jakobijeva
funkcija je kernel Jakobi transforma
) = / dt (2 sinh £)22+1(2 cosh )2+ (@) (1) £ (1) . (A.2.37)
0

Inverzni transform je

1) = 5 [ AN leasWIP 6070 F), (4239

gde su konstante ¢, 5(\) dat izrazon]
20T (o + 1) T (i)
D(3(a+B+1+i0))T(da-B+1+iN)

Cas(N) = (A.2.39)

Jednacina (A.2.38)) vazi kada su ¢, (), C;’]B()\) konac¢ni tj. kada nemaju polove, sto je tacno
u nasem slucaju, ([7.2.74]). Primenjujuc¢i Jakobi transform na Jakobijeve funkcije dobijamo da
su kontinualno ortogonalne,

/ dt (2sinh t)2T1(2 cosh £)271 57 () 63 (1) = 27 |ca s (W) 20X — X') . (A.2.40)
0

Poslednji izraz nam zapravo daje ortogonalnost svojstvenih funkcija laplasijana. Kompletnost
skupa ([7.2.73)) je u osnovi formula za inverzni Jakobi transform ({A.2.38)).

A.2.4 Asocirane Lezandrove funkcije

Asocirane Lezandrove funkcije PF#(2), Q(z) i Q",_,(2) su resenja diferencijalne jednacine

d*w dw 2
P 2 _— _— — =
(1—=z )dz2 2z e + <V(V—|— 1) T z2> w = 0. (A.2.41)

1 Jakobijeve funkcije su parne i Jakobi transform je generalizacija Furije kosinus transforma, ¢g\_1/ 2-1/2) (t) =

cos \t. Stoga integrali u (A.2.37))-(A.2.38)) mogu da se prosire na interval (—oo, c0), pod pretpostavkom da su
f, f parne funkcije.
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To su funkcije stepena v i reda p koje postoje za sve vrednosti pu, v i z izuzev u tackama
z = £1,00 koje su tacke grananja ili polovi funkcija. Definisane su preko hipergeometrijskih
na sledece nacine

1 z+1\%2 1—2
Pi(z) = F-vv+11—p 1 -2 <2 A.2.42
1) = (Gop) F(owvrti-mg7), ez, (A2.42
Pv+pu+1) _ 1 Iz
Q) = emma A D s
(V‘f‘g)
><F<1+”+“1+V+“ +2 1) 2] > 1, (A.2.43)
T e e z 2.
2 T2 T Ty e ’
; I+ e = DI+ 1) 1y
inr F-v14v1+u
1 ) -
+2()(z+1)5(z—1)QF(—V,1+U;1—M; Z) 11—z <2 (A2.44)

a alternativni oblici se dobijaju koriste¢i transformacije hipergeometrijskih funkcija.

Neki od vronskijani su

WLPLE), Qua)} = —ornt TR ) (4.2.45)
WP, P = 2] (A2.46)
WAL s} = e s =TT (A247)
Slede relacije koje povezuju razlicite Lezandrove funkeije
P (2) = P2, (A.2.48)
PrHe) = po i (P = 2 sin (um) Q2(0)) (A.2.49)
Q' () = m (—me™™ cos (vr) PL(z) + Q=) sin (w(v + ). (A.2.50)
Q,"(2) = e‘22"‘“3?:/;1:13@“( ). (A.2.51)
Veza sa negativnim argumentom
QH(—2) = —""Q"(2). (A.2.52)
A.2.5 Sferni i spinski sferni harmonici
Sferni harmonici su definisani sa
Y9, 6) = (—1>WJ A R R cos), (A.253)

i za njih koristimo konvencije iz kvantne mehanike. Ova definicija obezbeduje sledec¢e osobine
(}/lm>>|< = <_1)m}/l_m ) Yzm(ﬂ —v,m+ ¢) = (_1)l}/lm(797 ¢) . (A254)
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Korisne relacije su adiciona teorema i relacija kompletnosti,

! 20+ 1
>0 Y (W 61) V" Uk, ém)" = = — Pi(cos©), (A.2.55)
m=—1
1
Z V" (01, 01) " (IR, 9r)" = = 8(Vr —VR) 6(ér — dr), (A.2.56)
i sin vy,
sa o
cosO =0 = qu .qQR = cos V¥, cos Vg + cos(¢r — ¢dgr)sind sindg . (A.2.57)
L4R

Za konvencije oko spinskih harmonika pratimo [76],

. 557 (9,9) ) D R ()
elm@0) =" ;o oim(0,0) = e . (A.2.58)
5 Y (0,9) VoG Yz (0,9)
Ovde je j = %, %, ... im=—j,...,7. Spinski sferni harmonici zadovoljavaju
Ui%’ i1
Definisanjem funkcija ¢%,, u skladu sa (8.2.14)), nalazimo da je
m(0,0) = 009} (T =9, m+ @) =i (1) gt (0, 9) (A.2.60)
Spinorski harmonici zadovoljavaju razli¢ite sumacione formule, ukljuc¢ujuéi
e e
t ? s _ i+ 1) tang  —1
%: (pj,m(ﬁ[n (bL) (UZ@j,m(ﬁRa (bR)) =T {7 (Pj+% (Q) + ijé (Q)) 0 0 )
(A.2.61)
. . « (25 +1) 0 0
%: Spjym(ﬁ[n (bL) (O-ZQOj,m(ﬁRa (bR)) =T S (Pj+%(Q) + P]f%(Q)) 1 tan % .

(A.2.62)

Ovde je T je matrica takva da najopstiji rotaciono invarijantan kernel f%, (g5, ¢r), odnosno onaj
koji zadovoljava (Lf5 4+ L) f(qL, qr)* = 0, ima oblik

(@, qr) = (T1)% (T2)" g°a(qr, qr, ) = T g°alqr, qr, Q) (A.2.63)

za proizvoljne funkcije g°;. Sumacione formule (A.2.61))-(A.2.62) su korisne kod prelaska sa
matricnih elemenata rotaciono invarijantnih kernela u svojstvenom bazisu vremenskog opera-
tora (koris¢enog u glavnom delu teze) na funkcije f(qL,qr)%. Zbog kompletnosti, piSemo
eksplicitne izraze za T} i T5

1 L "R gin O sin v}, ——L_emibrtor) X _1e—ibrging,
T X T 2sin © 2
1= . , 9 = ,
€L tan %L —% ePL+oR) gin O cos? %L — 2S§1® €r X tan %L cos? %L

gde je
. , v
X = R (Q + cos¥g) sin ¥, — 2"~ cos? 7]: sinvg . (A.2.64)
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A.3 Furijeove transformacije

U ovom dodatku nalazimo Furije transformacije dva izraza koja se javljaju u glavnom tekstu.
Preciznije, pokaza¢emo kako se oni dobijaju regularizacijom integrala datih u literaturi (npr.
[92]). Prvi od njih se koristi u (8.2.17)) i (8.2.69)

[axe™ o2 —n)=F Qi () £ 0 (o). (A.3.1)

Polazimo od integrala

[e.e]

/ e Jy(bg) "t dg =277
0

2

v—pn+1 U—fi b
ViYLV 'u+1;17+1;—2>,
a

2 T2

I;; bﬁ aﬂ_ﬁ_l (a2+bz)%_’1 2F1<
(A.3.2)

koji vazi kada njegovi parametri zadovoljavaju sledeée uslove Re(fi+7) > 0, Rea > 0, Re(a+
ib) > 0. Izborom

1
a=¢c¢+i\, b=1, D=1k, [L:§+iw, e>0, (A.3.3)

nalazimo da, odvojeno od granica integracije, integral daje inverznu Furijeovu transformaciju
izraza (A.3.1) u limesu € — 0. Formalno mozemo da napisemo

o0 o0

I(A) = hnol e (i Ji(q) q gt dqg = /e*i)\q Jix(q) q gt dq . (A.3.4)
e—
0 0

Koriste¢i slitnu regularizaciju za interval (—oo,0) i osobinu J;(—q) = €™ J;(q), dobijamo da
je ffoo e~ J.(q) q_%”“ dq = —e¥ ") [()). Stoga je

/ M Jin(g) g2 dg = (1= ) 1()) . (A.3.5)

—0o0

Hipergeometrijska funkcija (A.3.2) moze da se napise preko asocirane Lezandrove funkcije )

koristeci relaciju ((A.2.43]), tako da za integral dobijamo

)I’(%+iw+m)
F(%—iw—i—i/ﬁ)

im (1

[()\) _ \/%6_7 (5 —iw+ir

N =1)7F Q¥ (N, (A.3.6)

a odatle i (A.3.1]). Poslednji izraz takode odreduje konstantu C,

I (L —dw+ir) oZ(G—iwti)
Tl

) A.3.7
D (L 4+ i+ i) 1= €20t (4.3.7)

Drugi integral koji treba da regularizujemo je koriséen za dobijanje Furije transformisanih moda

(8.2.71). Da bismo izveli
/ n@=l e dny = 2T (iw) e sinh(mw) (2¢) % (A.3.8)
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kre¢emo od integrala iz [93]
/t7_1 e—ctcosﬁ—ictsinﬁdt — F(*y) Y e—iwﬁ 7 (A39)
0

koji vazi za sledeCe vrednosti parametara

—g<5<g, Rey >0, ili 5:%, 0<Rey<l. (A.3.10)
Uzimamo v =€+ iw, = —n/2, ¢=2( i definiSemo integral u granicama n € (0, c0) preko

limesa

e—0

/niw—l 247 dp = Tim /ne—i-iw—l 240 dy = T(iw) (20)7 e 5 .
0 0
Sli¢no radimo za oblast n € (—o00,0), uzimamo v =€ + iw, f=7/2, ¢=2(
0 . . . 0o ) . Cwem
/_ nzwfl 621{77 dT} — (_1>1w71/0 nzwfl 672107 dT] — (_1)%}711—1(7;&]) (24-)71(41 ez ’

pa se sabiranjem poslednja dva integrala dobija (A.3.8]). Poredeci (8.2.71)) sa (A.3.8) dolazimo

do vrednosti konstante E iz glavnog teksta,

E = —4(—1)""%¢% sinh(mw) T'(iw) C . (A.3.11)
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