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Сажетак

У овом раду jе испитана симетриjа и механизми експлицитног и спонтаног нарушења
симетриjе класичне 3BF теориjе са везама коjа описуjе Стандардни Модел спрегнут са
Аjнштаjн-Картановом гравитациjом. Затим jе конструисана непертурбативна веза изме-
ђу квантне 3BF теориjе и квантне теориjе гравитациjе са Стандардним Моделом. Конач-
но, дата jе дефинициjа квантне 3BF теориjе са везама на триангулациjи и прелиминарно
jе анализиран њен семикласичан лимес.
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1 Увод
Формулациjа теориjе квантне гравитациjе представља jедан од главних отворених про-

блема у савременоj фундаменталноj теориjскоj физици. Током година jе развиjено више ра-
зличитих приступа решавању овог проблема као што су Теориjа Струна (ЅТ) [1, 2], Квантна
гравитациjа на петљама (LQG) [3, 4] и остали приступи. Сваки од њих има своjе предности
и мане. Конкретно, приступ ковариjантне квантизациjе теориjе гравитациjе на петљама [5]
се заснива на прецизноj дефинициjи интеграла по траjекториjама, помоћу ког се дефинише
остатак квантне теориjе. Jедна од главних предности овог приступа jе управо тада се оваква
прецизна дефинициjа може дефинисати коришћењем процедуре квантизациjе модела спинске
пене и да се том процедуром може успешно квантовати гравитационо поље. Са друге стране,
главна мана овог приступа jе да се квантизациjа може спровести само за чисто гравитационо
поље без осталих поља коjа постоjе у природи [6, 7, 8].

Другим речима, иако jе jедноставно квантовати гравитациjу, ниjе очигледно на коjи начин
jе истовремено могуће квантовати и гравитациjу и осталу материjу.

Последњих година jе направљен напредак по питању превазилажења овог проблема. Jед-
но од обећаваjућих предлога решења jе засновано на вишим градиjентним теориjама [9, 10],
коjе представљаjу уопштење поjма симетриjе коришћењем више теориjе категориjа. Пажња
jе усмерена првенствено на структуре под називом n-групе, коjе су одређен облик уопште-
ња поjма групе и користе се за опис градиjентне симетриjе теориjе уместо поjма групе
[11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24]. Конкретно, испоставља се да струк-
тура 3−групе наjбоље одговара алгебарском опису свих поља у природи (гравитационог,
Jанг-Милсовог, Дираковог и скаларног)[25]. Са друге стране, структура 3−групе омогућава
директно уопштење процедуре квантизациjе у моделу спинске пене на сва остала поља по-
ред гравитационог [26], што омогућава конструкциjу квантне теориjе гравитациjе и материjе
jединственим математичким описом.

Jедан од главних елемената у конструкциjи теориjе jе деjство BF теориjе и његово катего-
риjско уопштење за nBF теориjе. Прве резултате формулисања опште теориjе релативности
и других теориjа гравитациjе заснованих на BF теориjи jе дао Плебански у свом раду [27], а
остале примене за конструкциjу различитих модела се могу наћи у [28, 29, 30]. Формулациjа
теориjе помоћу 2-групе, названа 2BF или BFCG модел, jе по први пут уведена у [31, 32] и
даље проучавана у [33, 34, 35, 36, 37, 38], а класичне 3BF и 4BF теориjе су формулисане у
[25] и [39], редом. На квантном нивоу, nBF теориjе даjу класу тополошких теориjа поља први
пут уведених у раду Портера [40], касниjе у [26, 41].

Добиjен jе значаjан броj конкретних резултата у оквиру програма истраживања виших
градиjентних теориjа заснованих на структури 3-групе. Прво jе формулисан поступак кон-
струкциjе класичног деjства коjи описуjе цео Стандардни Модел (SM) природно спрегнут
са Аjнштаjн-Картановом гравитациjом, у форми коjа jе компатибилна са процедуром кван-
тизациjе модела спинске пене [25]. Оваj поступак доводи до реформулациjе класичне тео-
риjе у теориjу описану 3BF деjством са везема. Ово деjство се састоjи из два главна де-
ла, тополошког 3BF деjства, одређеног структуром 3-групе и дела са везама коjе дефор-
мишу тополошку у нетополошку теориjу, даjући jоj пропагираjуће степене слободе. Доста
истраживања jе већ урађено на jедноставниjим моделима заснованим на BF и 2BF теориjама
[28, 29, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38], а постоjи и модел заснован на 4BF теориjи [39].

Даље, процедура квантизациjе тополошког дела jе успешно формулисана у облику инте-
грала по конфигурациjама поља, коjа одговара тополошкоj квантноj теориjи поља (TQFT)
заснованоj на датоj 3-групи [26]. Осим тога, детаљно су испитане симетриjе тополошке 3BF
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теориjе [43, 44], што jе довело до бољег разумевања различитих особина модела. Неки од
значаjних математичких резултата се такође могу наћи у [17, 45, 46].

У наставку рада ће у глави 2 бити дат детаљниjи преглед постоjећих резултата од зна-
чаjа за даљи рад, дефинициjе поjмова, нотациjа и конвенциjе. У глави 3 ће бити изложена
анализа симетриjе и механизама њеног нарушења у теориjи заснованоj на 3BF моделу са ве-
зама. Резултат ове анализе jе потврда еквиваленциjе између стандардне класичне Аjнштаjн-
Картанове теориjе гравитацjе и Стандардног Модела са jедне стране и класичне теориjе за-
сноване на 3BF моделу са везама са друге, у погледу симетриjе деjства и Хигсовог механизма
спонтаног нарушења симетриjе дела коjи одговара електрослабоj интеракциjи [47]. У глави
4 jе разматрана веза између квантних теориjа коjе се добиjаjу конзистентном квантизаци-
jом Аjнштаjн-Картанове теориjе гравитациjе и Стандардног модела с jедне и 3BF теориjе са
везама са друге стране [48], док jе у глави 5 дата дефинициjа квантне 3BF теориjе са везама.
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2 Преглед досадашњих резултата, дефинициjе, нотациjа
и конвенциjе

У овоj глави jе изложен преглед четири класичне теориjе коjе су релевантне за даљу
анализу. У првом поглављу jе уведено тополошко 3BF деjство засновано на структури 3-
групе. У следећем поглављу jе дат метод за конструкциjу реалистичне нетополошке теориjе
додавањем веза. У трећем поглављу jе дат преглед стандардног Аjнштаjн-Картановог деjства
спрегнутог са Стандардним Моделом на уобичаjен начин, а потом и у случаjу постоjања
сабирка са спин-спин контактном интеракциjом, названом Аjнштаjн-Картанова контактна
теориjа. У четвртом поглављу jе преглед укупне симетриjе дополошког 3BF деjства, а у петом
кратка формулациjа тополошке 3BF квантне теориjе поља. Резултати у овоj глави проистичу
из радова Т.Раденковић и М.Воjиновић [25, 26, 43, 44].

Нотациjа и конвенциjа су следеће. Просторвременски индекси су означени словима из
средине Грчког алфабета µ, ν, . . . , и подижу се и спуштаjу просторвременском метриком gµν ,
када jе дефинисана. Лоренцова метрика jе означена са ηab = diag(−1,+1,+1,+1). Индекси
коjи преброjаваjу генераторе Лиjевих група G, H, и L су означени почетним словима Грчког
алфабета α, β, . . . , малим латиничним словима са почетка абецеде a, b, c, . . . , и великим ла-
тиничним словима са почетка абецеде A,B,C, . . . , редом. Сами генератори су означени као
τα, ta и TA, редом. Коришћен jе природни систем jединица, дефинисан са c = ℏ = 1 и G = l2p,
где jе lp Планкова дужина.

Индекси коjи одговараjу Лоренцовоj групи су парови индекса ab и величине коjе зависе од
њих су антисиметричне на замену њихових места. То значи да су све независне компоненте
ових величина према Аjнштаjновоj сумационоj конвенциjи преброjане два пута. Због тога jе
резултат суме потребно поделити са два. Алтернативно, у циљу избегавања овог проблема,
може се увести нотациjа [ab] коjа репрезентуjе пар индекса као jедан индекс за коjи jе увек
претпостављено да важи a > b. Сумациjа по оваквим индексима преброjава сваку незави-
сну компоненту тачно jедном, па суму ниjе потребно поделити са два. На пример, за дату
величину Kab, добиjа се

K [ab]σ[ab] =
1

2
Kabσab . (1)

У овом раду ће правоугаоне заграде међу индексима бити коришћене искључиво за означа-
вање пара Лоренцових индекса, уместо уобичаjене примене за антисиметризациjу индекса.

2.1 Тополошко 3BF деjство

У циљу конструисања тополошког 3BF деjства, потребно jе кренути од поjма стриктне
Лиjеве 3-групе, коjа jе уопштење поjма Лиjеве групе проистекло из више теориjе категориjа.
Ова структура jе еквивалентна структури Лиjевог 2-укрштеног модула. Лиjев 2-укрштени
модул jе уређена троjка три Лиjеве групе, G, H и L, заjедно са два хомоморфизма између
њих,

∂ : H → G , δ : L→ H , (2)

деjства групе G на све три групе,

▷ : G×X → X , X = G,H,L , (3)

и пресликавања Паjферовог подизања,

{_ ,_ }pf : H ×H → L . (4)
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Сва три пресликавања су обухваћена одређеним скупом аксиома и заjедно чине структуру
звану Лиjев 2-укрштени модул, коjи се означава као

( L
δ→ H

∂→ G , ▷ , {_ ,_ }pf ) . (5)

Ова структура представља поjам 3-групе на наjуобичаjениjи начин. Даље математичке акси-
оме и дефинициjе се могу наћи у референцама [9, 17, 25, 26, 41, 44, 45, 46, 49].

Дата математичка структура 3-групе намеће природан избор деjства звано 3BF деjство.
Ово деjство jе чисто тополошко, дефинисано са:

Stop
3BF =

∫
M4

⟨B ∧ F⟩g + ⟨C ∧ G⟩h + ⟨D ∧H⟩l. (6)

Лагранжеви множитељи B, C и D су два-, jедан- и нула-форме и истовремено елементи
Лиjевих алгебри g, h и l, коjе одговараjу Лиjевим групама G, H и L, редом. Jачине поља F ,
G и H су дефинисане као

F = dα + α ∧ α− ∂β , G = dβ + α ∧▷ β − δγ , H = dγ + α ∧▷ γ + {β ∧ β}pf , (7)

и називаjу се лажним кривинама за конексиjе jедан-форме α, два-форме β и три-форме γ,
коjе су такође елементи алгебра g, h и l, редом. Билинеарне форме ⟨_ ,_⟩g, ⟨_ ,_⟩h и ⟨_ ,_⟩l
треба да буду симетрична, недегенерисана и G-инвариjантна пресликавања пара елемената
алгебре у скуп реалних броjева. На основу структуре 3-групе, може се jош увести и поjам
ковариjантног извода дефинисаног као

∇ = d + α∧▷ (8)

у смислу да када ∇ делуjе на, на пример, компоненте ϕA елемента ϕ ∈ l, деjство ▷ представља
деjство елемента Лиjеве алгебре g на елемент Лиjеве алгебре l, на начин:

∇ϕA = dϕA + ▷αB
A αα ∧ ϕB , (9)

и слично за елементе алгебри g и h. Коришћењем ове нотациjе се лажне кривине (7) могу
преписати у функциjи од обичних кривина:

F = ∇2 − ∂β , G = ∇β − δγ , H = ∇γ + {β ∧ β}pf . (10)

Деjство свих пресликавања ▷, ∂, δ и {_ ,_}pf , као и билинеарних форми на базис генератора
Лиjевих група jе:

τα ▷ τβ = ▷αβ
γτγ = fαβ

γτγ , τα ▷ ta = ▷αa
btb , τα ▷ TA = ▷αA

BTB ,

∂ta = ∂a
ατα , δTA = δA

ata , {ta , tb} = Xab
ATA , (11)

⟨τα , τβ⟩g = gαβ , ⟨ta , tb⟩h = gab , ⟨TA , TB⟩l = gAB .

Пошто су билинеарне форме недегенерисане, постоjе њихови инверзи и компоненте тих ин-
верза су означене са gαβ, gab и gAB. Такође се користе за подизање и спуштање групних
индекса.

Да би се помоћу ове структуре конструисало деjство коjе одговара Стандардном Моделу и
Аjнштаjн-Картановоj гравитациjи, потребно jе изабрати одговараjућу 3-групу, звану 3-група
Стандардног Модела [25, 47, 50]. Три Лиjеве групе G, H и L се бираjу да буду:

G = SO(3, 1)× SU(3)× SU(2)× U(1) , H = R4 , L = C4 ×G64 ×G64 ×G64 . (12)
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Физичка интерпретациjа овог избора jе следећа. Група G представља уобичаjену групу гра-
диjентних симетриjа Стандардног Модела, заjедно са групом локалне Лоренцове симетриjе.
Група H представља просторвременске транслациjе, док група L одговара пољима материjе.
Конкретно, C4 одговара Хигсовом сектору, док три Грасманове групе G64 одговараjу трима
фамилиjама фермиона.

Да би 3-група Стандардног Модела била у потпуности дефинисана, потребно jе одабрати
и сва пратећа пресликавања. Хомоморфизми ∂ и δ се бираjу тако да буду тривиjални, као
и Паjферово подизање {_ ,_ }pf . Деjство ▷, jе дефинисано на следећи начин. Група G се
може природно поделити на Лоренцов део SO(3, 1) (генератори су преброjани коришћењем
пара индекса [ab]) и унутрашње градиjентне симетриjе SU(3)× SU(2)× U(1) (генератори су
преброjани индексима α, β, . . . ). Деjство групе G на саму себе jе онда дато избором деjства
Лоренцовог дела на самог себе и део унутрашњих симетриjа, као

▷[ab][cd]
[ef ] ≡ f[ab][cd]

[ef ] =
1

2

(
η[a|cδ

[f |
|b] δ
|e]
d − η[a|dδ

[f |
|b] δ
|e]
c

)
, ▷[ab]β

γ = 0 , (13)

док jе деjство унутрашње групе симетриjе на саму себе и Лоренцов део дато са

▷αβ
γ = fαβ

γ , ▷α[ab]
[cd] = 0 . (14)

Даље, деjство групе G на групу H jе дефинисано природно, претпостављаjући да jе група H
интерпретирана као група четворофимензионалних транслациjа. Тада Лоренцов део групе G
делуjе на стандардан начин на транслациjе, док унутрашњи део групе G делуjе тривиjално:

▷[cd]a
b =

1

2
ηa[d|δ

b
|c] , ▷αa

b = 0 . (15)

Коначно, деjство целе групе G на L jе такође дато на природан начин, у складу са трансфор-
мационим особинама различитих фермиона и Хигсовог поља. На пример, деjство групе G на
фермион левог изоспина jе:

▷[cd]A
B = (σcd)A

B , ▷αA
B =

1

2
(σα)A

B . (16)

Матрице (σα)A
B су Паулиjеве матрице и (σab)A

B = 1
4
[γa, γb]A

B, где су γa стандардне Диракове
матрице коjе задовољаваjу антикомутациону релациjу γaγb + γbγa = −2ηab. Стандардно се
може увести и матрица γ5 ≡ −γ0γ1γ2γ3. На сличан начин се може дефинисати и деjство групе
G на све остале фермионе и скаларна поља у групи L, зависно од њихових трансформационих
особина [25].

Додатно, поред прецизирања 3-групе Стандардног Модела, деjство (6) такође зависи од
избора билинеарних форми. У случаjу не-Абелове групе jе природан избор ове форме Картан-
Килингова форма (Картанов тензор), док у случаjу Абелових група не постоjи природан
избор, али jе он ограничен захтевом да билинеарна форма мора да буде G-инвариjантна.
Узимаjући ово у обзир, за 3-групу Стандардног Модела и деjство (6) се бираjу следеће били-
неарне форме. За алгебру g:

g[ab][cd] =
1

2
ηd[a|η|b]c , gαβ = δαβ , gα[ab] = 0 . (17)

За алгебру h, због G-инвариjантности

gab = ηab . (18)
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Коначно, у случаjу алгебре l jе ситуациjа компликованиjа jер Грасманови броjеви антикому-
тираjу. Конкретно, за било коjи избор A,B ∈ l, важи:

⟨A,B⟩l = AIBJgIJ , ⟨B,A⟩l = BJAIgJI . (19)

Пошто билинеарне форме мораjу да буду симетричне, два израза мораjу да буду jеднака.
Међутим, у зависности да ли су коефициjенти AI и BJ Грасманови броjеви или обични реални
броjеви, они ће или антикомутирати или комутирати, што за последицу има да jе матрица
компонената билинеарне форме gIJ антисиметрична или симетрична, редом. Због тога се
генератори TA алгебре l могу груписати у три класе: TÃ коjа припада Хигсовом сектору, и
пару TÂ, T Â коjи припада фермионском сектору. Онда се компоненте билинеарне форме могу
записати као

gAB =

 δÃB̃ 0 0

0 0 δB̂
Â

0 −δB̂
Â

0

 . (20)

Горњи леви блок одговара алгебри C4, док доњи десни блок одговара алгебри G64×G64×G64.
Након задавања 3-групе за Стандардни Модел, деjство за одговараjућу тополошку 3BF

теориjу (6) се може записати у следећем облику:

Stop
3BF =

∫
Bα ∧ Fα +B[ab] ∧R[ab] + ea ∧∇βa + ϕA(∇γ̃)A + ψ̄A(

→
∇γ)A − (γ̄

←
∇)AψA , (21)

где jе уведена нова нотациjа. Прво, F jе подељен на jачину поља коjа одговара групи уну-
трашње симетриjе Fα (коjа jе функциjа унутрашње конексиjе αα) и два-форму Риманове
кривине R[ab] (коjа jе функциjа спинске конексиjе ω[ab]). Лагранжев множитељ C jе замењен
jедан-формом поља тетраде ea, а Лагранжев множитељ D jе замењен компонентама Хигсовог
поља и поља фермиона (ϕA, ψA, ψ̄A). Ова замена нотациjе представља физичку интерпрета-
циjу поља у деjству (6).

2.2 3BF деjство са везама

Иако деjство (21) има одговараjућу симетриjу описану 3-групом Стандардног Модела и
садржи сва градиjентна, гравитационо и поља материjе, jедначине кретања коjе се добиjаjу ва-
риjациjом по пољима не одговараjу класичним jедначинама кретања ових поља. Заправо, ово
деjство jе пример тополошког 3BF деjства, и као такво даjе тривиjалне jедначине кретања,
без пропагираjућих степени слободе. У циљу кориговања теориjе се додаjу сабирци у деjству
коjи представљаjу везе зване симплициjалне везе. Пажљивим избором ових веза коjе се дода-
jу у деjство, могуће jе конструисати нетополошко деjство коjе даjе jедначине кретања за поља
сагласне jедначинама кретања у Стандардном Моделу спрегнутим са Аjнштаjн-Картановом
гравитациjом. Такво деjство се често назива 3BF деjство са везама, и има следећи облик:

S3BF = Stop
3BF + Sgrav + Sscal + SDirac + SYang-Mills + SHiggs + SYukawa + Sspin + SCC . (22)
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Његови поjединачни делови су:

Stop
3BF =

∫
Bα ∧ Fα +B[ab] ∧R[ab] + ea ∧∇βa + ϕA(∇γ̃)A + ψ̄A(

→
∇γ)A − (γ̄

←
∇)AψA ,(23)

Sgrav = −
∫
λ[ab] ∧

(
B[ab] − 1

8πl2p
ε[ab]cdec ∧ ed

)
, (24)

Sscal =

∫
λ̃A ∧

(
γ̃A −HabcAe

a ∧ eb ∧ ec
)

+ ΛabA ∧
(
HabcAε

cdefed ∧ ee ∧ ef − (∇ϕ)A ∧ ea ∧ eb
)
, (25)

SDirac =

∫
λ̄A ∧

(
γA +

i

6
εabcde

a ∧ eb ∧ ec
(
γdψ

)A)
− λA ∧

(
γ̄A −

i

6
εabcde

a ∧ eb ∧ ec
(
ψ̄γd

)
A

)
, (26)

SYang-Mills =

∫
λα ∧

(
Bα − 12CαβM

β
abe

a ∧ eb
)

+ ζα
ab
(
Mα

abεcdefe
c ∧ ed ∧ ee ∧ ef − Fα ∧ ea ∧ eb

)
, (27)

SHiggs = −
∫

2

4!
χ
(
ϕAϕA − v2

)2
εabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed , (28)

SYukawa = −
∫

2

4!
YABCψ̄

AψBϕCεabcde
a ∧ eb ∧ ec ∧ ed , (29)

Sspin =

∫
2πil2pψ̄Aγ5γ

aψAεabcde
b ∧ ec ∧ βd , (30)

SCC = −
∫

1

96πl2p
Λεabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed . (31)

Док би записивање целог деjства у jедном изразу било компликовано и нечитко, овако изде-
љено се сваком сабирку може протумачити значење и сврха:

• тополошки 3BF сабирак (23) jе идентичан jедначини (21), коjа набраjа сва поља при-
сутна у теориjи (онако како намеће структура 3-групе Стандардног Модела),

• веза за гравитационо поље (24) задужена за стварање гравитационих степени слободе,

• веза за скаларна поља (25) gives задужена за стварање степени слободе безмасених
скаларних поља,

• веза за Диракова поља (26) задужена за стварање степени слободе Диракових поља,

• веза за Jанг-Милсова поља (27) задужена за стварање степени слободе градиjентних
поља,

• веза за Хигсов потенциjал (28) описуjе самоинтеракциjе и масу Хигсових поља,

• веза за Jукавину интеракциjу (29) описуjе интеракциjу између Хигсових и Диракових
поља, као и матрице мешања фермиона,

• спинска веза (30) jе неопходна за исправан опис интеракциjе између спина фермиона и
торзиjе, и
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• веза са космолошком константом (31) уводи сабирак пропорционалан космолошкоj кон-
станти.

Слободни параметри присутни у деjству су::

• lp jе Планкова дужина, садржана у Sgrav, Sspin и SCC,

• Cαβ представља билинеарну форму интеракционих константи градиjентних поља, садр-
жана у SYang-Mills,

• χ jе интеракциона константа за самоинтеракциjу четвртог степена Хигсовог поља, са-
држана у SHiggs,

• v jе вакуумски очекивана вредност Хигсовог поља, такође садржана у SHiggs,

• YABC представља константе Jукавине интеракциjе и матрице мешања фермиона, садр-
жане у SYukawa, и

• Λ jе космолошка константа, садржана у SCC.

Тополошко део Stop
3BF и везе Sscal и SDirac не садрже слободне параметре.

Jедначине кретања добиjене вариjациjом целог деjства се могу поделити у две групе.
Прву чине jедначине кретања за Лагранжеве множитеље коjе се могу решити тако да се
Лагранжеви множитељи изразе у функциjи од динамичких поља и њихових извода ([25, 47]):

Mαab = − 1

48
εabcdFα

µνecµe
d
ν , ζαab =

1

4
Cβ

αεabcdF β
µνec

µed
ν ,

λαµν = −Fαµν , Bαµν = −e
2
Cα

βεµνρσFβ
ρσ ,

λ[ab]µν = R[ab]µν , B[ab]µν =
1

8πl2p
ε[ab]cde

c
µe
d
ν ,

λ̃Aµ = (∇µϕ)
A , γ̃Aµνρ = −eεµνρσ (∇σϕ)A ,

HabcA =
1

6e
εµνρσ (∇µϕ)

A eaνe
b
ρe
c
σ , ΛabAµ =

1

6e
gµλε

λνρσ (∇νϕ)
A eaρe

b
σ ,

γAµνρ = −iεabcdeaµebνecρ
(
γdψ

)A
, γ̄Aµνρ = iεabcde

a
µe
b
νe
c
ρ

(
ψ̄γd

)
A
,

λAµ =
(→
∇µψ

)A
, λ̄Aµ =

(
ψ̄
←
∇µ
)
A
,

βaµν = 0 .

(32)

Другу групу чине jедначине кретања за динамичка поља. Спинска конексиjа ω[ab]
µ ниjе екви-

валентна Леви-Чивита конексиjи, будући да фермионска поља генеришу ненулту торзиjу.
Због тога jе потребно прво поделити спинску конексиjу на збир Ричиjевих ротационих кое-
фициjената ∆[ab]

µ и тензор конторзиjе K [ab]
µ:

ω[ab]
µ = ∆[ab]

µ +K [ab]
µ . (33)

Ричиjеви ротациони коефициjенти су дати као линеарна комбинациjа комутационих коефи-
циjената

∆ab
µ =

1

2

(
cabc − cbac − ccab

)
ecµ , (34)
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коjи су дефинисани као
cabc = ebµecν (∂µe

a
ν − ∂νeaµ) . (35)

Тензор конторзиjе jе дат изразом:

Kab
µ =

1

2

(
T cab + T bac − T abc

)
ecµ . (36)

Овде jе T abc ≡ T aµνe
bµecν , где су T aµν компоненте 2-форме торзиjе, дефинисане као:

T a ≡ ∇ea = 1

2
T aµν dx

µ ∧ dxν , T aµν ≡ ∇µe
a
ν −∇νe

a
µ . (37)

Комбиновањем свих претходних jедначина, jедначина кретања за торзиjу се може записати
у облику:

T a = 2πil2p s
a , sa ≡ εabcd eb ∧ ec ψ̄Aγ5γdψA . (38)

Сада jе очигледно да jе 2-форма торзиjе пропорционална спинскоj 2-форми sa. Као што ће
се испоставити у следећем поглављу, оваj резултат jе исти и у Аjнштаjн-Картановоj теориjи
гравитациjе. Такође, коришћењем (36), компоненте 1-форме конторзиjе су

Kab
µ = −2πil2pψ̄Aγ5γdψAεabcdecµ , (39)

па се веза између конторзиjе и торзиjе поjедностављуjе и постаjе:

T a = Kab ∧ eb . (40)

Даље, Аjнштаjнова jедначина има уобичаjен облик:

Rµν −
1

2
gµνR + Λgµν = 8πl2p Tµν , (41)

где jе тензор енергиjе-импулса:

Tµν = Fα
µρCα

βFβν
ρ − 1

4
gµνF

α
ρσCα

βFβ
ρσ

+ ∇µϕ
A∇νϕA −

1

2
gµν

(
∇ρϕ

A∇ρϕA + 2χ
(
ϕAϕA − v2

)2)
+

i

2

(
ψ̄A

↔
∇µγdψA

)
edν −

1

2
gµν

(
i
(
ψ̄A

↔
∇ργdψA

)
ed
ρ − 2YABCψ̄

AψBϕC
)
. (42)

Тензор садржи три дела коjи одговараjу Jанг-Милсово, скаларно и Дираково поље, редом.
Jедначине кретања за фермионска и скаларна поља су:(

iγµ
→
∇µδAB − Y A

BCϕ
C
)
ψB = 0 , (43)

ψ̄B

(
δBA i

←
∇µγµ + YBACϕ

C
)
= 0 , (44)

∇µ∇µϕA − 4χ
(
ϕBϕB − v2

)
ϕA = 0 , (45)

док jе jедначина кретања за Jанг-Милсово поље:

∇µFα
µν +

1

2
C−1α

β
(
▷βAB

(
ϕA∇νϕB − ϕB∇νϕA

)
+ iψ̄AψB

(
▷βC

AγνCB − γνAC ▷βC B
))

= 0 . (46)
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На основу претходних jедначина се може закључити да све jедначине кретања тачно одгова-
раjу jедначинама кретања Стандардног модела спрегнутог са Аjнштаjн-Картановом гравита-
циjом са космолошком константом.

Из дефинициjе деjства (22) следи да цео конфигурациони простор теориjе садржи и не-
динамичка поља-Лагранжеве множитеље

Mαab , ζ
αab , λαµν , Bαµν , λ[ab]µν , B[ab]µν , λ̃

A
µ , γ̃

A
µνρ , H

abcA ,ΛabAµ , γ
A
µνρ , γ̄Aµνρ , λ

A
µ , λ̄Aµ , β

a
µν ,
(47)

као и динамичка поља
ω[ab]

µ , e
a
µ , ϕ

A , ψA , ψ̄A , α
α
µ . (48)

Разлика између динамичких и нединамичких поља jе последица jедначина кретања. Jедначи-
не кретања за Лагранжеве множитеље су алгебарске, док су jедначине кретања за динамичка
поља диференциjалне. Jедини изузетак од овог правила jе jедначина кретања за торзиjу (38),
коjа се може решити по спинскоj конексиjи као функциjи тетрада и Диракових поља, указу-
jући на то да jе спинска конексиjа такође нединамичко поље. Ово jе добро позната особина
Аjнштаjн-картанове теориjе, али jе уобичаjено да се спинска конексиjа ипак убраjа у дина-
мичка поља, jер у општиjим теориjама у Риман-Картановим просторима спинска конексиjа
може да постане право динамичко поље [42, 51].

2.3 Аjнштаjн-Картанова деjства

Стандардно Аjнштаjн-Картаново (EC) деjство jе уобичаjено наведено у литератури (на
пример у [42]) као збир деjства за Стандардни Модел минимално спрегнуто са гравитациjом
и Аjнштаjн-Хилбертовог деjства за гравитационо поље (израженог у формализму првог реда).
У досадашњоj нотациjи jе то:

SEC [e, ω, ϕ, ψ, ψ̄, α] =

∫
1

16πl2p
εabcdRab ∧ ec ∧ ed − Fα ∧ Cαβ ⋆F β − (∇ϕ)A ∧ ( ⋆∇ϕ)A

− i
6
εabcd e

a ∧ eb ∧ ec ∧
[
(ψ̄
←
∇)AγdψA − ψ̄Aγd(

→
∇ψ)A

]
− 1

12

[
χ
(
ϕAϕA − v2

)2
+ YABCψ̄

AψBϕC +
Λ

8πl2p

]
εabcd e

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed .

(49)
Овде ⋆F означава Хоџов дуал 2-форме F , слично као и дуал 1-форме ∇ϕ:

⋆Fα =
1

4
Fα

cdε
abcdea ∧ eb , ( ⋆∇ϕ)A =

1

3!
(∇dϕ)A ε

dabcea ∧ eb ∧ ec . (50)

Конфигурациони простор ове теориjе jе еквивалентан конфигурационом простору динамич-
ких поља 3BF теориjе (48), где спинска конексиjа поново задовољава алгебарску jедначину

ωabµ = ∆abµ − 2πil2pψ̄Aγ5γ
dψAεabcde

c
µ , (51)

добиjену из jедначине кретања за торзиjу аналогну jедначини (38), па не представља ди-
намичко поље. Због тога jе заменом ове jедначине натраг у деjство могуће конструисати
еквивалентну класичну теориjу са редукованим конфигурационим простором и истим jедна-
чинама кретања. Ова еквивалентна теориjа се у литератури обично назива теориjа другог
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реда [42]. Ова замена се изводи раздваjањем спинске конексиjе на конторзиjу и Ричиjеве рота-
ционе коефициjенте, и раздваjањем њихових доприноса у деjству. То jе еквивалентно следећоj
замени:

∇(ω) = ∇(∆) +
1

2
Kabσab (52)

У Аjнштаjн-Картановом деjству постоjе само два сабирка коjа зависе од спинске конексиjе. То
су сабирак са Римановим тензором кривине и Лагранжиjан за Дираково поље. После замене
ови сабирци постаjу:

Rab = dωab + (ω ∧ ω)ab = d∆ab + (∆ ∧∆)ab + dKab + (∆ ∧K)ab + (K ∧∆)ab +Ka
c ∧Kcb

= Rab(∆) +
(
∇(∆)K

)
ab
+Ka

c ∧Kcb , (53)

и (
ψ̄
←−
∇
)
A
γdψA − ψ̄Aγd (∇ψ)A =

(
ψ̄
←−
∇ (∆)

)
A
γdψA − ψ̄Aγd

(
∇(∆)ψ

)A − 1

2
ψ̄A
{
σab , γd

}
ψAKab

=
(
ψ̄
←−
∇ (∆)

)
A
γdψA − ψ̄Aγd

(
∇(∆)ψ

)A
+

1

2
εabcdψ̄Aγ5γcψ

AKab . (54)

Када се ови сабирци замене натраг у стандардно Аjнштаjн-Картаново деjство, након сре-
ђивања се добиjе деjство истог облика као почетно са додатним сабирком коjи представља
контактну спин-спин интеракциjу и фиксирану спинску конексиjу ∆ab. Оваj додатни сабирак,
изражен преко конторзиjе, jе 1

8πl2p
Kab∧ ⋆Kab, па се коришћењем релациjе између тензора спина

и конторзиjе из стандардног Аjнштаjн-Картановог деjства може елиминисати конторзиjа:

SECC [e, ϕ, ψ, ψ̄, α] =

∫
1

16πl2p
εabcdRab ∧ ec ∧ ed − Fα ∧ Cαβ ⋆F β − (∇ϕ)A ∧ ( ⋆∇ϕ)A

− i
6
εabcd e

a ∧ eb ∧ ec ∧
[
(ψ̄
←
∇)AγdψA − ψ̄Aγd(

→
∇ψ)A

]
+

3(
4πl2p

)3 sa ∧ ⋆sa

− 1

12

[
χ
(
ϕAϕA − v2

)2
+ YABCψ̄

AψBϕC +
Λ

8πl2p

]
εabcd e

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed .

(55)
На таj начин jе добиjено Аjнштаjн-Картаново деjство за контактну теориjу (ECC), са интер-
акциjом четвртог степена између фермиона, садржане у сабирку sa∧ ⋆sa. Jедначине кретања
ове теориjе су еквивалентне jедначинама кретања стандардне Аjнштаjн-Картанове теориjе
и 3BF теориjе са везама, али jе конфигурациони простор другачиjи и jеднак динамичком
конфигурационом простору ових теориjа:

eaµ , ϕ
A , ψA , ψ̄A , α

α
µ . (56)

Овим jе закључена анализа 3BF деjства са везама, стандардне Аjнштаjн-Картанове теориjе
и Аjнштаjн-Картанове теориjе с контактном интеракциjом.

2.4 Симетриjе тополошког 3BF деjства

Укупна група симетриjе тополошког 3BF деjства jе проучена у [44, 52], и показано jе да
jе њен облик G3BF = (G̃⋉ (H̃L ⋉ (Ñ × M̃)))⋉HT . Семидиректни и директни производ група
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G̃, H̃L, M̃ , Ñ одговара уобичаjеноj градиjентноj симетриjи деjства, док HT група одговара
такозваноj Ено-Таителбом (HT) симетриjи, коjа jе тривиjална на jедначинама кретања [52].

Избор 3-групе Стандардног Модела, уведене у претходним поглављима, имплицира специ-
jалниjу структуру групе градиjентне симетриjе G3BF . Конкретно, у општем случаjу, генерато-
ри групе H̃L могу природно да се поделе на Ĥ-генераторе и L̂-генераторе, коjи задовољаваjу
комутационе релациjе Лиjеве алгебре у облику

[Ĥ, Ĥ] ∼ L̂ , [Ĥ, L̂] ∼ 0 , [L̂, L̂] ∼ 0 , (57)

где су структурне константе у првом комутатору пропорционалне компонентама преслика-
вања Паjферовог подизања у датоj 3-групи [44]. У случаjу избора тривиjалног Паjферовог
подизања, комутационе релациjе постаjу

[Ĥ, Ĥ] ∼ 0 , [Ĥ, L̂] ∼ 0 , [L̂, L̂] ∼ 0 . (58)

То значи да група H̃L има структуру директног производа

H̃L = H̃ × L̃ (59)

своjе две Абелове нормалне подгрупе H̃ и L̃. Додатно, будући да су Ĥ-генератори одговорни за
структуру семидиректног производа H̃L⋉(Ñ×M̃) унутар G3BF , са комутационим релациjама
у облику

[Ĥ, N̂ ] ∼ M̂ , [Ĥ, M̂ ] ∼ 0 , [L̂, M̂ ] ∼ 0 , [L̂, N̂ ] ∼ 0 , (60)

могуће jе директно закључити да у случаjу сваке 3-групе са тривиjалним Паjферовим поди-
зањем, одговараjућа група симетриjе G3BF има облик:

G3BF = (G̃⋉ (L̃× (H̃ ⋉ (Ñ × M̃))))⋉HT . (61)

Дакле, (61) представља групу градиjентне симетриjе 3BF теориjе засноване на 3-групи Стан-
дардног Модела.

Деjство ове групе на поља присутна у 3BF деjству у случаjу произвољне 3-групе jе дато
инфинитезималним тренсформациjама у [44] и поброjано као вариjациjа форме, док су ин-
финитезималне HT трансформациjе дефинисане у [52]. У специjалном случаjу 3-групе Стан-
дардног Модела, обичне градиjентне трансформациjе су дате експлицитно као вариjациjа
форме:

δg0α
α = −∇ϵgα ,

δg0ω
[ab] = −∇ϵg[ab] ,

δg0β
a = ▷αb

aϵg
αβb −∇ϵha ,

δg0γ
A = ▷αB

Aϵg
αγB +∇ϵlA ,

δg0B
α = fβγ

αϵg
βBγ + ea ∧ ϵhb ▷αba −DA ▷

α
B
Aϵl

B −∇ϵmα + βb ▷
α
a
bϵn

a ,
δg0B

[ab] = f[gh][ij]
[ab]B[ij]ϵg

[gh] −∇ϵm[ab] + ec ∧ ϵhd ▷[ab] dc + βd ▷
[ab]

c
dϵn

c − ϵlA ▷[ab] ABDB ,
δg0e

a = −∇ϵna + ϵg
α ▷αb

aeb ,
δg0D

A = ▷αB
Aϵg

αDB .

(62)

Трансформациjе су задате помођу пет слободних параметара коjи одговараjу своjим Лиjевим
алгебрама. Параметри ϵgα и ϵna су нула-форме, ϵha и ϵmα су jедан-форме, и ϵlA су три-форме.
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Инфинитезималне трансформациjе HT симетриjе jе наjлакше изразити у пратећоj ма-
тричноj форми [52]:

δHT
0 Bα

µν

δHT
0 Ca

µ

δHT
0 DA

δHT
0 αα

µ

δHT
0 βa

µν

δHT
0 γA

µνρ


=



ϵαβµνσλ ϵαbµνσ ϵαBµν ϵαβµνσ ϵαbµνσλ ϵαBµνσλξ

µaβ
µσλ ϵabµσ ϵaBµ ϵaβµσ ϵabµσλ ϵaBµσλξ

µAβ
σλ µAb

σ ϵAB ϵAβ
σ ϵAb

σλ ϵAB
σλξ

µαβ
µσλ µαb

µσ µαB
µ ϵαβµσ ϵαbµσλ ϵαBµσλξ

µaβ
µνσλ µab

µνσ µaB
µν µaβ

µνσ ϵabµνσλ ϵaBµνσλξ

µAβ
µνρσλ µAb

µνρσ µAB
µνρ µAβ

µνρσ µAb
µνρσλ ϵAB

µνρσλξ





1
2

δS
δBβ

σλ

δS
δCb

σ

δS
δDB

δS
δαβ

σ

1
2

δS
δβb

σλ

1
3!

δS
δγB

σλξ


. (63)

Да би се осигурала антисиметричност параметара матрице, мораjу да буду задовољени сле-
дећи идентитети:

µbασµν = −ϵαbµνσ , µBαµν = −ϵαBµν , µβασµν = −ϵαβµνσ ,

µbασλµν = −ϵαbµνσλ , µBασλξµν = −ϵαBµνσλξ .

µBaµ = −ϵaBµ , µβaσµ = −ϵaβµσ ,

µbaσλµ = −ϵabµσλ , µBaσλξµ = −ϵaBµσλξ ,

µβAσ = −ϵAβσ , µbAσλ = −ϵAbσλ , µBAσλξ = −ϵABσλξ ,
µbασλµ = −ϵαbµσλ , µBασλξµ = −ϵαBµσλξ , µBaσλξµν = −ϵaBµνσλξ .

(64)

За више детаља о особинама и значаjу HT трансформациjа погледати [52].

2.5 Тополошка инвариjанта за квантну 3BF теориjу

У процесу конструкциjе тополошке квантне теориjе поља засноване на 3BF деjству, по-
требно jе дефинисати суму по стањима:

Z =

∫
DαDβDγDBDCDD exp

(
i

∫
M4

⟨B ∧ F⟩g + ⟨C ∧ G⟩h + ⟨D ∧H⟩l
)
. (65)

Интеграциjа по пољима B, C и D се добиjа структура суме по стањима у облику интеграла
по конексиjама:

Z = N
∫
DαDβDγδ (F) δ (G) δ (H) . (66)

Израчунавање вредности ове суме по стањима jе могуће тек након формалног дефинисања
мере у интегралу и домена интеграциjе. Ова мера се дефинише тако што се многострукост
издели на ћелиjе и потом свакоj ћелиjи додели вредност поља коjе на њоj живи, тако да
0-форме живе у вертексима, 1-форме на ивицама, 2-форме на површинама, 3-форме на тро-
запреминама и 4-форме на четворозапреминама. Особине тополошких теориjа су такве да
вредност суме по стањима не зависи од начина на коjи jе многострукост издељена на ћелиjе,
односно, сума по стањима jе инвариjантна на Пахнерове потезе (додавање нових елемената и
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ћелиjа). Наjелементарниjа подела на ћелиjе jе дата триангулациjом, односно у четвородимен-
зиjалном случаjу дељењем на 4-симплексе. Инвариjантна сума по стањима на многострукости
издењеноj на 4-симплексе jе:

Z = |G|−|v|+|l|−|∆||H||v|−|l|+|∆|−|τ ||L|−|v|+|l|−|∆|+|τ |−|σ|

×

 ∏
(jk)∈ε

∫
G

dgjk

 ∏
(jkl)∈∆

∫
H

dhjkl

 ∏
(jklm)∈τ

∫
L

dljklm


×

 ∏
(jkl)∈∆

δG
(
∂(hjkl)gklgjkg

−1
jl

) ∏
(jklm)∈τ

δH
(
δ(ljklm)hjlm(glm ▷ hjkl)h

−1
klmh

−1
jkm

)
×

∏
(jklmn)∈σ

δL
(
l−1jlmnhjln ▷

′ {hlmn, (gmnglm) ▷ hjkl}pl−1jkln(hjkn ▷
′ lklmn)ljkmnhjmn ▷

′ (gmn ▷ ljklm)
)
,

(67)

где су |G|, |H| и |L| броj елемената група G, H и L, редом, |v|, |l|, |∆|, |τ | и |σ| броj вертекса,
ивица, троуглова, тетраедара и 4-симплекса редом, и деjство ▷′ jе дефинисано као:

h ▷′ l = {h, δl}p , h ∈ H , l ∈ L . (68)

Пресликавања δG, δH и δL су делте на групама G, H и L [26].
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3 Механизми нарушења симетриjе 3BF деjства са везама
У наредним поглављима ће бити изложен преглед механизама нарушења симетриjе топо-

лошког 3BF деjства, прво експлицитно, додавањем веза, а потом ће бити спроведен поступак
спонтаног нарушења симетриjе електрослабе интеракциjе и Хигсов механизам.

На овом месту, пре почетка дискусиjе о нарушењу симетриjе, jе важно истаћи jедну везу
између 3-групе и три билинеарне форме, jер ће ова веза имати значаjну улогу у механизму
нарушења симетриjе и Хигсовом механизму. Специjалан услов коjи билинеарне форме мораjу
да задовоље jесте да буду G-инвариjантне. Ово намеће нетривиjалне услове на избор деjства
▷. Ови услови су одређени теоремом.

Теорема 1. За дат 2-укрштени модул (L
δ−→ H

∂−→ G, ▷, {_ ,_}pf) и симетричне, неде-
генерисане билинеарне форме ⟨_ ,_⟩g, ⟨_ ,_⟩h и ⟨_ ,_⟩l, важи да ако су билинеарне форме
G-инвариjантне, онда компоненте деjства ▷αβγ, ▷αab и ▷αAB мораjу да буду антисиметричне
на замену другог и трећег индекса. Додатно, постоjе избори базиса у Лиjевим алгебрама g,
h и l такви да ▷αβ

γ, ▷αab и ▷αA
B имаjу нулте елементе на диjагонали у односу на други и

трећи индекс, а билинеарне форме су у овом базису диjагоналне.

За доказ теореме погледати Додатак А.1. Потребно jе нагласити да су ове рестрикциjе
на деjство ▷ последица искључиво G-инвариjантности билинеарних форми и да не важе у
општем случаjу.

3.1 Експлицитно нарушење симетриjе

Трансформациjе задате jедначимана (62) и (63) чуваjу облик тополошког 3BF деjства.
Међутим, у случаjу 3BF деjства са везама (22), ово више ниjе испуњено, jер свака од додатих
веза може експлицитно да наруши jедну или више симетриjа тополошког деjства. У циљу
одређивања коjа симетриjа jе очувана, а коjа нарушена додавањем коjе везе, потребно jе
дефинисати помоћна деjства за сваку везу посебно у облику

S = S3BF + Sconstraint , (69)

и варирати ово деjство према jедначинама (62). Тополошки део S3BF ће свакако остати не-
промењен при овим трансформациjама, што имплицира да jе услов очуваности целог деjства
дат захтевом да jе и веза очувана

δg0Sconstraint = 0 . (70)

Оваj захтев не мора да буде аутоматски задовољен, већ може да се деси да jе потребно неке од
параметара трансформациjа ϵgα, ϵha, ϵlA, ϵmα и ϵna фиксирати на нулу. Сваки параметар коjи
jе потребно фиксирати указуjе да jе одговараjућа подгрупа симетриjе нарушена посматраном
везом. У наредним одељцима ће бити испитано коjа веза (24)-(31) нарушава коjу подгрупу
симетриjе, на основу услова (70).

Треба истаћи да jе претходни метод заснован на услову (70) употребљив само за испити-
вање стандардних градиjентних симетриjа, док се HT симетриjа не може проверити на овакав
начин. Конкретно, пошто дефинициjа HT симетриjе (63) експлицитно зависи од облика деj-
ства, додавање веза у деjство мења HT групу симетриjе на нетривиjалан начин, наjчешће
тако што повећава броj њених генератора и параметара. То значи да jе нова HT група већа од
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HT групе тополошког деjства [52]. Пошто jе оваква промена HT групе у потпуноj супротно-
сти у односу на промену групе градиjентне симетриjе, коjа се нарушава додавањем веза, под
нарушењем симетриjе додавањем веза се може сматрати само нарушење градиjентне групе
симетриjе.

3.1.1 Веза за гравитационо поље

Као што jе претходно обjашњено, процедура за анализу нарушења симетриjе у случаjу
везе за гравитацоно поље се своди на одређивање вариjациjе форме jедначине (24) задатим
са (62) и потом испитивање испуњености захтева (70). Конкретно, добиjа се:

δg0Sgrav = −
∫ (

δg0λ[ab] ∧
(
B[ab] − 1

16πl2p
ε[ab]cdec ∧ ed

)
+ λ[ab] ∧

(
δg0B

[ab] +
1

8πl2p
ε[ab]cdδg0ec ∧ ed

))
.

(71)
Вариjациjа Лагранжевог множитеља λ[ab] ниjе у старту дефинисана, па се његова вариjациjа
може изабрати тако да симетриjа буде очувана што jе више могуће. Заменом (62) у (71), се
добиjа да вариjациjа везе за гравитациjу постаjе:

δg0Sgrav =

∫ (
δg0λ[ij] − λ[i|hϵg|j]h

)
∧
(
B[ij] − 1

16πl2p
ε[ij]nmen ∧ em

)
+ λ[ab] ∧ ed ∧

(
ϵh

[a|η|b]d − 1

8πl2p
ε[ab]cdηfc∇ϵnf

)
+ λ[ab] ∧

(
ϵn

[a|β|b] −∇ϵm[ab] − ϵlA ▷[ab] ABDB

)
, (72)

одакле се може изабрати вариjациjа множитеља λ[ab] у облику:

δg0λ[ij] = −λ[ab]f[gh][ij][ab]ϵg[gh] = λ[i|hϵg|j]
h . (73)

Оваj избор уклања цео први ред у jедначини (72). Међутим, преостала два реда указуjу да
се захтев (70) може испунити само фиксирањем вредности параметара ϵh

a, ϵna, ϵmα и ϵl
A.

Jедини параметар коjи остаjе слободан jе ϵgα. Ово имплицира да веза нарушава све подгрупе
симетриjе M̃ , Ñ , L̃, и H̃, осим G̃, коjа jе у потпуности очувана.

3.1.2 Веза за скаларна поља

Коришћењем претходне процедуре се могу испитати и све остале везе. У случаjу везе за
скаларна поља се добиjа:

δg0Sscal =

∫ [
δg0 λ̃A ∧

(
γ̃A −Habc

Aea ∧ eb ∧ ec
)

+ λ̃A ∧
(
δg0 γ̃

A − δg0Habc
Aea ∧ eb ∧ ec − 3Habc

Aδg0e
a ∧ eb ∧ ec

)
+ δg0Λ

ab
A ∧

(
Habc

Aεcdefed ∧ ee ∧ ef −∇ϕA ∧ ea ∧ eb
)

(74)

+ ΛabA ∧
(
δg0Habc

Aεcdefed ∧ ee ∧ ef + 3Habc
Aεcdefδg0ed ∧ ee ∧ ef

− ∇δg0ϕA ∧ ea ∧ eb − δ
g
0α

[kl] ▷[kl]B
AϕB ∧ ea ∧ eb − 2∇ϕA ∧ δg0ea ∧ eb

)]
.
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Замена (62) у (74) даjе:

δg0Sscal =

∫ [
(δg0 λ̃A + λ̃Bϵg

[ij] ▷[ij]A
B) ∧

(
γ̃A −Habc

Aea ∧ eb ∧ ec
)

−
(
δg0Habc

A − ϵg[ij]Habc
B ▷[ij]B

A
)
(λ̃Aη

adηbeηcf − ΛabAε
cdef ) ∧ ed ∧ ee ∧ ef

+ (δg0Λ
ab
A + ΛabBϵg

[cd] ▷[cd]A
B) ∧

(
Habc

Aεcdefed ∧ ee ∧ ef −∇ϕA ∧ ea ∧ eb
)

(75)

+ (λ̃Aη
adηbeηcf − ΛabAε

cdef ) ∧ 3Habc
A(∇ϵnd) ∧ ee ∧ ef

+ 2ΛabA ∧∇ϕA ∧∇ϵna ∧ eb + λ̃A ∧∇ϵlA
]
.

Очигледно jе да из четврог и петог реда следи да ова веза нарушава само подгрупе Ñ и
L̃, док H̃ и M̃ симетриjе остаjу очуване jер се њихови параметри ϵh

a и ϵm
α и не поjављуjу

у jедначини за вариjациjу (75). Коначно, у циљу очувања G̃ симетриjе, могу се изабрати
дефинициjе вариjациjа нових множитеља:

δg0 λ̃
A = ϵg

[ij]λ̃B ▷[ij]B
A , δg0Habc

A = Habc
Bϵg

[ij] ▷[ij]B
A , δg0Λ

abA = ϵg
[cd]ΛabB ▷[cd]B

A . (76)

3.1.3 Веза за Диракова поља

На исти начин, вариjациjа везе за Диракова поља даjе:

δg0SDirac =

∫
(δg0 λ̄A) ∧

(
γA +

i

6
εabcde

a ∧ eb ∧ ec
(
γdψ

)A)
− (δg0λ

A) ∧
(
γ̄A −

i

6
εabcde

a ∧ eb ∧ ec
(
ψ̄γd

)
A

)
+ λ̄A ∧

(
(δg0γ

A) +
i

6
εabcde

a ∧ eb ∧ ec
(
γd(δg0ψ)

)A
+
i

2
εabcd(δ

g
0e
a) ∧ eb ∧ ec

(
γdψ

)A)
− λA ∧

(
(δg0 γ̄A)−

i

6
εabcde

a ∧ eb ∧ ec
(
γd(δg0ψ̄)

)
A
− i

2
εabcd(δ

g
0e
a) ∧ eb ∧ ec

(
γdψ̄

)
A

)
.(77)

Заменом (62) у (77) се добиjа:

δg0SDirac =

∫
(δg0 λ̄A + ϵg

α ▷αA
Bλ̄B) ∧

(
γA +

i

6
εabcde

a ∧ eb ∧ ec
(
γdψ

)A)
− (δg0λ

A + ϵg
α ▷α

A
Bλ

B) ∧
(
γ̄A −

i

6
εabcde

a ∧ eb ∧ ec
(
ψ̄γd

)
A

)
+ λ̄A ∧

(
∇ϵlA +

i

2
εabcd(∇ϵna) ∧ eb ∧ ec

(
γdψ

)A)
− λA ∧

(
∇ϵ̄lA −

i

2
εabcd(∇ϵna) ∧ eb ∧ ec

(
ψ̄γd

)
A

)
. (78)

Ова веза такође нарушава само Ñ и L̃ симетриjе, слично као и веза за скаларна поља. Вари-
jациjа нових множитеља се може изабрати да буде:

δg0 λ̄A = ϵg
α ▷α

B
Aλ̄B , δg0λ

A = ϵg
α ▷α

A
Bλ

B . (79)
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3.1.4 Веза за Jанг-Милсова поља

Веза за Jанг-Милсова поља jе слична вези за гравитационо поље, али садржи више Ла-
гранжевих множитеља. Применом исте процедуре се добиjа:

δg0SYang-Mills =

∫
δg0λ

α ∧
(
Bα − 12CαβMβabe

a ∧ eb
)

+ λα ∧
(
δg0Bα − 12Cαβδg0Mβabe

a ∧ eb − 24CαβMβabδ
g
0e
a ∧ eb

)
+ δg0ζ

αab
(
Mαabεcdefe

c ∧ ed ∧ ee ∧ ef − Fα ∧ ea ∧ eb
)

(80)

+ ζαab
(
(δg0Mαab) εcdefe

c ∧ ed ∧ ee ∧ ef + 4Mαabεcdef (δ
g
0e
c) ∧ ed ∧ ee ∧ ef

− (δg0Fα) ∧ ea ∧ eb − 2Fα ∧ (δg0ea) ∧ eb) ,

где jе

δg0Fα = ϵg
βF γ ▷αβγ . (81)

Вариjациjа jачине поља (81) jе добиjена по дефинициjи (7) коришћењем (62). Комбинациjа
jедначина (62), (80) и (81) даjе:

δg0SYang-Mills =

∫ (
δg0λ

α + λγϵg
β ▷γβ

α
)
∧
(
Bα − 12CαβMβabe

a ∧ eb
)

+
(
δg0Mαab − ϵgβMγ

ab▷αβγ
) (
ζαabεcdefe

c ∧ ed ∧ ee ∧ ef − 12Cα
βλ

β ∧ ea ∧ eb
)

+
(
δg0ζ

αab + ▷γβ
αζγabϵg

β
) (
Mαabεcdefe

c ∧ ed ∧ ee ∧ ef − Fα ∧ ea ∧ eb
)

(82)

+ λα ∧
(
−∇ϵmα − ϵlA ▷αA BDB + ϵn

a ▷αa
bβb

− ϵh
a ∧ eb ▷αa b + 24CαβMβab (∇ϵna) ∧ eb

)
+ ζαab

(
−4Mαabεcdef (∇ϵnc) ∧ ed ∧ ee ∧ ef + 2Fα ∧ (∇ϵna) ∧ eb

)
.

Слично као и у случаjу везе за гравитационо поље, све симетриjе H̃, L̃, Ñ и M̃ , осим G̃, су
нарушене. Вариjациjа нових множитеља се може изабрати да буде:

δg0λ
α = ϵg

βλγ ▷βγ
α , δg0Mαab = ϵg

βMγ
ab▷αβγ , δg0ζ

αab = ϵg
βζγab ▷βγ

α . (83)

3.1.5 Везе за Хигсов и Jукавин потенциjал, спинска и веза са космолошком кон-
стантом

Вариjациjа везе за Хигсов потенциjал даjе

δg0SHiggs = −1

3
χ

∫
2(ϕAϕ

A − v2)ϕA(δg0ϕA)εabcdea ∧ eb ∧ ec ∧ ed

+ (ϕAϕ
A − v2)2εabcd(δg0ea) ∧ eb ∧ ec ∧ ed . (84)
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Одатле следи

δg0SHiggs =
1

3
χ

∫
(ϕAϕ

A − v2)2εabcd(∇ϵna) ∧ eb ∧ ec ∧ ed , (85)

након коришђења идентитета ▷αAB = −▷αBA из Теореме1. Ова веза не нарушава G̃ симетриjу
jер њен параметар нестаjе из jедначине (85) иако jе инициjално био присутан у дефинициjи
вариjациjа ϕA и ea, па jе наручена само Ñ симетриjа.

Вариjациjа везе за Jукавин потенциjал jе:

δg0SYukawa = − 2

4!

∫
YABCδ

g
0(ψ̄

AψB)ϕCεabcde
a ∧ eb ∧ ec ∧ ed

+ YABCψ̄
AψBδg0ϕ

Cεabcde
a ∧ eb ∧ ec ∧ ed + 4YABCψ̄

AψBϕCεabcdδ
g
0e
a ∧ eb ∧ ec ∧ ed .

(86)

Поново, заменом вариjациjе поља (62) у (86) се добиjа:

δg0SYukawa =
1

3

∫
YABCψ̄

AψBϕCεabcd(∇ϵna) ∧ eb ∧ ec ∧ ed . (87)

Као и у претходном случаjу, само jе Ñ симетриjа нарушена, зато што jе YABC матрица дефи-
нисана на такав начин да чува G̃ симетриjу.

Спинска веза не нарушава G̃ симетриjу из истих разлога као и претходне две везе, али
нарушава Ñ и H̃ симетриjе:

δg0Sspin = 2πil2pεabcd

∫ (
δg0(ψ̄γ5γ

aψ)eb ∧ ec ∧ βd + ψ̄γ5γ
aψδg0(e

b ∧ ec ∧ βd)
)
,

= −2πil2pεabcd
∫
ψ̄γ5γ

aψ
(
2(∇ϵnb) ∧ ec ∧ βd + eb ∧ ec ∧ (∇ϵhd)

)
. (88)

Коначно, веза за космолошку константу нарушава само Ñ симетриjу:

δg0SCC = −
∫

1

24πl2p
Λεabcdδ

g
0e
a ∧ eb ∧ ec ∧ ed = −

∫
1

24πl2p
Λεabcd∇ϵna ∧ eb ∧ ec ∧ ed . (89)

3.1.6 Преглед нарушења симетриjе

У циљу сумирања резултата у овом одељку, може се конструисати табела симетриjа и
веза. Свако поље у табели означено са × одговара постоjању нарушења дате симетриjе датом
везом:

Sgrav Sscal SDirac SYang-Mills SHiggs SYukawa Sspin SCC

G̃

H̃ × × ×
L̃ × × × ×
M̃ × ×
Ñ × × × × × × × ×
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Из ове табеле jе могуће закључити неколико особина. Прва, G̃ симетриjа jе очувана у свим
везама, док jе Ñ симетриjа наручена свим везама. Друга, гравитациона и Jанг-Милсова веза
нарушаваjу све симетриjе осим G̃, и ове везе су jедине такве. Коначно, везе за Хигсов и
Jукавин потенциjал, као и веза за космолошку константу нарушаваjу само Ñ симетриjу.

Додатно се, поред ових веза, могу испитати и везе коjе се не поjављуjу у деjству (22) али
ће се поjавити у следећем поглављу о спонтаном нарушењу симетриjе. Прва од ових веза jе
веза за масу скаларних поља:

Sscalar mass = −
m2

4!
εabcd

∫
ϕAϕ

Aea ∧ eb ∧ ec ∧ ed . (90)

Вариjациjа ове везе jе

δg0Sscalar mass = −m
2

4!
εabcd

∫ (
2(δg0ϕA)ϕ

Aea ∧ eb ∧ ec ∧ ed + 4ϕAϕ
A(δg0e

a) ∧ eb ∧ ec ∧ ed
)
, (91)

односно:

δg0Sscalar mass =
m2

3!
εabcd

∫
ϕAϕ

A(∇ϵna) ∧ eb ∧ ec ∧ ed . (92)

Одатле се може закључити да веза (90) нарушава само Ñ симетриjу.
Друга нова веза jе веза за масу Диракових поља:

SDirac mass = −
m

12
εabcd

∫
ψ̄Aψ

Aea ∧ eb ∧ ec ∧ ed . (93)

Њена вариjациjа jе

δg0SDirac mass = −m
12
εabcd

∫ (
(δg0ψ̄A)ψ

Aea ∧ eb ∧ ec ∧ ed + ψ̄A(δ
g
0ψ

A)ea ∧ eb ∧ ec ∧ ed

+ 4ψ̄Aψ
A(δg0e

a) ∧ eb ∧ ec ∧ ed
)
, (94)

што jе jеднако:

δg0SDirac mass =
m

3
εabcd

∫
ψ̄Aψ

A(∇ϵna) ∧ eb ∧ ec ∧ ed . (95)

Слично као у случаjу масе скаларних поља, и ова веза нарушава само Ñ симетриjу.
Трећа нова веза jе Прокина веза. Ова веза се експлицитно поjављуjе у следеђем поглављу

у jедначини (103), као део дискусиjе деjства за Прокино поље. Облик ове везе jе:

SProca =

∫
Θαab ∧

(
Ξαabcε

cdefed ∧ ee ∧ ef +
M

g
αα ∧ ea ∧ eb

)
+
M

g
αα ∧ Ξαabce

a ∧ eb ∧ ec . (96)

Вариjациjа везе даjе:

δg0SProca =

∫ [
M

g
(δg0α

α ∧ Ξαabce
a + αα ∧ δg0Ξαabcea + 3αα ∧ Ξαabcδ

g
0e
a) ∧ eb ∧ ec

+ δg0Θ
αab ∧

(
Ξαabcε

cdefed ∧ ee ∧ ef +
M

g
αα ∧ ea ∧ eb

)
+ Θαab ∧

(
δg0Ξαabcε

cdefed ∧ ed ∧ ee ∧ ef + 3Ξαabcε
cdefδg0ed ∧ ee ∧ ef

)
+

M

g
Θαab ∧ (δg0αα ∧ ea ∧ eb + 2αα ∧ δg0ea ∧ eb)

]
. (97)
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Заменом вариjациjе конексиjе α и поља тетрада, као и коришћењем чињенице да jе ▷αab = 0,
добиjа се:

δg0SProca =

∫ [
δg0Θ

αab ∧
(
Ξαabcε

cdefed ∧ ee ∧ ef +
M

g
αα ∧ ea ∧ eb

)
+ δg0 Ξαabc

(
M

g
αα ∧ ea ∧ eb ∧ ec +Θαab ∧ εcdefed ∧ ee ∧ ef

)
+

M

g
∇ϵgα ∧

(
Θαab ∧ ea ∧ eb − Ξαabce

a ∧ eb ∧ ec
)

− 3Ξαabc

(
M

g
αα ∧∇ϵna ∧ eb ∧ ec +Θαabεcdef∇ϵnd ∧ ee ∧ ef

)
− 2

M

g
Θαab ∧ αα ∧∇ϵna ∧ eb

]
. (98)

Сада jе могуће елиминисати прва два реда из jедначине избором вариjациjе множитеља:

δg0Θ
αab = 0 , δg0 Ξαabc = 0 . (99)

Међутим, поред нарушења Ñ симетриjе, Прокина веза jе jедина коjа нарушава и G̃ симетриjу,
jер се њен параметар експлицитно поjављуjе у трећем реду.

Коначно, могуће jе конструисати сличну табелу и за ове три везе:

Sscalar mass SDirac mass SProca

G̃ ×
H̃

L̃

M̃

Ñ × × ×

Овиме jе завршена анализа експлицитног нарушења симетриjе 3BF деjства са везама.

3.2 Спонтано нарушење симетриjе и Хигсов механизам

Уобичаjене формулациjе деjства за Стандардни Модел елементарних честица не укључу-
jу 3BF деjство са везама, већ су наjчешће изражене помоћу Лагранжиjана састављених од
обичних тензора. Потом се спровођењем низа корака по угледу на Хигсов механизам, Лагран-
жиjан преписуjе у облик у ком градиjентна симетриjа ниjе експлицитно изражена. Додатна
претпоставка jе да вакуумско стање делимично нарушава ову градиjентну симетриjу на ње-
ну подгрупу и одговара делимичном фиксирању калибрациjе Лагранжиjана, што доводи до
спонтаног нарушења његове симетриjе.

Сада jе у контексту 3BF теориjе са везама природно поставити питање да ли се Хигсов
механизам може спровести над деjством (22), коjе представља Стандардни Модел изражен у
другом облику, и репродуковати исти резултати као у случаjу стандардне дефинициjе теориjе.
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3.2.1 3BF деjство са везама за Прокино поље

У циљу проучавања теориjе електрослабих интеракциjа, спонтаног нарушења симетриjе и
Хигсовог механизма у контексту виших градиjентних теориjа jе важно конструисати деjство
за Прокино поље као 3BF деjство са везама, jер ће Хигсов механизам да генерише масене
чланове у деjству за градиjентна поља. Формулациjа 3BF деjства са везама за Прокино поље
и његово проучавање ће касниjе олакшати анализу Хигсовог механизма.

У процесу дефинисања 3BF деjства са везама за Прокино поље, прво jе потребно изабрати
конкретну 3-групу. Уобичаjен избор за три Лиjеве групе коjе чине структуру 3-групе jе:

G = SO(3, 1)× SU(N) , H = R4 , L = {1L} . (100)

Оваj избор одговара SU(N) Jанг-Милсовом пољу спрегнутим са Аjнштаjн-Картановом грави-
тациjом без скаларних поља и фермиона (пошто jе L група тривиjална). Избор тривиjалне L
групе повлачи за собом услов да су и Паjферово подизање и хомоморфизам δ тривиjални, као
и деjство ▷ групе G на групу L. Преостаjе да се дефинише хомоморфизам ∂ и деjство ▷ групе
G на саму себе и на групу H. Као и у случаjу 3-групе за Стандардни Модел, хомоморфизам
∂ се бира да буде тривиjалан, а деjство ▷ jе дефинисано на следећи начин. Деjство групе G
на саму себе jе дато jедначинама (13) и (14), слично као у случаjу Стандардног Модела, док
jе деjство групе G на групу H такође дато jедначинама (15).

Такође, да би деjство било дефинисано, потребно jе изабрати конкретне симетричне, не-
дегенерисане, инвариjантне, билинеарне форме ⟨_ ,_⟩g и ⟨_ ,_⟩h. Њихов избор jе одређен
jедначинама (17) и (18), редом, док jе ⟨_ ,_⟩l тривиjална. Ови избори поjедностављуjу 3BF
деjство тако да оно постаjе 2BF деjство, специjалан случаj (23), дато са:

S2BF =

∫
Bα ∧ Fα +B[ab] ∧R[ab] + ea ∧∇βa . (101)

Овде jе први члан BF деjство за SU(N) Jанг-Милсово поље, док преостала два сабирка
одговараjу гравитационом пољу.

Након дефинисања тополошког деjства теориjе, потребно jе одредити везе коjима се оно
деформише тако да даjе добре jедначине кретања за Прокино и гравитационо поље. Веза за
гравитационо поље jе поново дата jедначином (24), док се за Прокино поље мораjу додати
везе за Jанг-Милсово поље (27), као и додатна веза, звана Прокина веза:

S = S2BF + Sgrav + SYang-Mills + SProca . (102)

Прокина веза има следећи облик:

SProca =

∫
Θαab ∧

(
Ξαabcε

cdefed ∧ ee ∧ ef +
M

g
αα ∧ ea ∧ eb

)
+
M

g
αα ∧ Ξαabce

a ∧ eb ∧ ec , (103)

где су 1-форма Θαab и 0-форма Ξαabc нови Лагранжеви множитељи, M jе нови параметар, док
jе g константа интеракциjе Jанг-Милсовог поља, коjа одговара конкретном избору билинеарне
форме интеракционих константи у (27) као:

Cαβ =
1

g2
gαβ . (104)
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У циљу провере да деjство (102) заиста одговара Прокином пољу, потребно jе одредити
jедначине кретања. Слично као у случаjу деjства за Стандардни модел, вариjациjа деjства по
Лагранжевим множитељима даjе алгебарске jедначине коjе се могу решити по множитељима,

Mαab = − 1

48
εabcde

c
µe
d
νFα

µν , λαµν = −Fαµν , ζαab =
1

4g2
εabcdecµedνF

αµν ,

Θαab
µ =

M

6g
εabcdαανec

νedµ , λ[ab]µν = R[ab]µν , Ξαabc =
M

6g
εabcdααµe

dµ ,

Bαµν = − e

2g2
εµνρσFα

ρσ , βaµν = 0 , B[ab]µν =
1

8πl2p
εabcde

c
µe
d
ν ,

(105)
потом, Аjнштаjнову jедначину (41) за тензор енергиjе-импулса коjи jе jеднак:

Tµν =
1

g2

(
Fα

µρFαν
ρ − 1

4
gµνF

α
ρσFα

ρσ

)
+
M2

g2

(
ααµα

α
ν −

1

2
gµναα

ρααρ

)
, (106)

као и jедначину за спинску конексиjу (33) и jедначину за торзиjу T a ≡ ∇ea = 0, и коначно,
jедначину кретања за поље векторских бозона

∇µF
αµ
ν −M2ααν = 0 , (107)

где jе Fα
µν стандардни тензор jачине Jанг-Милсовог поља за SU(N) конексиjу ααµ . Ово jе

управо jедначина кретања за Прокино поље масе M .
Додатно се осим решавањем jедначина кретања може демонстрирати да деjство (102) од-

говара деjству за Прокино поље елиминациjом свих помоћних поља. Пошто су помоћна поља
на jедначинама кретања задата алгебарским jедначинама динамичких поља, њихове jедначи-
не кретања се могу заменити натраг у деjство чиме се добиjа теориjа другог реда. Конкретно,
заменом свих jедначина за помоћна поља (105) у (102), се добиjа управо стандардно деjство
за Прокино поље спрегнуто са Аjнштаjн-Картановом гравитациjом:

S =

∫
1

16πl2p
εabcdRab ∧ ec ∧ ed −

1

g2
Fα ∧ ⋆Fα − 1

4!

M2

g2
ααµαα

µ εabcd ea ∧ eb ∧ ec ∧ ed . (108)

Овде jе ααµ ≡ αανg
µν и gµν = ηabea

µeb
ν . Такође, ⋆F означава Хоџов дуал 2-форме F :

⋆Fα =
1

4
Fα

cdε
abcdea ∧ eb . (109)

Електрослабе интеракциjе у Стандардном Моделу садрже више Прокиних поља са разли-
читим масама M . Да би овакав случаj био обухваћен у теориjи, потребно jе уопштити деjство
(102) тако да садржи више Прокиних поља. Ово уопштење се може извршити избором 3-групе
са модификованом групом G у облику:

G = SO(3, 1)×
∏
i

U(1)×
∏
j

SU(Nj) . (110)

У односу на претходни избор три групе (100), може се уочити да jе подгрупа SU(N) у G заме-
њена вишеструким копиjама U(1) и SU(Nj) групе, у зависности од тога колико jе Прокиних
поља садржано у теориjи. Структура 3-групе остаjе непромењена, у смислу да jе деjство ▷
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само уопштено са SU(N) случаjа на стандардан начин, тако да jедначине (13), (14) и (15)
остаjу задовољене за општи избор (110).

Чак и у случаjу овог општиjег избора 3-групе, деjство теориjе и даље има исти облик
као у jедначини (102), али сада чланови S2BF и SYang-Mills одговараjу новоизабраним групама
унутрашње симетриjе, а билинеарна форма константи интеракциjе Cαβ не мора више да има
облик (104), већ може да зависи од више константи gi, од коjих по jедна одговара сваком
чиниоцу у производу (110). Jедини захтев коjи Cαβ мора да задовољи jе да буде симетрич-
на, недегенерисана и G-инвариjантна, будући да су jоj своjствене вредности 1/g2i . Коначно,
сабирак SProca постаjе компликованиjи и има облик:

SProca =

∫
Θαab ∧

(
Ξαabcε

cdefed ∧ ee ∧ ef +Nαβ α
β ∧ ea ∧ eb

)
+αα ∧ Ñα

βΞβabce
a ∧ eb ∧ ec , (111)

Ова веза садржи нову билинеарну форму Nαβ и нову матрицу Ñα
β, коjе су константне, про-

извољне и представљаjу нове слободне параметре у деjству. У циљу разумевања њихове фи-
зичке интерпретациjе, потребно jе одредити jедначине кретања. Прво се добиjаjу jедначине
кретања по множитељима:

Mαab = − 1

48
εabcde

c
µe
d
νFα

µν , λαµν = −Fαµν , ζα
ab =

1

4
Cαβε

abcdecµedνF
βµν ,

Θαab
µ =

1

6
Ñβ

αεabcdαβνec
νedµ , λ[ab]µν = R[ab]µν , Ξαabc =

1

6
Nαβεabcdα

β
µe
dµ ,

Bαµν = −e
2
CαβεµνρσF

βρσ , βaµν = 0 , B[ab]µν =
1

8πl2p
εabcde

c
µe
d
ν ,

(112)
где се поjављуjу нови параметри Cαβ, Nαβ и Ñα

β. Следећа jе jедначина кретања за торзиjу
∇ea = 0 коjа jе остала непромењена, док jе jедначина за тензор енергиjе-импулса за векторска
поља у облику:

∇µF
αµ
ν −Mα

βα
β
ν = 0 , (113)

Tµν = Cαβ

(
Fα

µρF
β
ν
ρ − 1

4
gµνF

α
ρσF

βρσ

)
+ CαβM

β
γ

(
ααµα

γ
ν −

1

2
gµνα

αραγρ

)
. (114)

Овде jе нова матрица Mα
β добиjена из Cαβ, Nαβ и Ñα

β као:

Mα
β =

1

2

(
C−1

)αγ (
Ñγ

δNδβ + Ñβ
δNδγ

)
. (115)

Ова матрица се може интерпретирати као матрица квадрата маса. Ову матрицу jе могуће
конструисати jер jе билинеарна форма Cαβ недегенерисана, па jе самим тим и инвертибилна.
У циљу интерпретациjе Mα

β као матрице квадрата маса, параметри Cαβ, Nαβ и Ñα
β мораjу да

се изаберу тако да jе (115) ненегативно дефинитна. У том случаjу се избором базиса у Лиjевоj
алгебри g коjи одговара своjственом базису Mα

β, са своjственим вредностима означеним са
M2

(α), матрица квадрата маса може записати у облику

Mα
β =M2

(α)δ
α
β , (116)

где заграде око индекса α означаваjу да се по индексу не сумира. Jедначина кретања (113)
jе у овом базису представљена скупом распрегнутих jедначина

∇µF
αµ
ν −M2

(α)α
α
ν = 0 . (117)
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Оваj скуп jедначина за више Прокиних поља, потенциjално различитих маса M(α), обjашњава
због чега се Mα

β може интерпретирати као матрица квадрата маса. Такође, треба приметити
да су добиjена jедначина кретања (117), jедначина тензора енергиjе-импулса (114), природна
уопштења jедначина (107) и (106), редом, добиjених за jедно Прокино поље. Штавише, као
и у случаjу jедног Прокиног поља, алгебарске jедначине кретања за помоћна поља (112) се
исто могу заменити натраг у деjство (102) са (111) чиме се добиjа стандардна теориjа другог
реда за више Прокиних поља спрегнутих са Аjнштаjн-Картановом гравитациjом.

Да би деjство за Прокино поље било могуће успешно упоредити са деjством добиjеним у
наредним одељцима као резултат Хигсовог механизма члан по члан, потребно jе jош мало
модификовати деjство. Конкретно, потребно jе модификовати Прокину везу (111) увођењем
jош два Лагранжева множитеља, 1-форму θα и 3-форму ρα, на следећи начин:

SProca =

∫
Θαab ∧

(
Ξαabcε

cdefed ∧ ee ∧ ef +Nαβ α
β ∧ ea ∧ eb

)
+ αα ∧ Ñα

βρβ

+ θα ∧
(
ρα − Ξαabce

a ∧ eb ∧ ec
)
. (118)

Два додатна Лагранжева множитеља повећаваjу конфигурациони простор на одговараjући
начин, тако да он постаjе компатибилан са конфигурационим простором коjи се поjављуjе
у одељку о Хигсовом механизму. Осим тога, множитељи не мењаjу ни jедну другу особину
деjства за Прокина поља. Конкретно, jедначине кретања (112) и (117), као и тензор енергиjе-
импулса (114) и jедначина за торзиjу остаjу непромењене. Наравно, повећање конфигураци-
оног простора значи да постоjе додатне jедначине кретања за два нова множитеља:

θα = −Ñβ
ααβµ , ρανρσ = eMαβ εµνρσα

βµ . (119)

Као и до сада, и ове jедначине су алгебарске и могу се заменити натраг у деjство чиме се
добиjа стандардна теориjа другог реда за Прокина поља.

Овим jе закључена анализа реформулациjа Прокиног деjства заснованог на вишим гради-
jентним теориjама. Облик сабирака у Прокиноj вези (118) тачно одговара типу сабирака коjи
се добиjаjу у деjству за Стандардни модел након спонтаног нарушења симетриjе електрослабе
интеракциjе.

3.2.2 3BF деjство са везама за теориjу електрослабих интеракциjа

Да би Хигсов механизам био спроведен на што jедноставниjи начин, поступак неће бити
спроведен над целим деjством (22) већ само над електрослабим сектором и то без фермиона,
коjи ће бити разматрани накнадно. Другим речима, одговараjући избор 3-групе jе:

G = SO(3, 1)× SU(2)× U(1) , H = R4 , L = C4 . (120)

Група G садржи Лоренцову подгрупу, подгрупу за слаб изоспин SU(2)и подгрупу за слаб
хипернабоj U(1). Група H остаjе иста као до сада, описуjући транслациjе, док jе група L
редукована тако да описуjе само дублет комплексних скаларних поља. Хомоморфизми δ и
∂ остаjу тривиjални, као и Паjферово подизање {_ ,_}pf. Коначно, деjство групе jе следеће.
Група на саму себе делуjе коњугациjом, Лоренцова подгрупа делуjе на стандардан начин на
групу H и тривиjално на групу L, jер су све компоненте поља из групе L скаларна поља.
Слаб изоспин и хипернабоj делуjу тривиjално на групу H, док делуjу нетривиjално на групу
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L. Да би ово деjство било експлицитно изражено, корисно jе увести матричну репрезентациjу
генератора TA групе L, као:

T1 =


1
0
0
0

 , T2 =


0
1
0
0

 , T3 =


0
0
1
0

 , T4 =


0
0
0
1

 . (121)

Даље, ако се генератори изоспина означе са τi (i = 1, 2, 3), и генератор хипернабоjа са τ0,
добиjа се:

τα ▷ TA = ▷αA
BTB , (122)

где индекси α узимаjу вредности из скупа 0, . . . , 3, што jеднобразно преброjава све генераторе
(τ0, τi) групе SU(2)× U(1). Коефициjенти су експлицитно дати као:

▷0A
B =

i

2


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 , ▷1A
B =

i

2


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 −1 0

 ,

▷2A
B =

i

2


0 i 0 0
−i 0 0 0
0 0 0 i
0 0 −i 0

 , ▷3A
B =

i

2


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 1

 .

(123)

Треба приметити да генератори SU(2)×U(1) задовољаваjу уобичаjене комутационе релациjе

fαβγ =

{
−εαβγ , за α, β, γ ̸= 0 ,
0 иначе. (124)

Овим jе фиксиран избор 3-групе. Даље, билинеарне форме су дефинисане на природан начин
и за групе G и H су дефинисане као у (17) и (18), док jе за групу L избор помало необичан:

gAB =
1

2


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

 . (125)

Ово jе само привидно необично jер jе базис у алгебри l у облику

ϕ ≡ ϕATA ≡ ϕ+T1 + ϕ0T2 + ϕ†+T3 + ϕ†0T4 =


ϕ+

ϕ0

ϕ†+
ϕ†0

 . (126)

Међутим, преласком у нови базис у алгебри l датим са

T̃1 = T1 + T3 , T̃2 = iT1 − iT3 , T̃3 = T2 + T4 , T̃4 = iT2 − iT4 , (127)

се исти елемент алгебре може преписати у облику

ϕ = ϕ1T̃1 + ϕ2T̃2 + ϕ3T̃3 + ϕ4T̃4 , (128)
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где су ϕ1, . . . , ϕ4 реалне компоненте, и где постоjи природна веза између коефициjената:

ϕ+ = ϕ1 + iϕ2 , ϕ0 = ϕ3 + iϕ4 , ϕ†+ = ϕ1 − iϕ2 , ϕ†0 = ϕ3 − iϕ4 . (129)

У базису T̃A jе билинеарна форма (125) репрезентована диjагоналном jединичном матрицом.
Базис T̃A jе користан jер jе своjствен за билинеарну форму и у њему компоненте поља постаjу
реалне, док jе базис TA користан jер jе своjствен за операторе слабог изоспина (његове jед-
не компоненте) и слабог хипернабоjа (а испоставиће се и оператор наелектрисања). У овом
одсеку ће jедначине бити записиване у оба базиса према потреби.

Треба уочити да се (128) може разумети као елемент 4-димензионалне реалне Лиjеве ал-
гебре l = R4, или као 2-димензионалне комплексне Лиjеве алгебре l = C2 (коjа jе имплицитно
коришћена у наjвећем броjу стандардних уџбеника о Хигсовом механизму). Са друге стране,
(126) jе елемент 4-димензионалне комплексне Лиjеве алгебре l = C4, коjа jе комплексифика-
циjа R4. Како би прелазак из TA базиса у T̃A базис и назад био што jедноставниjи, корисно
jе радити у комплексификованоj l = C4 алгебри, због чега ово и jесте избор групе L = C4 у
електрослабоj 3-групи (120).

Након избора 3-групе и билинеарних форми, деjство за електрослабу теориjу се може
записати као:

S = S3BF + Sgrav + Sscal + SYang-Mills + SHiggs + SCC . (130)

Сличног jе облика као (22), где су везе за фермионе изостављене. Билинеарна форма интер-
акционих константи jе у SYang-Mills дата са

Cαβ =


1
g20

0 0 0

0 1
g21

0 0

0 0 1
g21

0

0 0 0 1
g21

 , (131)

и има структуру SU(2)× U(1) групе.

3.2.3 Преглед Хигсовог механизма

Постоjе три главна корака у спровођењу Хигсовог механизма:

• дискусиjа стабилног вакуума,

• увођење смене променљивих,

• фиксирање калибрациjе скаларних поља.

У циљу разумевања детаља Хигсовог механизма спроведеног над деjством (130), корисно jе
поновити ове главне кораке коришћењем нових променљивих и нотациjе.

Анализа стабилног вакуума jе идентична анализи у случаjу уобичаjеног Хигсовог меха-
низма. Веза SHiggs уводи потенциjал за скаларна поља у облику

V (ϕ) = 2χ
(
ϕAϕA − v2

)2
, (132)

и може се уочити да стабилан вакуум ниjе jединствен, већ представља било коjу тачку на
3-сфери ϕAϕA = v2 у конфигурационом простору. Да би деjство било записано у облику у ком
сва поља имаjу вредност jеднаку нули у тачки у конфигурационом простору коjа одговара

30



изабраном вакууму, потребно jе увести смену променљивих из (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4) у (ϕ1, ϕ2, h, ϕ4),
где jе h(x) ново скаларно поље добиjено транслациjом ϕ3 за v:

ϕ3(x) = v + h(x) . (133)

Ово одговара избору тачке (0, 0, v, 0) на 3-сфери за вакуум, према конвенциjи. Наравно, ова
конвенциjа jе потпуно произвољна и ништа у остатку анализе не зависи од ње. Смена про-
менљивих jе дата у базису T̃A, док у оригиналном базису TA она гласи:

ϕA =


ϕ+

ϕ0

ϕ†+
ϕ†0

 =


ϕ1 + iϕ2

v + h+ iϕ4

ϕ1 − iϕ2

v + h− iϕ4

 . (134)

Коначно, на основу ове релациjе се може уочити да су компоненте ϕ1, ϕ2 и ϕ4 суштински
еквивалентне (у линеарном развоjу) параметрима g-градиjентне трансформациjе

ϕ→ ϕ′ = eξ
ατα ▷ ϕ . (135)

Конкретно, коришћењем деjства (122) генератора алгебре g на генераторе алгебре l, може се
поћи од тренутног стања и избора параметара градиjентне трансформациjе,

ϕA =


0

v + h
0

v + h

 , ξα(ϕA) =
1

v


ϕ4

2ϕ2

2ϕ1

−ϕ4

+O(ϕ2) , (136)

а потом, применом трансформациjе (135) на стање изнад, добити:

ϕ′A = eξ
α(ϕ)τα


0

v + h
0

v + h

 =


ϕ1 + iϕ2

v + h+ iϕ4

ϕ1 − iϕ2

v + h− iϕ4

 . (137)

Због тога jе очигледно да се поља ϕ1, ϕ2 и ϕ4 могу разумети као степени слободе фиксирања
калибрациjе дати релациjом (136), па jе jасно да jе само поље h физичко, обзиром да се не
може уклонити g-градиjентном трансформациjом.

Даље, може се уочити да и након уклањања поља ϕ1, ϕ2 и ϕ4 коришћењем градиjентне
трансформациjе, стање ϕA у (136) и даље остаjе очувано при деjству U(1) подгрупе G. Ако
се генератор ове групе означи са Q, jедноставно jе уочити из (123) да jе услов стабилизациjе
вакуума Q ▷ ϕ = 0 задовољен за

Q = τ0 + τ3 . (138)

Ова jедначина jе позната под називом Гел-Ман–Нишиџимина формула (за електрослабе ин-
теракциjе). Феноменолошки,Q одговара електромагнетном набоjу q, конкретно q jе своjствена
вредност оператора −iQ, и одговараjућа градиjентна група стабилизатора U(1) jе градиjент-
на група симетриjе електродинамике. Из jедначине стабилизатора jе очигледно да Хигсово
поље ниjе наелектрисано, jер jе своjствено оператору −iQ за своjствену вредност q = 0.

Треба jош jедном нагласити да претходни резултати не зависе од избора вакуума (0, 0, v, 0)
на 3-сфери. Ако би уместо ове тачке била одабрана нека друга, разликовало би се jедино
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решење jедначине стабилизатора Q ▷ ϕ = 0, али би се то решење увек могло записати у
општем облику као:

Q = τ0 + α⃗ · τ⃗ , α⃗ ∈ R3, ∥α⃗∥2 = 1 . (139)

Овде jе τ⃗ троjка (τ1, τ2, τ3). Међутим, набоj Хигсовог поља и дање остаjе jеднак нули, jер jе
он последица jедначине стабилизатора вакуума.

3.2.4 Трансформациjа деjства

Следећи корак jе замена уведених смена у деjство и фиксирање калибрациjе применом
градиjентне трансформациjе коjа уклања компоненте поља ϕ1, ϕ2 и ϕ4,

ϕA →
(
e−ξ ▷ ϕ

)A
=


0

v + h
0

v + h

 , (140)

где jе ξ ≡ ξατα, а параметри ξα су дати у (136). У циљу испитивања шта се догађа са деj-
ством (130), потребно jе утврдити деjство градиjентне трансформациjе на сва поља у деjству.
Трансформациjе 3-конексиjа (α, ω, β, γ̃) су дате као:

α′ = e−ξ (α + d) eξ , ω′ = ω , β′ = β , γ̃′ = e−ξ ▷ γ̃ . (141)

Одговараjуће кривине се трансформишу према:

F ′ = e−ξFeξ , R′ = R , G ′ = G , H′ = e−ξ ▷H . (142)

Трансформациjе Лагранжевих множитеља коjи се поjављуjу у тополошком делу деjства Bα,
B[ab], ea и ϕA, су дате са:

B′α =
(
e−ξBeξ

)
α
, B′[ab] = B[ab] , e′a = ea , (143)

док jе трансформациjа ϕA већ одређена у (140). Даље, Лагранжеви множитељи из алгебре g
коjи се поjављуjу у везама λα, λ[ab], Mαab и ζαab, се трансформишу као:

λ′α =
(
e−ξλeξ

)
α
, λ′[ab] = λ[ab] , M ′

αab =
(
e−ξMeξ

)
αab

, ζ ′αab =
(
e−ξζeξ

)
αab

. (144)

Лагранжеви множитељи из алгебре l коjи се поjављуjу у везама λ̃A, ΛabA и HabcA, се транс-
формишу:

λ̃′A =
(
e−ξ ▷ λ̃

)
A
, Λ′abA =

(
e−ξ ▷ Λ

)
abA

, H ′abcA =
(
e−ξ ▷ H

)
abcA

. (145)

Коначно, везе садрже ковариjантни извод ∇ϕ, коjи се трансформише као

(∇ϕ)′ = e−ξ ▷ (∇ϕ) , (146)

што jе и очекивано.
Додатно, деjство садржи и билинеарну форму интеракционих константи, Cαβ, дату са

(131). Може се уочити да jе она већ део по део пропорционална већ уведеноj билинеарноj
форми ⟨_ ,_⟩g, на следећи начин:

Cαβ = C(τα, τβ) ≡
δjαδ

k
β

g21
⟨τj, τk⟩g +

δ0αδ
0
β

g20
⟨τ0, τ0⟩g . (147)
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Два сабирка у суми одговараjу билинеарним формама ⟨_ ,_⟩su(2) и ⟨_ ,_⟩u(1), редом. Будући
да се градиjентна трансформациjа може представити у облику e−ξ

iτi × e−ξ
0τ0 , захваљуjући

директном производу у структури групе SU(2)× U(1), сваки чинилац у градиjентноj транс-
формациjи оставља одговараjућу билинеарну форму инвариjантном,

⟨e−ξiτi ▷ τj, e−ξ
iτi ▷ τk⟩su(2) = ⟨τj, τk⟩su(2) , ⟨e−ξ0τ0 ▷ τ0, e−ξ

0τ0 ▷ τ0⟩u(1) = ⟨τ0, τ0⟩u(1) , (148)

као последицу постулиране G-инвариjантности билинеарне форме ⟨_ ,_⟩g. Ово имплицира да
билинеарна форма константи интеракциjе такоће мора да буде инвариjантна на градиjентне
трансформациjе:

C ′αβ = Cαβ . (149)

Сада jе могуће испитати трансформациjу целог деjства у односу на (140). Конкретно,
деjство (130) jе функционал свих горе поменутих поља,

αα, ω[ab], βa, γ̃A, Bα, B[ab], ea, λα, λ[ab], Mαab, ζαab, λ̃A, ΛabA, HabcA, ϕ
A, (150)

или другим речима, горе наведена листа поља дефинише цео кинематички конфигурациони
простор деjства. Међутим, нису сви сабирци у деjству функциjе поља ϕA. Због тога трансфор-
мациjа (140) делуjе тривиjално на сабирке коjи су независни од ϕA, док се сабирци зависни од
ϕA трансформишу нетривиjално, редукуjући конфигурациони простор на мањи, дефинисан
над пољима

αα, ω[ab], βa, γ̃A, Bα, B[ab], ea, λα, λ[ab], Mαab, ζαab, λ̃A, ΛabA, HabcA, h, (151)

коjа се од почетног скупа разликуjу за смену (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4)→ (0, 0, v + h, 0). Задатак се сада
своди на одређивање облика деjства S̃ коjе jе дефинисано на редукованом конфигурационом
простору, шематски дефинисано трансформациjом:

S[. . . , ϕA]
e−ξ

−−−−−→ S̃[. . . , h] ≡ S[. . . , ϕA]

∣∣∣∣ϕ1=ϕ2=ϕ4=0
ϕ3=v+h

. (152)

Може се одмах уочити да се сабирци Sgrav, SYang-Mills и SCC трансформишу тривиjално jер не
зависе од поља ϕ:

Sgrav
e−ξ

−−→ S̃grav = Sgrav , SYang-Mills
e−ξ

−−→ S̃Yang-Mills = SYang-Mills , SCC
e−ξ

−−→ S̃CC = SCC .
(153)

Штавише, 2BF парче од S3BF сабирка се такође трансформише тривиjално из истог разлога.
Са друге стране, трећи сабирак у S3BF делу, као и Sscal и SHiggs захтеваjу више пажње. За

почетак, SHiggs сабирак jе облика

SHiggs = −
∫

1

4!
V (ϕ) εabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed , (154)

па деловањем (152) Хигсов потенциjал V (ϕ) (see (132)) постаjе

V (ϕ)
e−ξ

−−→ V (h) ≡ 8v2χh2 + 8vχh3 + 2χh4 . (155)

Због тога jе очигледно да важи

SHiggs
e−ξ

−−→ S̃Higgs = −
∫

1

4!
V (h) εabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed . (156)
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Из облика квадратичног члана у резултуjућем потенциjалу (155) и општег облика масеног
члана за jедно скаларно поље (90), може се закључити да jе маса Хигсовог поља:

m = 2v
√

2χ . (157)

Облик потенциjала се може изабрати и на другачиjи начин у односу на (132), на пример

Valt(ϕ) = 2χ
(
ϕAϕA

)2 − 4χv2ϕAϕA . (158)

Оваj потенциjал се разликуjе од (132) за константан сабирак 2χv4, коjи се онда савере са SCC

и даjе другачиjу вредност космолошке константе. Међутим, потенциjал (132) не генерише
додатни сабирак, па CC сабирак у деjству остаjе исти након спонтаног нарушења симетриjе.

Следећи сабирак jе S3BF члан. Само последњи сабирак у S3BF зависи од поља ϕ, док
остатак не зависи и може се означити са S2BF . Затим, коришћењм одговараjуће промене
базиса TA → T̃A у Лиjевоj алгебри l (погледати (127)), са додатном нотациjом за индексе
A→ (Ā,H) где jе Ā ∈ {1, 2, 4} и H ≡ 3, добиjа се

S3BF = S2BF +

∫
ϕA∇γ̃A

e−ξ

−−→ S2BF +

∫
(v + h) ((∇γ̃)0 + (∇γ̃)0†)

= S2BF +

∫
(v + h)

(
dγ̃H + ▷α

Ā
H α

α ∧ γ̃Ā
)

= S2BF +

∫
hdγ̃H + vdγ̃H + (v + h) ▷ α

Ā
H α

α ∧ γ̃Ā

= S̃3BF +

∫
vdγ̃H + (v + h) ▷ α

Ā
H α

α ∧ γ̃Ā ,

(159)

где jе ново деjство S̃3BF дефинисано као функционал над пољима из редукованог конфигу-
рационог простора (151) као

S̃3BF = S2BF +

∫
hdγ̃H . (160)

У наредном одељку ће бити дискутована његова одговараjућа 3-група. Коначно, може се
закључити да важи

S3BF
e−ξ

−−→ S̃3BF +

∫
vdγ̃H + (v + h) ▷ α

Ā
H α

α ∧ γ̃Ā , (161)

где ће додатни чланови бити груписани заjедно са другим додатним члановима из преосталих
делова деjства и дискутовани заjедно.

У jедначинама (159), (160) и (161) jе коришћен базис (127) у Лиjевоj алгебри l, тако да се
мође увести γ̃H ≡ γ̃0 + γ̃0† . Деjство ▷ jе било репрезентовано матрицама (123) у оригиналном
базису TA, коjи jе сада подељен на следеће компоненте:

▷αH
Ā , ▷αĀ

H , ▷αĀ
B̄ , ▷αH

H . (162)

Пошто jе билинеарна форма gAB у овом базису диjагонална, и заправо jеднака gAB = δAB,
према теореми 1 са почетка ове главе, диjагонални елементи свих ових компонената мораjу да
буду jеднаки нули. Конкретно, ▷αHH = 0, што даље имплицира да jе ∇γ̃H ≡ dγ̃H и оправдава
идентификациjу (160). Штавише, комоненте ▷αĀB̄ не фигуришу у jедначинама (159), (160) и
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(161) и не поjављуjу се нигде. То значи да су jедине релевантне компоненте оне коjе се могу
изразити у матричном облику као:

▷αH
Ā =

1

2


0 0 1
0 1 0
1 0 0
0 0 −1

 , ▷αĀ
H =

1

2


0 0 −1
0 −1 0
−1 0 0
0 0 1

 . (163)

Треба уочити да jе овде α индекс коjи преброjава врсте, а Ā индекс коjи преброjава колоне,
док jе индекс H ≡ 3 константан.

Коначно, последњи сабирак у деjству jе Sscal, коjи има почетни облик

Sscal =

∫
λ̃A∧

(
γ̃A −HabcAe

a ∧ eb ∧ ec
)
+ΛabA∧HabcAε

cdefed∧ee∧ef−ΛabA∧(∇ϕ)A∧ea∧eb , (164)

и слично као S3BF , зависи од ϕA само у последњем сабирку, док jе остатак независан од ϕA.
Раздваjање индекса A на (Ā,H), сабирак се трансформише у:

Sscal
e−ξ

−−→
∫
λ̃H ∧

(
γ̃H −HabcHe

a ∧ eb ∧ ec
)
+ ΛabH ∧HabcHε

cdefed ∧ ee ∧ ef
−ΛabH ∧ dh ∧ ea ∧ eb + λ̃Ā ∧

(
γ̃Ā −HabcĀe

a ∧ eb ∧ ec
)

+ΛabĀ ∧HabcĀε
cdefed ∧ ee ∧ ef − ΛabĀ ∧ αα ▷α H

Ā(v + h) ∧ ea ∧ eb .

(165)

Треба уочити да први ред са десне стране заjедно са првим сабирком у другом реду одго-
вара тачно скаларноj вези за jедно реално скаларно поље, као функционал на редукованом
конфигурационом простору (151). Ова веза се може означити са S̃scal, па за цео израз важи:

Sscal
e−ξ

−−→ S̃scal +

∫
λ̃Ā ∧

(
γ̃Ā −HabcĀe

a ∧ eb ∧ ec
)

+ ΛabĀ ∧HabcĀε
cdefed ∧ ee ∧ ef

− ΛabĀ ∧ αα ▷α H
Ā(v + h) ∧ ea ∧ eb ,

(166)

Где ће поново додатни сабирци бити груписани са осталим додатним сабирцима из деjства.
Након разматрања свих делова деjства (130) поjединачно, при деловању трансформациjе

(152), сви делови се могу поново сабрати и упоредити са деjством за масено скаларно поље
и Прокина поља. Међутим, да би поређење било што jедноставниjе, корисно jе увести jош
нове нотациjе. Конкретно, може се увести билинеарна форма καβ коjа задовољава следећи
идентитет:

καβ ▷αH
Ā ▷βB̄

H = −1

4
δĀB̄ . (167)

Избор ове билинеарне форме ниjе jединствен. Конкретно, будући да су матрице (163) ранга
3, постоjи проjектор Pαβ коjи задовољава

Pα
βPβ

γ = Pα
γ , Pα

α = 3 , Pαβ = Pβα , Pα
β ▷βH

Ā = ▷αH
Ā . (168)

Треба уочити да проjектор (168) такође задовољава идентитет Pα
β ▷βĀ

H = ▷αĀ
H , jер ▷αĀ

H

садржи исте компоненте као ▷αHĀ до на знак минус, погледати (163). Због тога jе билинеарна
форма καβ дефинисана до на сабирак у облику

καβ → καβ +
[
δ(αγ − Pγ(α

]
Aβ)γ , (169)
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где jе Aαβ произвољна матрица, док заграде око индекса означаваjу симетризациjу. Може
се уочити да jе израз у загради ортогонални проjектор коjи пресликава у jезгро матрице
(163). Ова произвољност гарантуjе да се билинеарна форма καβ може изабрати тако да буде
инвертибилна. Проjектор Pα

β се може директно одредити из дефинициjе (168) и матрица
(163), док се jедан конкретан избор билинеарне форме καβ може добити из (167), тако да
могу да буду записани у матричноj форми као:

Pα
β =

1

2


1 0 0 −1
0 2 0 0
0 0 2 0
−1 0 0 1

 , καβ =
1

2


1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 1

 . (170)

Додатно, осим проjектора и καβ, се могу увести и додатне величине:

θα ≡ −2καβ▷βHĀλ̃Ā , Θαab ≡ −2καβ▷βHĀΛabĀ , ρα ≡ 2▷α
Ā
H γ̃Ā , Ξαabc ≡ 2▷α

Ā
HHabcĀ .

(171)
Ове четири величине задовољаваjу четири фундаментална идентитета,

θα∧ρα = λ̃Ā∧γ̃Ā , θαΞαabc = λ̃ĀHabcĀ , Θαab∧ρα = ΛabĀ∧γ̃Ā , ΘαabΞαcde = ΛabĀHcdeĀ ,
(172)

коjи су директна последица идентитета (167). Сврха увођења ових величина jе у томе да се
помоћу њих могу елиминисати Ā индекси из jедначина. Треба уочити да jе и у дефинициjама
(171) и у идентитетима (172) сумирано по индексима Ā са десне стране, док се они уопште
не поjављуjу са леве стране.

Важно jе нагласити да произвољност καβ у (169) уводи промене у деjству. Ово jе у вези
са чињеницом да смена променљивих (171) уводи додатне променљиве коjе не постоjе у ори-
гиналном деjству. Захтев да ове додатне променљиве не постоjе, односно да на левоj страни
идентитета (172) постоjи исти броj компонената као на десноj страни, редукуjе произвољност
(169) билинеарне форме καβ коjа сада има облик:

καβ → καβ +
[
δαγ − Pγα

]
Aγδ
[
δβδ − Pδ

β
]
. (173)

Важно jе нагласити и да jе и након овог захтева могуће изабрати инвертибилну билинеарну
форму καβ, док jе само деjство инвариjантно на промену билинеарне форме (173), што значи
да теориjа не зависи од тог избора. Видети Додатак А.2 за детаљниjу анализу и доказ.

Након увођења нових величина и нотациjе се може наставити са анализом деjства. За дату
трансформациjу (152) деjства (130), могу се применити дефинициjе (171) и идентитети (172)
како би се елиминисали сви индекси Ā, B̄, а трансформисано деjство S̃ постало функционал
над редукованим конфигурационим простором (151). Састављањем резултата (153), (156),
(161) и (166), добиjа се пун облик деjства:

S̃ = Sgrav + SYang-Mills + SCC + S̃Higgs + S̃3BF + S̃scal

+

∫
Θαab ∧

(
Ξαabc ε

cdefed ∧ ee ∧ ef +
v

2
κ−1αβPγ

βαγ ∧ ea ∧ eb
)

+

∫
v

2
ααPα

β ∧ ρβ + θα ∧
(
ρα − Ξαabce

a ∧ eb ∧ ec
)

+
1

2

∫
hααPα

β ∧
(
ρβ − κ−1βγΘ

γab ∧ ea ∧ eb
)
+ v

∫
dγ̃H .

(174)
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Оваj облик деjства jе сада упоредив са деjством за Прокино поље (102). Специjално, други и
трећи ред у (174) се могу упоредити да са Прокином везом у (118). Упоређивање слободних
параметара члан по члан даjе идентификациjу слободних параметара у Прокином деjству на
следећи начин:

Nαβ =
v

2
κ−1αγPβ

γ , Ñα
β =

v

2
Pα

β . (175)

Коришћењем ових израза, може се конструисати матрица квадрата маса (115) и добити

Mα
β =

v2

4

(
C−1

)αγ
Pγ

δκ−1δϵ Pβ
ϵ , (176)

где jе билинеарна форма интеракционих константи Cαβ дефинисана у (131), док су проjектор
и билинеарна форма καβ дати у (170). На основу тога се за матрицу квадрата маса добиjа:

Mα
β =

v2

4


g20 0 0 −g20
0 g21 0 0
0 0 g21 0
−g21 0 0 g21

 . (177)

Физички релевантан базис у Лиjевоj алгебри g jе онаj у коjем jе матрица квадрата маса
диjагонална, а одговараjуће своjствене вредности могуће интерпретирати као квадрате маса
векторских бозона у том базису. Будући да су прва и последња колона у (177)пропорционалне,
детерминанта матрице jе jеднака нули, па jе бар jедна њена своjствена вредност jеднака нули.
Штавише, матрица jе већ у блок-диjагоналноj форми, са два jеднодимензионална блока g21,
одакле се моће закључити да су те две своjствене вредности jеднаке v2g21/4. Коначно, из трага
матрице се може добити и четврта своjствена вредност, па jе цео масени спектар дат са:

M2
1 = 0 , M2

2 =
v2

4
g21 , M2

3 =
v2

4
g21 , M2

4 =
v2

4
(g20 + g21) . (178)

Чињеница да су своjствене вредности M2
2 и M2

3 jеднаке имплицира да своjствени базис ниjе
jеднозначно одређен, и да jе потребно додати jош специjалниjе захтеве. Природни избор ових
захтева jе да базис, осим за матрицу квадрата маса буде своjствен и за стабилизатор Q,
уведен у (138), будући да он представља електрични набоj, чиjа би вредност требала да буде
добро дефинисана за сва описана физичка стања у преферираном базису. Стабилизатор се у
ту сврху може изразити у матричном облику Qα

β, дефинисан деjством Q на базисни вектор
τα:

Q ▷ τα = Qα
βτβ . (179)

Коришћењем (138) се jедноставно добиjа да су компоненте матрице Qα
β

Qα
β =


0 0 0 0
0 0 −1 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 . (180)

Ова матрица има своjствене вредности (0, i,−i, 0), што значи да оператор наелектрисања −iQ
има своjствене вредности:

q1 = 0 , q2 = +1 , q3 = −1 , q4 = 0 . (181)

37



Стабилизатор такође има две исте своjствене вредности, па ни његов своjствени базис ниjе
jеднозначно одређен. У сваком случаjу, матрица квадрата маса и стабилизатор међусобно ко-
мутираjу, па имаjу заjеднички своjствени базис и оваj своjствени базис jе jеднозначно одређен.
Нови своjствени базис се може изразити преко старог,

τA = τ0 + τ3 , τ+ =
τ1 + iτ2√

2
, τ− =

τ1 − iτ2√
2

, τZ = − g20
g20 + g21

τ0 +
g21

g20 + g21
τ3 , (182)

и могу се изразити компоненте 1-форме конексиjе α = ααµdx
µ ⊗ τα у новом базису као:

Aµ =
g21

g20 + g21
α0

µ +
g20

g20 + g21
α3

µ , W+
µ =

α1
µ − iα2

µ√
2

, W−
µ =

α1
µ + iα2

µ√
2

, Zµ = −α0
µ + α3

µ .

(183)
Овде jе такође уведена традиционална нотациjа за векторске бозоне. Електромагнетни набоjи
добиjена четири бозона су већ уграђени у нотациjу, док се њихове масе могу прочитати из
(178):

MA = 0 , MW± =
v

2
g1 , MZ =

v

2

√
g20 + g21 . (184)

У новом базису су матрица квадрата маса и матрица стабилизатора диjагонални, док су
билинеарна форма gαβ и билинеарна форма интеракционих константи Cαβ:

gαβ =


2 0 0

g21−g20
g21+g

2
0

0 0 1 0
0 1 0 0

g21−g20
g21+g

2
0

0 0
g41+g

4
0

(g21+g
2
0)

2

 , Cαβ =


g20+g

2
1

g20g
2
1

0 0 0

0 0 1
g21

0

0 1
g21

0 0

0 0 0 1
g20+g

2
1

 ≡


1
g2A

0 0 0

0 0 1
g2W

0

0 1
g2W

0 0

0 0 0 1
g2Z

 .

(185)
Упоређивањем са деjством у (174), очигледно jе да други и тређи ред представљаjу Про-

кину везу, па jе коначно деjство у облику:

S̃ = Sgrav + SYang-Mills + SCC + S̃Higgs + S̃3BF + S̃scal + SProca

+
1

2

∫
hααPα

β ∧
(
ρβ − κ−1βγΘ

γab ∧ ea ∧ eb
)
+ v

∫
dγ̃H .

(186)

Први ред у деjству садржи сабирак коjи описуjе jедно реално скаларно поље h (Хигсово поље)
масе m = 2v

√
2χ, и четири векторска бозона са масама датим у (184), спрегнутих са гравита-

циjом и међусобно. Први сабирак у другом реду описуjе интеракциjу између Хигсовог поља и
векторских бозона, тако да су све интеракциjе еквивалентне са интеракциjама у стандардноj
електрослабоj теориjи. Други сабирак у другом реду jе гранични члан и као такав не утиче
на jедначине кретања у теориjи.

3.2.5 Спонтано нарушење 3-групе симетриjе и масени спектар фермиона

Да би анализа претходних резултата била комплетна, потребно jе дати одговор на jош два
питања. Прво питање jе шта се догађа са структуром 3-групе у процесу спонтаног наруше-
ња симетриjе. Конкретно, полазни 2-укрштени модул коjи одговара теориjи електрослабих
интеракциjа, jе заснован на избору група у (120):

G = SO(3, 1)× SU(2)× U(1) , H = R4 , L = C4 . (187)
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Међутим, након анализе и спровођења Хигсовог механизма, резултуjућем деjству (186) више
не одговара оваj 2-укрштени модул. Уместо њега, jедноставно jе уочити, одговара 2-укрштени
модул заснован на следећем избору група:

G = SO(3, 1)× SU(2)× U(1) , H = R4 , L = R . (188)

Овде постоjе два детаља коjа треба нагласити. Први, да jе група L редукована тако да уместо
да описуjе четири комплексна скаларна поља, сада описуjе jедно реално скаларно поље. Ово
jе директна последица спонтаног нарушења симетриjе, конкретно, градиjентне трансформа-
циjе (140) коjа jе примењена да би се уклонила поља ϕ1, ϕ2 и ϕ4. Трансформациjа jе довела
до редукциjе конфигурационог простора остављаjући само jедно реално скаларно поље h у
деjству. Нови облик, редукованог конфигурационог простора jе конзистентан са новим из-
бором (188) 2-укрштеног модула, коjи одговара тополошком 3BF деjству (160), добиjеном
фиксирањем калибрациjе почетног 3BF деjства заснованом на 2-укрштеном модулу (187).

Други детаљ се тиче групе G. Формално, група G у финалном 2-укрштеном модулу jе
остала иста као што jе била у инициjалном 2-укрштеном модулу. Међутим, као што jе по-
казано у поглављу о експлицитном нарушењу симетриjе, Прокина веза нарушава G групу
симетриjе, и она jе jедина веза коjа то ради. Због тога, иако тополошки 3BF део почетног
и краjњег деjства има исти BF сабирак и исте 1-форме конексиjе коjе следе из групе G,
присуство Прокине везе нарушава групу симетриjе G на њену подгрупу SO(3, 1)× U(1), док
почетно деjство ниjе садржало Прокину везу и група G ниjе била нарушена. Коначан резул-
тат jе такав да краjње деjство има нарушену G симетриjу иако jе засновано на 2-укрштеном
модулу (188) коjи садржи целу групу G, што jе последица присуства Прокине везе.

Друго питање на коjе треба одговорити jе шта се дешава са целим Стандардним Моделом
(22) током процеса спонтаног нарушења симетриjе. Конкретно у овом поглављу, у његовим
претходним деловима, да би анализа била што jедноставниjа, проучавано jе спонтано на-
рушење симетриjе и Хигсов механизам само у специjалном случаjу теориjе електрослабих
интеракциjа. У сваком случаjу, jедноставно jе додати преостале три везе SDirac, SYukawa, и
Sspin, као и одговараjући ⟨D ∧ H⟩l сабирак за фермионе и добити деjство за цео Стандардни
Модел. Резултат спровођења процедуре спонтаног нарушења симетриjе и Хигсовог механи-
зма на оваквом деjству jе исти као и у случаjу електрослабе теориjе, до на одговараjуће
сабирке коjи одговараjу фермионима и додатноj SU(3) градиjентноj симетриjи (коjа оста-
jе ненарушена jер не учествуjе у Хигсовом механизму). Сабирци ⟨D ∧ H⟩l за фермионе су
jеднаки

⟨Df ∧Hf⟩l ≡ ψ̄A(
→
∇γ)A − (γ̄

←
∇)AψA , (189)

и трансформишу се тривиjално у односу на (152) као и везе SDirac и Sspin:

⟨Df ∧Hf⟩l
e−ξ

−−→ ⟨D̃f ∧ H̃f⟩l = ⟨Df ∧Hf⟩l ,

SDirac
e−ξ

−−→ S̃Dirac = SDirac , Sspin
e−ξ

−−→ S̃spin = Sspin . (190)

Jедина веза коjа се не трансформише тривиjално jе веза за Jукавин потенциjал SYukawa, и она
се дели на два сабирка:

SYukawa = −
∫

2

4!
YABCψ̄

AψBϕCεabcde
a ∧ eb ∧ ec ∧ ed

e−ξ

−−→ − 1

12

∫
vYABH ψ̄

AψB εabcd e
a ∧ eb ∧ ec ∧ ed − 1

12

∫
YABH ψ̄

AψBh εabcd e
a ∧ eb ∧ ec ∧ ed ,

(191)
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где први сабирак у другом реду одговара вези за масу Диракових поља (93), док jе други
сабирак нова веза за Jукавин потенциjал S̃Yukawa, и описуjе интеракциjу између фермиона и
Хигсовог поља h. Упоређивањем првог сабирка са везом за масу Диракових поља, закључуjе
се да константе Jукавине интеракциjе YABH jесу пропорционалне масеноj матрици фермиона

MAB = vYABH , (192)

коjа се састоjи од правих маса фермиона и одговараjућих углова мешања. Коначни облик
трансформисане везе за Jукавиним потенциjалом постаjе:

SYukawa
e−ξ

−−→ S̃Yukawa −
1

12

∫
MABψ̄

AψBεabcde
a ∧ eb ∧ ec ∧ ed = S̃Yukawa + SDirac mass . (193)

Сада jе показано да се Хигсов механизам описан на примеру теориjе електрослабих интер-
акциjа може уопштити на цео Стандардни Модел (22).

Овиме jе закључена анализа Хигсовог механизма и спонтаног нарушења симетриjе 3BF
деjства са везама. Укратко, резултати Хигсовог механизма су исти као и у стандардноj тен-
зорскоj формулациjи Лагранжиjана за Стандардни Модел, али су процедура и технички
детаљи потпуно другачиjи, будући да jе 3BF деjство функционал на потпуно различитом
конфигурационом простору у односу на сатандардно деjство за Стандардни Модел.
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4 Веза између формулациjа квантне Аjнштаjн-Картанове
и 3BF теориjе са везама

У претходноj глави jе показана еквиваленциjа између класичне 3BF теориjе са везама и
Стандардног модела спрегнутог са Аjнштаjн-Картановом гравитациjом. Иако суове две тео-
риjе класично еквивалентне, њиховом квантизациjом се потенциjално могу добити различите
квантне теориjе. У овоj глави ће бити успостављена веза између очекиваних вредности оп-
сервабли у две квантне теориjе, демонстрираjући да теориjе нису потпуно еквивалентне на
квантном нивоу, али да постоjи добро дефинисана веза између њих. Након тога, у последњем
поглављу ће бити разматрани примери на коjима се може илустровати разлика у квантним
теориjама.

4.1 Квантне опсервабле

Процес конструкциjе квантне теориjе захтева уопштавање математичких резултата веза-
них за вишеструке интеграле по реалним и Грасмановим броjевима на одговараjуће функ-
ционалне интеграле по бозонским и фермионским пољима. Због тога jе у првом одељку дат
преглед интеграла коjи ће бити уопштени до функционалног нивоа. У другом одељку ће ови
интеграли бити примењени на дефинициjу очекиване вредности произвољне опсервабле у
квантноj 3BF теориjи, корак по корак, тако да резултат добиjен на краjу процедуре може да
се интерпретира као очекивана вредност везом придружене опсервабле у квантноj ECC тео-
риjи. На оваj начин ће бити конструисана потпуна непертурбативна веза између две квантне
теориjе.

4.1.1 Математички резултати

У овом одељку ће бити изложена укупно четири уопштења особина Диракове делте, у
неколико специjалних случаjева, као и идентитет повезан са Стоксовом теоремом. Идентитети
се могу поделити у две групе, бозонску и фермионску. Два бозонска идентитета се могу добити
уопштавањем следећих особина Диракове делте на бозонска поља. Први идентитет jе∫

R
dy eiyF = 2π δ(F ) , F ∈ R , (194)

на основу ког се може добити следећи вишеструки интеграл:∫
R
dy

∫
Rn

dxkH(xk) e
i(yF (xk)+G(xk)) = 2π

∫
Rn

dxkH(xk)δ (F (xk)) e
iG(xk) . (195)

Потом се, уопштењем овог резултата на ниво функционалног интеграла, добиjа:∫
DφDϕkH(ϕk) e

i
∫
(φ∧F (ϕk)+G(ϕk)) = N

∫
DϕkH(ϕk)δ (F (ϕk)) e

i
∫
G(ϕk) . (196)

Други потребан идентитет jе:∫
R
dy δ(yF −G)H(y) =

H(G/F )

|F |
, F,G ∈ R , (197)
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коjи се може jедноставно доказати сменом променљивих. Одговараjући вишеструки интеграл
jе ∫

R
dy

∫
Rn

dxk δ
(
yaBFB

A(xk)−GaA(xk)
)
H(y, xk) =

∫
Rn

dxk
H
(
GaB(xk)F

−1
B
A(xk), xk

)
|F (xk)||a|

, (198)

док jе уопштење на ниво функционалног интеграла дато са:∫
DφDϕk δ

(
φaBFB

A(ϕk)−GaA(ϕk)
)
H(φ, ϕk) =

∫
Dϕk

1

|F (ϕk)||a|
H
(
GaB(ϕk)F

−1
B
A(ϕk), ϕk

)
,

(199)
где су FBA(ϕk) произвољна инвертибилна матрична функциjа, GaA(ϕk) и H(φ, ϕk) произвољне
функциjе, и |a| означава броj могућих вредности индекса a.

Даље, идентитет у вези са Стоксовом теоремом∫
DφDϕkH(φ, ϕk) e

i
∫
(∇φ)∧E(ϕk)+φ∧F (ϕk)+G(ϕk)

=

∫
Dφ∂Dϕk∂ e

i
∮
φ∂∧E(ϕk∂)

∫
DφDϕkH(φ, ϕk) e

i
∫
(−1)p−1φ∧∇E(ϕk)+φ∧F (ϕk)+G(ϕk) ,

(200)
коjи подjеднако важи и за бозонска и за фермионска поља. Овде jе претпостављено да jе
φ p-форма, док су φ∂ и ϕk∂ вредности поља на граници интеграциjе. Треба нагласити да jе
главна сврха овог идентитета пребацивање деjства ковариjантног извода ∇ са φ на E(ϕk).

Коначно, два фермионска идентитета коjа се могу подjеднако уопштити са Грасманових
броjева на Грасманова поља су дата са∫

Gn

dθ1dθ2 . . . dθn e
iθ1(θ2−θ3−···−θk) F (θ2, . . . , θn)

= (−1)n−1i
∫
Gn−1

dθ2 . . . dθn δ(θ2 − θ3 − · · · − θk) F (θ2, . . . , θn) ,
(201)

и∫
Rm

dmy

∫
Rm

dmx

∫
Gk

dθ1dθ2 . . . dθk

∫
Gn−k

dθk+1 . . . dθn e
iya(xa−Maijθiθj) F (x, θ1, . . . , θn)

= (2π)m
∫
Rm

dmx

∫
Gk

dθ1dθ2 . . . dθk

∫
Gn−k

dθk+1 . . . dθn

m∏
a=1

δ
(
xa −Maijθiθj

)
F (x, θ1, . . . , θn) .

(202)
За доказ погледати Додатак А.3. Одговараjући функционални идентитети за Грасманова
поља изгледаjу исто као два идентитета изнад, до на замену мере интеграциjе dθ → Dθ,
нормализационог фактора (2π)m → N , и нотациjе

∏
δ(xa) → δ(ϕ). Треба приметити да по-

следњи идентитет садржи Диракову делту од комбинациjе реалних и Грасманових броjева, па
jе редослед интеграциjе важан. Конкретно, прво се мора спровести интеграциjа по реалним
броjевима xa, па тек онда по Грасмановим броjевима. Такође, Диракова делта од Грасма-
нових броjева jе непарна (косохермитска) као последица чињенице да Грасманови броjеви
антикомутираjу, па се делта увек поjављуjе у пару са имагинарном jединицом i ≡

√
−1 у

jедначини (201).
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4.1.2 Очекиване вредности опсервабли

Веза између две квантне теориjе се може добити упоређивањем очекиваних вредности
опсервабли између две теориjе. Да би то било успешно спроведено, потребно jе дефинисати
ове очекиване вредности у обе теориjе:

⟨F ⟩3BF =
1

Z3BF

∫
Dϕi F (ϕk) e

iS3BF [ϕi] , ⟨F ⟩ECC =
1

ZECC

∫
Dϕi F (ϕk) e

iSECC [ϕi] , (203)

где су суме по стањима дате као:

Z3BF =

∫
Dϕi e

iS3BF [ϕi] , ZECC =

∫
Dϕi e

iSECC [ϕi] . (204)

Потребно jе одмах на почетку дати пар коментара. Прво, за потребе анализе ниjе неопход-
но задати прецизну дефинициjу интеграла по траjекториjама, што значи да ниjе потребно у
потпуности дефинисати квантну 3BF и ECC теориjу експлицитно. Jедини услов коjи jе по-
требно претпоставити jе да су мере у оба интеграла дефинисане на исти начин за обе теориjе
и да су дефинисане на такав начин да функционални идентитети (196), (199), (200), (201) и
(202) и даље важе. На оваj начин jе могуће дискутовати особине и упоређивати очекиване
вредности опсервабли у обе квантне теориjе у непертурбативном режиму, упркос чињеници
да сами детаљи квантизациjе теориjа нису до краjа дефинисани.

Друго, поља ϕi у 3BF теориjи и ECC теориjи припадаjу њиговим поjединачним конфи-
гурационим просторима (47)-(48) и (56), редом. Очигледно jе да се опсервабле F (ϕk) у (203)
могу упоређивати само ако припадаjу заjедничком конфигурационом подпростору обе тео-
риjе, односно, ако опсервабла F зависи само од поља ϕk коjа припадаjу редукованом конфи-
гурационом простору (56) коjи jе дефинисан за ECC теориjу.

У даљим корацима ће бити примењивани идентитети (196), (199), (200), (201) и (202),
корак по корак, у циљу свођења дефинициjе опсервабле F у квантноj 3BF теориjи, на дефи-
нициjу очекиване вредности одговараjуће опсервабле прво у квантноj EC теориjи, а потом и
у квантноj ECC теориjи.

За почетак, потребно jе експлицитно записати вредност производа очекиване вредности
опсервабле F и суме по стањима у квантноj 3BF теориjи. Према дефинициjи (203) jе таj
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производ jеднак:

Z3BF ⟨F ⟩3BF = N
∫
DαDωDβDeDγ̃DγDγ̄DϕDψDψ̄DBDλ̃DλDλ̄DΛDζDHDM

exp

(
i

∫
Bα ∧ Fα +B[ab] ∧R[ab] + ea ∧ (∇β)a + ϕA (∇γ̃)A + ψ̄A (∇γ)A

−
(
γ̄
←−
∇
)
A
ψA

+λα ∧
(
Bα − 12CαβM

β
abe

a ∧ eb
)
− λ[ab] ∧

(
B[ab] − 1

8πl2p
ε[ab]cdec ∧ ed

)
+λ̃A ∧

(
γ̃A −HabcAe

a ∧ eb ∧ ec
)
+ λ̄A ∧

(
γA +

i

6
εabcde

a ∧ eb ∧ ec
(
γdψ

)A)
−λA ∧

(
γ̄A −

i

6
εabcde

a ∧ eb ∧ ec
(
ψ̄γd

)
A

)
+ 2πil2pψ̄Aγ5γ

aψAεabcde
b ∧ ec ∧ βd

+ζα
ab
(
Mα

abεcdefe
c ∧ ed ∧ ee ∧ ef − Fα ∧ ea ∧ eb

)
+ΛabA ∧

(
HabcAε

cdefed ∧ ee ∧ ef − (∇ϕ)A ∧ ea ∧ eb
)

− 1

12

(
χ
(
ϕAϕA − v2

)2
+ YABCψ̄

AψBϕC +
Λ

8πl2p

)
εabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed
)

F (ϕk) . (205)

Применом функционалног идентитета за Стоксову теорему (200) над сабирцима у другом и
сабирком у трећем реду, уклањаjу се изводи са поља βa, γ̄A, γA и γ̃A, како би у следећем
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кораку могла да се изврши функционална интеграциjа по њима. Добиjен резултат jе:

Z3BF ⟨F ⟩3BF = N
∫
Dβ∂De∂Dγ̃∂Dγ∂Dγ̄∂Dϕ∂Dψ∂Dψ̄∂ e

i
∮
ϕA∂ γ̃A∂+ψ̄A∂γ

A
∂ +γ̄A∂ψ

A
∂ −ea∂∧β

a
∂∫

DαDωDβDeDγ̃DγDγ̄DϕDψDψ̄DBDλ̃DλDλ̄DΛDζDHDM

exp

(
i

∫
Bα ∧ Fα +B[ab] ∧R[ab] + (∇e)a ∧ β

a − (∇ϕ)A ∧ γ̃A

−
(
ψ̄
←−
∇
)
A
∧ γA + γ̄A ∧ (∇ψ)A

+λα ∧
(
Bα − 12CαβM

β
abe

a ∧ eb
)
− λ[ab] ∧

(
B[ab] − 1

8πl2p
ε[ab]cdec ∧ ed

)
+λ̃A ∧

(
γ̃A −HabcAe

a ∧ eb ∧ ec
)
+ λ̄A ∧

(
γA +

i

6
εabcde

a ∧ eb ∧ ec
(
γdψ

)A)
−λA ∧

(
γ̄A −

i

6
εabcde

a ∧ eb ∧ ec
(
ψ̄γd

)
A

)
+ 2πil2pψ̄Aγ5γ

aψAεabcde
b ∧ ec ∧ βd

+ζα
ab
(
Mα

abεcdefe
c ∧ ed ∧ ee ∧ ef − Fα ∧ ea ∧ eb

)
+ΛabA ∧

(
HabcAε

cdefed ∧ ee ∧ ef − (∇ϕ)A ∧ ea ∧ eb
)

− 1

12

(
χ
(
ϕAϕA − v2

)2
+ YABCψ̄

AψBϕC +
Λ

8πl2p

)
εabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed
)

F (ϕk) . (206)

Пажљивом провером горњег израза се може уочити да у колико опсервабла F (ϕk) не зависи
од поља на граници, интеграциjа по граници не даjе допринос. Такође, 3BF теориjа форму-
лисана на овакав начин намеће ограничења да су поља материjе као и тетрада на граници
многострукости jеднака нули. Ова ограничења се могу уклонити додавањем одговараjућих
граничних чланова у класично 3BF деjство. Jедан од таквих граничних чланова jе и Гибонс-
Хокинг-Jорк члан [53, 54, 55].

У следећем кораку се спроводи интеграциjа по пољима βa, B[ab], Bα, γ̃A, γ̄A, γA, ζαab и ΛabA
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применом функционалних идентитета (196) и (201), коjи даjу:

Z3BF ⟨F ⟩3BF = N
∫
De∂Dϕ∂Dψ∂Dψ̄∂ δ(ϕ∂)δ(ψ∂)δ(ψ̄∂)δ(e∂)∫

DαDωDeDϕDψDψ̄Dλ̃DλDλ̄DHDM

δ (Fα + λα) δ
(
R[ab] − λ[ab]

)
δ
(
λ̃A − (∇ϕ)A

)
δ
(
λ̄A −

(
ψ̄
←−
∇
)
A

)
δ
(
λA − (∇ψ)A

)
exp

(
i

∫
−12λα ∧ CαβMβ

abe
a ∧ eb + λ[ab] ∧

1

8πl2p
ε[ab]cdec ∧ ed

−λ̃A ∧HabcAe
a ∧ eb ∧ ec

+λ̄A ∧
i

6
εabcde

a ∧ eb ∧ ec
(
γdψ

)A
+ λA ∧ i

6
εabcde

a ∧ eb ∧ ec
(
ψ̄γd

)
A

− 1

12

(
χ
(
ϕAϕA − v2

)2
+ YABCψ̄

AψBϕC +
Λ

8πl2p

)
εabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed
)

δ
(
Mα

abεcdefe
c ∧ ed ∧ ee ∧ ef − Fα ∧ ea ∧ eb

)
δ
(
HabcAε

cdefed ∧ ee ∧ ef − (∇ϕ)A ∧ ea ∧ eb
)

δ
(
(∇e)a − 2πil2pψ̄Aγ5γ

dψAεabcde
b ∧ ec

)
F (ϕk) . (207)

Потом, даљом интеграциjом по пољима λα, λ[ab], λ̃A, λ̄A и λA се уклаљаjу Диракове делте из
трећег реда и добиjа:

Z3BF ⟨F ⟩3BF = N
∫
De∂Dϕ∂Dψ∂Dψ̄∂ δ(ϕ∂)δ(ψ∂)δ(ψ̄∂)δ(e∂)∫

DαDωDeDϕDψDψ̄DHDM

exp

(
i

∫
12Fα ∧ CαβMβ

abe
a ∧ eb +Rab ∧

1

16πl2p
εabcdec ∧ ed

− (∇ϕ)A ∧HabcAe
a ∧ eb ∧ ec

− i
6
εabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧
((
ψ̄
←−
∇
)
A
γdψA − ψ̄Aγd (∇ψ)A

)
− 1

12

(
χ
(
ϕAϕA − v2

)2
+ YABCψ̄

AψBϕC +
Λ

8πl2p

)
εabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed
)

δ
(
Mα

abεcdefe
c ∧ ed ∧ ee ∧ ef − Fα ∧ ea ∧ eb

)
δ
(
HabcAε

cdefed ∧ ee ∧ ef − (∇ϕ)A ∧ ea ∧ eb
)

δ
(
2πil2pψ̄Aγ5γ

dψAεabcde
b ∧ ec − (∇e)a

)
F (ϕk) . (208)

Множитељи Mα
ab и HabcA, по коjима jош увек ниjе интеграљено су у вези са Хоџовим ду-

алима jачина поља Fα и (∇ϕ)A, редом. Применом функционалног идентитета (199) се ови
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множитељи могу одинтегралити у корист Хоџових дуала (50), што даjе:

Z3BF ⟨F ⟩3BF = N
∫
De∂Dϕ∂Dψ∂Dψ̄∂ δ(ϕ∂)δ(ψ∂)δ(ψ̄∂)δ(e∂)∫

DαDωDeDϕDψDψ̄
1

|e|(|α|+|A|(D−1))|[ab]|

exp

(
i

∫
−Fα ∧ Cαβ ⋆F β +Rab ∧

1

16πl2p
εabcdec ∧ ed − (∇ϕ)A ∧ ( ⋆∇ϕ)A

− i
6
εabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧
((
ψ̄
←−
∇
)
A
γdψA − ψ̄Aγd (∇ψ)A

)
− 1

12

(
χ
(
ϕAϕA − v2

)2
+ YABCψ̄

AψBϕC +
Λ

8πl2p

)
εabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed
)

δ
(
2πil2pψ̄Aγ5γ

dψAεabcde
b ∧ ec − (∇e)a

)
F (ϕk) . (209)

Величина D (коjа се поjављуjе у експоненту детерминанте тетраде) jе димензиjа просторвре-
мена,D = 4, па jе вредност експонента детерминанте тетраде N = (|α|+|A|(D−1))|[ab]| = 144,
узимаjући у обзир да jе |α| = 12, |A| = 4 и |[ab]| = 6. Може се препознати да jе добиjени аргу-
мент у експоненту деjство (49) Аjнштаjн-Картанове EC теориjе, па се резултат може записати
као:

Z3BF ⟨F ⟩3BF = N
∫
De∂Dϕ∂Dψ∂Dψ̄∂ δ(ϕ∂)δ(ψ∂)δ(ψ̄∂)δ(e∂)∫

DαDωDeDϕDψDψ̄
1

|e|N
δ
(
2πil2pψ̄Aγ5γ

dψAεabcde
b ∧ ec − (∇e)a

)
F (ϕk) e

iSEC [ϕk] . (210)

На овом месту jе потенциjално могуће успоставити везу између квантне 3BF теориjе и
квантне EC теориjе. На жалост, ово ниjе могуће jер Диракова делта под интегралом намеће
додатну jаку везу између торзиjе и спинског тензора и мора бити одинтеграљена пре покушаjа
успостављања било какве везе између квантних теориjа. Ово jе могуће урадити интеграциjом
по 1-форми спинске конексиjе ω[ab], коjа jе присутна у Дираковоj делти као део ковариjантног
извода ∇ коjи делуjе на 1-форму тетраде. Да би интеграциjа била изведена, потребно jе прво
трансформисати израз унутар Диракове делте, jер оригинални израз зависи од антисиме-
тричног дела спинске конексиjе у односу на други индекс и просторвременски индекс. Ова
зависност се може уклонити преласком у локално инерциjални координатни систем, где се
оваj антисиметрични део може одредити увођењем смене променљивих ωabc = ωabµec

µ. Ова
смена променљивих мења меру интеграла:

Dωabµ = Dωabc

∣∣∣∣δ (ωabcecµ)δωefg

∣∣∣∣ = Dωabc

∣∣∣δ[ef ][ab] e
g
µ

∣∣∣ = Dωabc|e||[ab]| . (211)

Сада jе могуће увести величину Aabc коjа jе антисиметрична у односу на други и трећи индекс:

Aabc =
1

2
(ωabc − ωacb) . (212)

Jедноставно jе показати да компоненте нове променљиве садрже све компоненте спинске
конексиjе (и ниjедну више). Да би ово било показано, довољно jе одредити вредност следеће
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линеарне комбинациjе коришћењем особине антисиметричности спинске конексиjе по прва
два индекса:

Aabc − Abac − Acab =
1

2
(ωabc − ωacb − ωbac + ωbca − ωcab + ωcba) = ωabc . (213)

Jакобиjан J ове смене променљивих jе константан и може се апсорбовати у нормализациону
константу N , па се мера интеграла суштински не мења:

N
∫
Dωabc = N

∫
|J |DAabc = N ′

∫
DAabc . (214)

Заменом натраг у jедначину (210) се добиjа израз коjи jе функциjа поља Aabc:

Z3BF ⟨F ⟩3BF = N
∫
De∂Dϕ∂Dψ∂Dψ̄∂ δ(ϕ∂)δ(ψ∂)δ(ψ̄∂)δ(e∂)

∫
DαDADeDϕDψDψ̄

|e||[ab]|

|e|N

δ
(
2πil2pψ̄Aγ5γ

dψAεabcde
b
µe
c
νε
µνρσ − (∂µeaν) ε

µνρσ + Aabc|e|edρeeσεbcde
)

(215)

F (ϕk) e
iSEC [ϕk] .

Применом функционалних идентитета (199) и (202) добиjа се израз коjи се може интегралити
по пољима Aabc праволиниjски:

Z3BF ⟨F ⟩3BF = N
∫
De∂Dϕ∂Dψ∂Dψ̄∂ δ(ϕ∂)δ(ψ∂)δ(ψ̄∂)δ(e∂)

∫
DαDADeDϕDψDψ̄

|e||[ab]|

|e|N

δ

(
Aabc −

(
1

2
cabc − 2πil2pψ̄Aγ5γ

dψAεabcd

))
1∣∣2|e|ε[bc][de]e[d[ρee]σ]∣∣|a| (216)

F (ϕk) e
iSEC [ϕk] .

Следећи корак jе одређивање детерминанте производа две тетраде и тензора Леви-Чивите.
Прво jе потребно одредити детерминанту тензора Леви-Чивите као

∣∣ε[ab][cd]∣∣ = ∣∣ε[µν][ρσ]∣∣ = 1, а
потом се може конструисати идентитет:

1

|e||[µν]|
=

∣∣∣∣ 1|e|ε[µν][ρσ]
∣∣∣∣ = ∣∣ea[µebν]ec[ρedσ]εabcd∣∣ = ∣∣2e[a[µeb]ν]∣∣ ∣∣2e[c[ρed]σ]∣∣ ∣∣ε[ab][cd]∣∣ = ∣∣2e[a[µeb]ν]∣∣2 ,

(217)
из ког следи да jе ∣∣2e[a[µeb]ν]∣∣ = 1

|e| 12 |[µν]|
=

1

|e| 12 |[ab]|
. (218)

Коришћењем добиjене релациjе (218) функционални интеграл постаjе

Z3BF ⟨F ⟩3BF = N
∫
De∂Dϕ∂Dψ∂Dψ̄∂ δ(ϕ∂)δ(ψ∂)δ(ψ̄∂)δ(e∂)

∫
DαDADeDϕDψDψ̄

δ

(
Aabc −

(
1

2
cabc − 2πil2pψ̄Aγ5γ

dψAεabcd

))
1

|e|N+|[ab]|( |a|
2
−1)

(219)

F (ϕk) e
iSEC [ϕk] .
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У случаjу Стандардног Модела, експонент детерминанте тетраде jе дат изразом M = N +

|[ab]|
(
|a|
2
− 1
)
= N +6 = 150, узимаjући у обзир да jе |a| = 4. Интеграциjа по пољу Aabc мења

поље Aabc у деjству са:

Aabc =
1

2
cabc − 2πil2pψ̄Aγ5γ

dψAεabcd , (220)

што одговара замени
ωabµ = ∆abµ − 2πil2pψ̄Aγ5γ

dψAεabcde
c
µ , (221)

коjа jе претходно описана процедура добиjања деjства за ECC теориjу из деjства за EC теориjу
(jедначина (51)). Због тога коначан израз садржи деjство за ECC теориjу у експоненту, а
израз за очекивану вредност опсервабле у квантноj 3BF теориjи постаjе упоредив са изразом
за очекивану вредност одговараjуће опсервабле у квантноj ECC теориjи:

Z3BF ⟨F ⟩3BF = N
∫
De∂Dϕ∂Dψ∂Dψ̄∂ δ(ϕ∂)δ(ψ∂)δ(ψ̄∂)δ(e∂)

∫
DαDeDϕDψDψ̄

× 1

|e|M
F (ϕk) e

iSECC [ϕk] = N ′ ZECC
〈

1

|e|M
F

〉
ECC

. (222)

У специjалном случаjу, заменом jединичне опсервабле, F (ϕk) = 1, може се одредити веза
између две суме по стањима

Z3BF = N
∫
De∂Dϕ∂Dψ∂Dψ̄∂ δ(ϕ∂)δ(ψ∂)δ(ψ̄∂)δ(e∂)

∫
DαDeDϕDψDψ̄

1

|e|M
eiSECC [ϕk]

= N ′ ZECC
〈

1

|e|M

〉
ECC

. (223)

У другом специjалном случаjу се избором опсервабле F (ϕk) = |e|M , добиjа друга веза између
сума по стањима

Z3BF

〈
|e|M

〉
3BF

= N
∫
De∂Dϕ∂Dψ∂Dψ̄∂ δ(ϕ∂)δ(ψ∂)δ(ψ̄∂)δ(e∂)

∫
DαDeDϕDψDψ̄ eiSECC [ϕk]

= N ′ ZECC . (224)

Комбиновање веза (223) и (224), се добиjа нормализациона релациjа〈
|e|M

〉
3BF

〈
1

|e|M

〉
ECC

= 1 . (225)

Као последњи корак, замена (223) и (224) натраг у (222), и применом дефинициjа (203),
коначно се добиjа веза између квантних 3BF и ECC теориjа облику:

⟨F ⟩3BF =

〈
1
|e|M F

〉
ECC〈

1
|e|M

〉
ECC

, ⟨F ⟩ECC =

〈
|e|MF

〉
3BF

⟨|e|M⟩3BF
. (226)

Jедначине (226) дефинишу непертурбативну везу између очекиваних вредности опсерва-
бли у квантноj 3BF и квантноj ECC теориjи, и представљаjу главни резултат у читавоj глави.
Постоjање ове везе наглашава важност 3BF теориjе jер jе њеном квантизациjом сада ауто-
матски добиjена и квантна ECC теориjа, коjа jе важан физички модел квантне гравитациjе и
Стандардног Модела. Експлицитна конструкциjа функционалног интеграла за 3BF теориjу
са везама ће бити изложена у следећоj глави.
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4.2 Примери

У овом поглављу ће бити упоређена предвиђања квантне 3BF теориjе и квантне ECC
теориjе на примерима густине четворозапремине просторвремена, где ће бити дискутован и
семикласичан лимес, и примеру гравитационих таласа.

4.2.1 Густина четворозапремине просторвермена

Као наjjедноставниjи пример, може се узети опсервабла густине четворозапремине про-
сторвремена дефинисана као

F (ϕk) = ρ ≡ |e| , (227)

и густина четворозапремине просторвремена као очекивана вредност овог оператора у датоj
теориjи гравитациjе. Ово jе мотивисано чињеницом да jе четворозапремина неке четвороди-
мензионалне области R просторвремена дата као

V (R) =
∫
R
d4x
√
−g =

∫
R
d4x |e| , (228)

па се |e| може прозвати “густином” четворозапремине просторвремена области R.
Применом релациjе веза између квантних теориjа (226), добиjа се однос између очекиваних

вредности густина четворозапремина у две квантне теориjе:

ρ3BF
ρECC

≡ ⟨ρ⟩3BF
⟨ρ⟩ECC

=

〈
1

|e|M−1

〉
ECC

⟨|e|⟩ECC
〈

1
|e|M

〉
ECC

=
⟨|e|⟩3BF

〈
|e|M

〉
3BF

⟨|e|M+1⟩3BF
. (229)

На овом месту jе потребно увести дефинициjе статистичких величина ковариjансе и вариjансе,
помоћу коjих се jедноставно могу издвоjити квантне поправке од класичних вредности:

Cov(X, Y ) = ⟨XY ⟩ − ⟨X⟩⟨Y ⟩ , Var(X) = Cov(X,X) = (∆X)2 . (230)

Овде ∆X представља стандардно одступање, односно, неодређеност опсервабле X. Ковари-
jанса и вариjанса задовољаваjу неjеднакост Коши-Шварца

|Cov(X, Y )| ⩽ ∆X ∆Y , (231)

коjа се може искористити за процену ковариjансе у jедначини. На основу дефинициjе (230),
jасно jе да jе однос густина четворозапремине у 3BF и ECC теориjи jеднак:

ρ3BF
ρECC

= 1 +
Cov

(
|e|, 1

|e|M

)
ECC

⟨|e|⟩ECC
〈

1
|e|M

〉
ECC

,
ρECC
ρ3BF

= 1 +
Cov

(
|e|, |e|M

)
3BF

⟨|e|⟩3BF ⟨|e|M⟩3BF
. (232)

Затим, коришћењем (231), се добиjа

ρ3BF
ρECC

⩽ 1 +

∆|e|
⟨|e|⟩

∆ 1
|e|M〈
1
|e|M

〉

ECC

,
ρECC
ρ3BF

⩽ 1 +

(
∆|e|
⟨|e|⟩

∆|e|M

⟨|e|M⟩

)
3BF

. (233)

У класичном лимесу се може претпоставити да ове неодређености теже нули, одакле следи
да jе класичан лимес густине четворозапремине исти у обе теориjе.
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Заправо, горња jедначина указуjе да би класичан лимес обе теориjе могао да буде исти.
Да би ово било демонстрирано, треба спровести претходну процедуру у случаjу произвољне
опсервабле F (ϕk). Полазећи од (226), добиjа се

⟨F ⟩3BF
⟨F ⟩ECC

=

〈
1
|e|M F

〉
ECC〈

1
|e|M

〉
ECC
⟨F ⟩ECC

,
⟨F ⟩ECC
⟨F ⟩3BF

=

〈
|e|MF

〉
3BF

⟨|e|M⟩3BF ⟨F ⟩3BF
. (234)

Очекивана вредност производа у броjиоцу се може изразити у облику ковариjансе коришће-
њем (230), а потом се ковариjанса може проценити применом неjеднакости Коши-Шварца
(231), што доводи до скупа неjеднакости:

⟨F ⟩3BF
⟨F ⟩ECC

⩽ 1 +

∆F

⟨F ⟩
∆ 1
|e|M〈
1
|e|M

〉

ECC

,
⟨F ⟩ECC
⟨F ⟩3BF

⩽ 1 +

(
∆F

⟨F ⟩
∆|e|M

⟨|e|M⟩

)
3BF

. (235)

У класичном лимесу се може очекивати да неодређености опсервабли постаjу занемарљиве,
∆F → 0, одакле следи

⟨F ⟩3BF
⟨F ⟩ECC

⩽ 1 ,
⟨F ⟩ECC
⟨F ⟩3BF

⩽ 1 . (236)

Комбиновањем две неjеднакости се добиjа jеднакост класичног лимеса

⟨F ⟩3BF = ⟨F ⟩ECC , (237)

коjа показуjе да све опсервабле имаjу исте очекиване вредности у класичном лимесу у обе
теориjе. Дакле, две теориjе се међусобно разликуjу само на нивоу квантних поправки.

4.2.2 Гравитациони таласи

У примеру гравитационих таласа се поjављуjу два (међусобно повезана) поља, конкретно,
поље тетрада и метричког тензора, као и њихове ексцитациjе око равног просторвремена:

eaµ = δaµ + εaµ , gµν = ηµν + hµν . (238)

Детерминанта тетраде се може развити у ред по поправкама:

|e| = 1 + εaa +
1

2

(
εaaε

b
b − εabεba

)
+

1

6

(
εaaε

b
bε
c
c − 3εaaε

b
cε
c
b + 2εabε

b
cε
c
a

)
+ |ε| , (239)

али ће њена вредност на даље бити апроксимирана до квадратног сабирка. Уопштем случаjу
се могу разматрати гравитационе пертурбациjе и у закривљеном просторвремену. Тада по-
стоjи позадински део тетраде êaµ и одговараjућа позадинска метрика ĝµν , а уместо (238) се
може написати

eaµ = êaµ + εaµ , gµν = ĝµν + hµν . (240)

Иако jе анализа овог општег случаjа концептуално слична претходноj, технички jе захтевниjа,
jер jе развоj детерминанте тетраде (239) различит. На пример, уместо 1, водећи члан у развоjу
ће бити det êaµ. Због тога jе jедноставниjе не разматрати општи случаj закривљеног простора.
Са друге стране, сви главни закључци анализе остаjу исти.
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Могуће jе увести величину E коjа у себи садржи све поправке детерминанте тетраде у
осносу на jединицу. Ова смена jе корисна за проучавање конвергенциjе развоjа у ред ±M -
тог степена детерминанте тетраде по овом параметру, па су развоjи одговараjућег степена
детерминанте тетраде до другог реда дати као:

1

|e|M
=

1

(1 + E)M
=

+∞∑
n=0

(
M + n

n

)
(−E)n = 1−Mεaa +

M

2

(
Mεaaε

b
b + εabε

b
a

)
+ o(ε2) , (241)

Услов да би оваj ред конвергирао jе да jе |E| < 1, док сабирци у реду почињу да опадаjу када
jе задовољен следећи услов:

|E| < n+ 1

M + n+ 1
. (242)

Одатле следи да ће допринос другог реда бити већи од доприноса трећег реда када jе |E| <
0.0196 (уз претпоставку да jе n = 2, M = 150), или, другим речима, ако се захтева да да
допринос другог реда буде k пута већи од доприноса трећег реда, онда jе |E| < 0.0196/k.
Такође у случаjу позитивног степена детерминанте тетраде, слично се добиjа:

|e|M = (1 + E)M =
+∞∑
n=0

(
M

n

)
En = 1 +Mεaa +

M

2

(
Mεaaε

b
b − εabεba

)
+ o(ε2) . (243)

Оваj ред jе коначан, будући да jе биномни коефициjент jеднак нули када jе n > M , па не
постоjе проблеми са конвергенциjом. Додатно, сабирци почињу да опадаjу када jе испуњен
услов:

|E| < n+ 1

M − n
, (244)

коjи jе слабиjи захтев од претходног (242) и самим тим аутоматски задовољен.
Применом jедначина за везу између теориjа (226) на опсерваблу пертурбациjе метрике,

F (ϕk) = hµν , добиjа се:

⟨hµν⟩3BF =
⟨hµν⟩ECC −M ⟨ε

a
ahµν⟩ECC

1−M ⟨εaa⟩ECC + M
2
⟨Mεaaεbb + εabεba⟩ECC

. (245)

Развоj имениоца у ред даjе:

⟨hµν⟩3BF =
(
⟨hµν⟩ECC −M ⟨ε

a
ahµν⟩ECC

)(
1 +M ⟨εaa⟩ECC −

M

2

〈
Mεaaε

b
b + εabε

b
a

〉
ECC

+
M2

2
⟨εaa⟩2ECC

)
= ⟨hµν⟩ECC (1 +M ⟨εaa⟩ECC)−M ⟨ε

a
ahµν⟩ECC . (246)

Такоће, у супротном смеру се добиjа:

⟨hµν⟩ECC =
(
⟨hµν⟩3BF +M ⟨εaahµν⟩3BF

)(
1−M ⟨εaa⟩3BF −

M

2

〈
Mεaaε

b
b − εabεba

〉
3BF
− M2

2
⟨εaa⟩23BF

)
= ⟨hµν⟩3BF (1−M ⟨εaa⟩3BF ) +M ⟨εaahµν⟩3BF . (247)

Ови изрази се поjедностављуjу у следећи облик изражен преко ковариjансе:

⟨hµν⟩3BF = ⟨hµν⟩ECC −MCov (εaa , hµν)ECC , (248)
⟨hµν⟩ECC = ⟨hµν⟩3BF +MCov (εaa , hµν)3BF . (249)
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Коришћењем неjеднакости Коши-Шварца (231), може се проценити потребна величина
пертурбациjе да би се разлика између квантне 3BF теориjе и квантне ECC теориjе експери-
ментално утврдила. Конкретно, до другог реда jе разлика у предвиђању између теориjа

Cov (εaa , hµν)ECC = Cov (εaa , hµν)3BF = Cov (εaa , hµν) , (250)

односно величина квантне поправке jе иста у обе теориjе, што се може добити комбиновањем
jедначина (248) и (249). Осим тога, на основу релациjа hµν = ηµaε

a
ν + ηaνε

a
µ, εµν = ηµaε

a
ν и

неjеднакости Коши-Шварца, уз претпоставку да jе неодређеност сваке компоненте тетраде
приближно иста, добиjа се:

⟨hµν⟩ECC − ⟨hµν⟩3BF =MCov (εaa , hµν) ⩽ 2M∆εaa∆εµν ≈ 8M (∆εµν)
2 ≈ 2M (∆hµν)

2 . (251)

Неjеднакост (251) се у принципу може искористити да се експериментално разликуjу
квантна 3BF теориjа и квантна ECC теориjа, мерењем гравитационих таласа и упоређивањем
са исходом теориjских предвиђања. У циљу стицања интуициjе о потребном реду величине,
може се кренути од оквирних редова величине измерених тренутно доступном технологиjом,
на пример ЛИГО/Вирго детекторима. На основу [56], уобичаjена прецизност мерењa напре-
зања (компонената ⟨hµν⟩) се може проценити на 10−21, што имплицира да десна страна (251)
треба да буде

2M (∆hµν)
2 ⩾ 10−21 . (252)

Узимаjући у обзир да jе за Стандардни Модел вредност M = 150 (219), добиjа се процена
минималне квантне поправке коjа се може детектовати:

∆hµν ⩾

√
10−21

2 · 150
≈ 10−12 . (253)

Ово jе велика вредност, што се може видети из чињенице да jе амплитуда напрезања сигнала
спаjања две црне рупе у [56] реда 10−18. Пошто jе растоjање до извора GW150914 проце-
њено на rGW ≈ 410Mpc, што jе далеко изван наше галаксиjе, може се проценити интензи-
тет напрезања у случаjу истог догађаjа унутар Млечног Пута, односно на растоjању унутар
rMW ≈ 34Kpc. Пошто амплитуда сферног таласа опада пропорционално са 1/r од извора,
може се проценити да би спаjање сличних црних рупа унутар наше галаксиjе створило сигнал
чиjи jе ред величине напрезања

hMW ≈ hGW
rGW
rMW

= 10−18 × 4.1 · 105Kpc

3.4 · 101Kpc
≈ 10−14 . (254)

Ово jе и даље два реда величине мање од потребне величине квантне поправке ∆hµν . Шта-
више, не постоjи разлог у теориjи због ког би систем две црне рупе коjе се спаjаjу требао да
има тако велику квантну неодређеност.

Другим речима, да би постоjећом технологиjом разлика између две теориjе била опсерва-
билна, потребно jе да извор гравитационих таласа

(a) ствара напрезање ⟨hµν⟩ реда величине наjмање 10−11, и

(b) има квантну неодређеност напрезања, ∆hµν , наjмање 10−12.

Очигледно, не постоjе познати кандидати за изворе таквих гравитационих таласа у природи.
У сваком случаjу, макар у теориjи, ако би такав извор постаjао, било би могуће применити
(251) и експериментално разликовати квантну 3BF теориjу од квантне ECC теориjе.
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5 Конструкциjа квантне 3BF теориjе са везама
У претходим главама jе потврђена еквиваленциjа између две класичне теориjе описане

3BF деjством са везама и Стандардним Моделом спрегнутим са Аjнштаjн-Картановом гра-
витациjом. Затим jе утврђена непертурбативна веза између одговараjућих квантних теориjа
заснованих на овим моделима без експлицитне дефинициjе сваке од теориjа и утврђено да обе
теориjе деле заjеднички семикласичан лимес. У наредним поглављима ће бити формулисана
квантна 3BF теориjа са везама на триангулациjи и биће спроведена прелиминарна анализа
семикласичног лимеса добиjене теориjе.

5.1 Дискретизациjа деjства

У овом поглављу ће бити изложен поступак дефинисања деjства на триангулациjи мно-
гострукости. Ова структура заправо представља део по део равну многострукост састављену
од ћелиjа коjе имаjу геометриjу 4-симплекса. Основна идеjа jе у придруживању чинилаца
деjства елементима триангулациjе истог типа. Овде се могу уочити две основне могућности
коjе се често срећу у литератури. Прва jе да чиниоци деjства коjи су n-форме додељени
n-димензионалним ћелиjама директне триангулациjе, и друга, да су n-форме из деjства доде-
љене n-димензионалним ћелиjама Поенкаре-дуалноj триангулациjи. У случаjу када jе деjство
саставњено од сабирака коjи садрже по два чиниоца дискретизациjа деjства се може вршити
на комбинациjи директне и Поенкаре-дуалне триангулациjе, по неком утврђеном превилу ко-
jи од два чиниоца у сабирцима у деjству треба поставити на коjу триангулациjу. Међутим, у
случаjу када се сабирци у деjству састоjе од више чинилаца, а поготово када броj чинилаца
ниjе исти за све сабирке, постављање деjства на комбинациjу директне и Поенкаре-дуалне
триангулациjе нема превише смисла jер не постоjи природан начин коjи указуjе на то коjа
поља треба доделити коjоj триангулациjи. Због тога jе у наставку цело деjство постављена
само на директну триангулациjу без Поенкареовог дуала.

Сада треба увести нотациjу коjа ће означавати елементе триангулациjе. Структура еле-
ментарне ћелиjе триангулациjе, 4-симплекса jе следећа. Симплекс се састоjи од пет вертекса
означених и преброjаних малим латиничним словом v, по десет ивица и троуглова, означених
са ε и ∆, редом, и пет тетраедара означених са τ . Сами симплекси се преброjаваjу и означа-
ваjу индексом σ. У деjству се сумира по свим елементима триангулациjе, а броjач у суми jе
први индекс коjи се поjављуjе у исказу испод суме. Таj исказ може имати два типа облика
a ∈ b и b ∋ a, где су a и b елементи триангулациjе било горе наведеног типа.

Сваки елемент триангулациjе осим вертекса jе ориjентисан. Елемент наjмање димензиjе
коjи има ориjентациjу jе свакако ивица. Сви остали елементи веће димензиjе се могу ра-
зложити на ивице, а њихова ориjентациjа дефинисати редоследом навођења и ориjентациjом
њихових ивица. Због тога jе важно размотрити на колико се начина елементи више димензиjе
могу разложити на елементе мање димензиjе. Ове могућности се могу представити табеларно:
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Елемент начин за разлагање броj комбинациjа
2× 3× 2! = 6
3× 16× 3! = 96
+ 12
4× 125× 4! = 3000

2× + 150× 2! = 300
+ 20

2× 15× 2! = 30

У првоj колони, у случаjу троугла, две од три ивице се могу одабрати на три начина. Док
jе броj пермутациjа редоследа њиховог набраjања 2, па jе укупан броj комбинациjа 6. У
свакоj колони jе броj одређен као броj начина за избор различитих елемената помножен
пермутациjом редоследа елемената истог типа.

Тетраедар се може конструисати на два начина, први jе узимањем три ивице коjе не
припадаjу истом троуглу. Преброjавање се може извршити на два начина. Први jе према то-
пологиjи графа сачињеног од изабраних ивица. Постоjе две топологиjе, прва код коjе све три
ивице излазе из истог вертекса, и таквих има четири jер тетраедар садржи четири вертекса,
и други где се три ивице надовезуjу jедна на другу, коjи се може конструисати тако што jе
први вертекс у низу изабран на четири начина, други на три и трећи на два што jе укупно
24, али пошто jе граф симетричан смер броjања, има их дупло мање односно 12. Ово моће да
се изброjи и тако што се из претходног графа са три ивице коjе излазе из истог вертекса коjи
се може изабрати на 4 начина, изабере jедна ивица на три начина коjа се извлачи из заjед-
ничког вертекса и повезуjе са неким од друга два вертекса. Дакле, укупно постоjи 4+12=16
различитих графова са 3! пермутациjа, односно 96 могућности набраjања 3 ивице коjе чине
тетраедар.

Други начин jе да се прва ивица може изабрати на 6 начина, друга ивица на 5, тако да
у четири случаjа ове две ивице имаjу заjеднички вертекс и у jедном случаjу немаjу. Трећа
ивица се сада може изабрати на три начина ако су прве две имале заjеднички вертекс и на
четири начина ако нису. То jе укупно 6*(4*3+1*4)=96 начина.

Други начин за конструкциjу тетраедра jе троугао и ивица коjа му не припада. Троугао
се може изабрати на 4 начина, а ивица коjа му не припада на три, тако да jе то укупно 12
могућности.

Цео 4-симплекс се може конструисати на 3 начина. Први jе помоћу 4 ивице. Броjање
могућности поново може да се обави на два начина. Посматрањем топологиjа, уочаваjу се
три могуће топологиjе. Прва jе четири ивице са заjедничким вертексом коjи се може изабрати
на 5 начина. Друга jе три ивице из заjедничког вертекса коjи се може изабрати на пет начина
и jедна ивица коjа спаjа пети вертекс коjа се може изабрати на 4 начина са неким од три
вертекса ивица коjе вире из првог заjедничког вертекса. Таквих графова има 5*4*3*60. Трећи
граф jе састављен од 5 ивица коjе се надовезуjу jедна на другу. Сваки вертекс у низу се
може одабрати на за jедан мање начин од претходног. Међутим, како jе цео граф независан
од смера броjања, укупан броj мора да се подели са два, тако да таквих графова укупно
има 5*4*3*2/2=60. Дакле постоjи 125 графова са 4! пермутациjа ивица, што jе укупно 3000
могућности.

Други начин за броjање jе таj да се прва ивица може изабрати на 10 начина. Друга
ивица на 9, од чега у шест случаjа постоjи заjеднички вертекс и у три случаjа не постоjи.
Сада се посматраjу оба случаjа одвоjено. Трећа ивица се у првом случаjу може изабрати
на седам начина, од коjих у шест постоjи jедан вертекс коjи jе заjеднички са бар jедном од
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претходне две ивице и jедан начин тако да не постоjи заjеднички вертекс. Ако jе постаjао
jедан заjеднички вертекс за трећу и бар jедну од претходних ивица, постоjе две могућности.
Да jе вертекс заjеднички за све три ивице и тада се трећа ивица може изабрати на два,
а четврта на четири начина (10*6*2*4=180 могућности), и да трећа ивица има заjеднички
вертекс само са jедном од прве две ивице, када се трећа ивица може изабрати на 4, а четврта
на jош 4 начина (10*6*4*4=960 могућности). Ако не постоjи заjеднички вертекс за трећу и
претходне две ивице, трећа ивица се може изабрати на само jедан начин, а четврта може да
полази из два вертекса треће ивице и заврши се у неки од три преостала вертекса, односно
може се изабрати на 2*3=6 начина (10*6*1*6=360 могућности). Други случаj jе када прва
и друга ивица немаjу заjеднички вертекс. Тада се друга ивица може изабрати на 3 начина,
а трећа ивица може да се изабере на 8 начина. Четири од осам су такви да се трећа ивица
конструише тако што jоj jе jедан вертекс заjеднички са првом ивицом (2 начина), а други
заjеднички са другом (jош 2 начина), или тако што jоj jе jедан вертекс пети, коjи не припада
ни првоj ни другоj ивици, а други неки од преостала 4 вертекса (преостале 4 могућности).
У колико jе трећа ивица добиjена избором jедног вертекса прве и jедног вертекса друге,
четврта ивица се може изабрати на четири начина. Тако да jоj jе jедан вертекс пети коjи
не припада ни jедноj од прве три ивице, а други, неки од преостала четири (10*3*4*4=480
могућности). Последњи начин jе да jе трећа ивица добиjена спаjањем петог вертекса коjи
ниjе припадао ни jедноj од прве две ивице са неким од преосталих 4 вертекса и ту се четврта
ивица може изабрати на 6 начина. Пре одабирања четврте ивице, граф се састоjи од два
неповезана дела. Први jе jедна засебна ивица (два вертекса), а други су две повезане ивице
(три вертекса). Четврта ивица може да се изабере тако да jоj jе jедан вертекс заjеднички
са jедном неповезаном ивицом (два начина), а други заjеднички са бар jедном од друге две
ивице (три начина), тако да се добиjе повезан граф (10*3*4*6=720 могућности). Укупно то
чини 480+960+360+480+720=3000 могућности.

Други начин за конструисање целог 4-симплекса jе троугао и две ивице коjе му не припа-
даjу, тако да све заjедно садрже свих пет вертекса. Троугао се може изабрати на 10 начина, а
ивице на такав начин да свака садржи бар jедан од преостала два вертекса коjа не припадаjу
троуглу. Ако прва ивица садржи само jедан од преостала два вертекса (може се изабрати
на 6 начина), друга ивица се може изабрати на 4 начина, а ако прва ивица садржи оба
преостала вертекса (jедан начин), друга ивица се може изабрати на шест начина. То jе укуп-
но 10*(6*4+1*6)=300 могућности. Алтернативно се могућности могу изброjати посматрањем
графова. Ако су обе ивице причвршћене jедним вертексом за троугао, то jе 9 могућности, а
ако jе само jедна причвршћена за троугао, то jе 6 могућности. Броj пермутациjа ивица jе 2,
па jе укупан броj могућности 10*(9+6)*2=300 могућности.

Трећи начин за конструкциjу целог 4-симплекса jе тетраедар и ивица коjа му не припада.
Тетраедар се може изабрати на 5 начина, а ивица коjа му не припада на четири, што jе укупно
20 могућности.

Четврти и последњи начин за конструкциjу 4-симплекса jе помоћу два троугла са само jед-
ним заjедничким вертексом. Оваj вертекс се може изабрати на 5 начина, а парови троуглова
на три. Броj пермутациjа троуглова jе 2, па jе укупно 5*3*2=30 могућности.

Ови комбинаторни фактори су важни у тренутку преласка са суме по независним елемен-
тима 4-симплекса на суму по свим елемнтима 4-симплекса.

У наставку ће бити изложен поступак постављања деjства на директну триангулациjу.
Оваj поступак се не може спровести са деjством у произвољном облику, већ сабирци у деjству
мораjу да буду изражени у облику производа диференциjалних форми.

Процес постављања деjства на триангулациjу jе изражен помоћу контракциjе измећу век-
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тора и форми. Пошто jе многострукост део по део равна, симплекси од коjих jе састављена су
подударни са тангентном многострукошћу, па се интеграциjа форме по симплексу може вр-
шити контракциjом између форми на многострукости и

(
4
0

)
тензора придруженом симплексу:

σ =
1

4!
εµ1ε

ν
2ε
ρ
3ε
σ
4∂µ ∧ ∂ν ∧ ∂ρ ∧ ∂σ , (255)

где су ε1, ..., ε4 четири линеарно независне ивице коjе образуjу 4-симплекс. Сам тензор при-
дружен симплексу не зависи од избора ових независнох ивица, али jе знак поља осетљив на
редослед набраjања због антисиметричног производа између њих.

Да би деjство било дискретизовано овим методом, потребно jе конструисати Лагранжиjан
у облику 4-форме. Дискретизациjа деjства jе онда:

S[ϕ] =

∫
1

4!
Lµνρσdxµ ∧ dxν ∧ dxρ ∧ dxσ =

∑
σ

∫
σ

1

4!
Lµνρσεµνρσd4x =

1

4!

∑
σ

Lµνρσ[σ]εµνρσV [σ]

=
1

4!

∑
σ

Lµνρσ[σ]εµνρσ
(
− 1

4!
ε1aε2bε3cε4dε

abcd

)
=

1

4!

∑
σ

Lµνρσ[σ]εµνρσ
(
− 1

4!
eaµ′ebν′ecρ′edσ′

× 1

4!
εα1 ε

β
2ε

γ
3ε
δ
4ε
abcddxµ

′ ∧ dxν′ ∧ dxρ′ ∧ dxσ′
[∂α ∧ ∂β ∧ ∂γ ∧ ∂δ]

)
=

1

4!

∑
σ

Lµνρσdxµ ∧ dxν ∧ dxρ ∧ dxσ
1

4!
εα1 ε

β
2ε

γ
3ε
δ
4 [∂α ∧ ∂β ∧ ∂γ ∧ ∂δ]

=
∑
σ

L[σ] . (256)

Сабирци у деjству коjе jе потребно интегралити по елементима триангулациjе могу бити
у укупно четири облика. Резултат интеграциjе у сва четири случаjа jе дат као:

Први случаj, 4-симплекс састављен од четири ивице:∫
αa ∧ αb ∧ αc ∧ αd =

∑
σ

αa ∧ αb ∧ αc ∧ αd[σ]

=
∑
σ

αaµαbναcραdσ
1

4!
ελ1ε

χ
2ε

φ
3 ε

ξ
4dx

µ ∧ dxν ∧ dxρ ∧ dxσ [∂λ ∧ ∂χ ∧ ∂φ ∧ ∂ξ]

=
1

4!

∑
σ

αaµαbναcραdσε
λ
1ε
χ
2ε

φ
3 ε

ξ
4

(
δµλδ

ν
χδ

ρ
φδ

σ
ξ + (23)

)
=

1

3000

∑
σ

∑
ε1,...,ε4∈σ

αa[ε1]αb[ε2]αc[ε3]αd[ε4]W [ε1, ε2, ε3, ε4] . (257)

Сабирак +(23) у заградама означава преосталих 23 сабирка коjи садрже пермутациjу индекса
са одговараjућим предзнаком, док jе функциjа W [...] функциjа знака коjа ће бити дефинисана
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касниjе. Други случаj, 4-симплекс састављен од две ивице и троугла:∫
αa ∧ αb ∧Bc =

∑
σ

αa ∧ αb ∧Bc[σ] =
∑
σ

αaµαbν
1

2
Bcρσ

1

4!
ελ1ε

χ
2ε

φ
3 ε

ξ
4

(
δµλδ

ν
χδ

ρ
φδ

σ
ξ + (23)

)
=

1

3000

∑
σ

∑
ε1,...,ε4∈σ

αa[ε1]αb[ε2]
1

2
Bcρσε

ρ
3ε
σ
4W [ε1, ε2, ε3, ε4]

=
1

300

∑
σ

∑
ε1,ε2,∆∈σ

αa[ε1]αb[ε2]Bc[∆]W [ε1, ε2,∆] . (258)

Трећи случаj, 4-симплекс састављен од два троугла:∫
Ba ∧Bb =

∑
σ

1

2
BaµνBbρσ

1

4!
ελ1ε

χ
2ε

φ
3 ε

ξ
4

(
δµλδ

ν
χδ

ρ
φδ

σ
ξ + (23)

)
=

1

30

∑
σ

∑
∆1,∆2∈σ

Ba[∆1]Bb[∆2]W [∆1,∆2] . (259)

Четврти случаj, 4-симплекс састављен од тетраедра и ивице:∫
αa ∧ γb =

∑
σ

αaµ
1

3!
γbνρσ

1

4!
ελ1ε

χ
2ε

φ
3 ε

ξ
4

(
δµλδ

ν
χδ

ρ
φδ

σ
ξ + (23)

)
=

1

20

∑
σ

∑
ε,τ∈σ

αa[ε]γb[τ ]W [ε, τ ] . (260)

Осим 1, 2, 3 и 4-форми, у деjству се поjављуjу и нула-форме коjе стављањем на триангу-
лациjу живе у вертексима, па jе њихова интеграциjа по елементу триангулациjе тривиjална
(вредност поља на вертексу jе jеднака вредности поља у тачки у коjоj се налази вертекс). До-
давање ових поља на триангулациjу се врши независно од интеграциjе форми, па производ
скаларних поља постаjе:∫

f1(x)...fn(x)F (x) =
∑
σ

F [σ]
1

5n

∑
v1,...,vn∈σ

f1[v1]...fn[vn] , (261)

где jе F (x) произвољна 4-форма.
У локално инерциjалном референтном систему се тетрада своди на ротациjу заjедничку за

све елементе поjединачног 4-симплекса. Деловање форме тетраде на тензор 4-симплекса и по-
следица захтева да компонентететраде представљаjу компоненте матрице опште координатне
трансформациjе GL(4,R) даjе везу:

ea[ε] = eaµε
µ = Γaµε

µ = εa , (262)

где jе Γµa степен слободе фиксирања калибрациjе.
Вредности квадрата запремина елемената триангулациjе l2[ε], A2[∆], (3)V 2[τ ] и (4)V 2[σ] су

реалне функциjе компонената вектора ивица триангулациjе дате као:

(0)V 2[v] = − 1

4!

1

(0!)2
εµνρσελξθϕη

µληνξηρθησϕ = 1 , (263)

l2[ε] = − 1

3!

1

(1!)2
εµνρσε

µ
1ελξθϕε

λ
1η

νξηρθησϕ = εµ1ε
ν
1ηµν = ε21 , (264)

A2[∆] = − 1

2!

1

(2!)2
εµνρσε

ρ
1ε
σ
2ελξθϕε

θ
1ε
ϕ
2η

µληνξ =
1

4

(
ε21ε

2
2 − (εµ1ε

ν
2ηµν)

2
)
, (265)

(3)V 2[τ ] = − 1

1!

1

(3!)2
εµνρσε

ν
1ε
ρ
2ε
σ
3ελξθϕε

ξ
1ε
θ
2ε
ϕ
3η

µλ , (266)

(4)V 2[σ] = − 1

0!

1

(4!)2
(εµνρσε

µ
1ε

ν
2ε
ρ
3ε
σ
4 )

2 . (267)
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Пошто су вредности l2[ε], A2[∆], (3)V 2[τ ] и (4)V 2[σ] независне од овог степена слободе, вектори
ивица се могу заменити векторима ивица у сопственом референтном систему εa и запремине
се неће променити. Због тога сабирак коjи садржи производ четири тетраде одговара ориjен-
тисаноj запремини 4-симплекса:∫

1

4!
εabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed =
∑
σ

1

4!
εabcdε

a
1ε
b
2ε
c
3ε
d
4 = −

∑
σ

V [σ] . (268)

ФункциjаW [...] се може дефинисати коришћењем претходне особине. Пошто jе триангулациjа
ориjентисан граф, сваком троуглу се могу доделити две ивице чиjим jе редоследом он ориjен-
тисан, ∆ = (ε∆1, ε∆2), сваком тетраедру три ивице чиjим jе редоследом навођења задата ње-
гова ориjентациjа τ = (ετ1, ετ2, ετ3) и сваком 4-симплексу четири ивице σ = (εσ1, εσ2, εσ3, εσ4).
Функциjа W [...] jе сада количник ориjентисане 4-запремине над елементима 4-симплекса коjи
су аргументи функциjе подељени ориjентисаном запремином тог 4-симплекса. Случаjеви ове
функциjе су:

W [ε1, ε2, ε3, ε4] = − 1

4!V [σ]
εabcdε

a
1ε
b
2ε
c
3ε
d
4 , (269)

W [∆, ε1, ε2] = − 1

4!V [σ]
εabcdε

a
∆1ε

b
∆2ε

c
1ε
d
2 , (270)

W [∆, ∆̃] = − 1

4!V [σ]
εabcdε

a
∆1ε

b
∆2ε

c
∆̃1
εd
∆̃2
, (271)

W [ε, τ ] = − 1

4!V [σ]
εabcdε

aεbτ1ε
c
τ2ε

d
τ3 . (272)

Пошто ова функциjа аутоматски враћа вредност нула када су jоj аргументи линеарно зависни,
ниjе потребно стављати никакве додатне услове у дефинициjи суме осим захтева да аргументи
припадаjу истом 4-симплексу.

Први део дефинициjе функционалног интеграла jе његова мера. У наставку ће бити изло-
жена два метода дискретизациjе мере. Мера интеграла на триангулациjи се дефинише као
интеграл по вредности поља на елементу триангулациjе. Експлицитна дефинициjа jе на први
начин задата као:

Dϕ =
∏
v

dϕ[v] , Dα =
∏
ε

dα[ε] , Dβ =
∏
∆

dβ[∆] , Dγ =
∏
τ

dγ[τ ] , Dδ =
∏
σ

dδ[σ] . (273)

Алтернативно jе уместо екстензивних вариjабли могуће изабрати интензивне. Ако се про-
извољна n-форма запише као:

F = Fa1,...,ane
a1 ∧ ... ∧ ean , (274)

контракциjа форме ea1 ∧ ... ∧ ean са n-симплекс тензором σn даjе:

ea1 ∧ ... ∧ ean [σn] = V [σn]E
a1,...,an , (275)

па jе контракциjа полазне n-форме F jеднака:

F [σn] = Fa1,...,an [σn]E
a1,...,anV [σn] = F [σn]V [σn] . (276)
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Мера интеграла jе у овим променљивим jеднака:

Dϕ =
∏
v

dϕ[v] , Dα =
∏
ε

l[α]dα[ε] , Dβ =
∏
∆

A[∆]dβ[∆] ,

Dγ =
∏
τ

V [τ ]dγ[τ ] , Dδ =
∏
σ

V [σ]dδ[σ] . (277)

Будући да jе веза између ове две дефинициjе смена променљивих, резултат интеграциjе не
би требало да зависи од конкретног избора, па ће у наставку бити корићена прва дефинициjа
задата у (273).

Следећи корак у триангулациjи деjства представља дефинисање извода на триангулациjи.
Пошто jе многострукост састављена од елемената као што су вертекси, ивице, површине итд.
извод на обjекту n-тог реда треба дефинисати преко обjеката (n− 1)-ог реда, односно извод
на обjекту триангулациjе jе функциjа над границом тог обjекта. Због тога jе извод поља на
триангулациjи дефинисан применом Стоксове теореме:∫

Md

dA =

∮
∂Md

A =⇒
∑

σd∈T (M)

dA [σd] =
∑

σd∈T (M)

∑
◦

σd−1∈∂σd

A[σd−1] . (278)

Заокружена сума представља суму елемената по ориjентисаноj граници, тако да се води рачу-
на о предзнаку сабирака коjи сада зависи и од усклађености ориjентациjа сегмената границе
∂σd и самог σd. За ту потребу се уводи функциjа знака z[σd, σd−1 ∈ ∂σd] коjа враћа вредност
±1: ∑

◦
σd−1∈∂σd

A[σd−1] =
∑

σd−1∈∂σd

z[σd, σd−1]A[σd−1] . (279)

Вредност функциjе знака зависи од ориjентациjа елемената триангулациjе над коjима се вр-
ши. Аргументи нису произвољне комбинациjе два елемента триангулациjе, већ други мора
да буде део границе првог и самим тим за jедну димензиjу мањи. Свака ивица се може пред-
ставити преко два вертекса ε = (vε1, vε2), тако да jе ориjентациjа ивице усмерена од другог ка
првом вертексу. Функциjа знака онда враћа вредност:

z[ε, v] = δvε1,v − δvε2,v . (280)

Троугао jе задат као уређени пар ивица коjе полазе из истог вертекса. Његова ориjентациjа
jе задата редоследом набраjања ивица, па jе вредност функциjе знака:

z[∆, ε] =
εa∆1εa
εaεa

δε∆1,ε −
εa∆2εa
εaεa

δε∆2,ε +
(ε∆2 − ε∆1)

aεa
εaεa

δε∆2−ε∆1,ε . (281)

Тетраедар jе задат као уређена троjка ивица коjе полазе из истог вертекса и може се посма-
трати као уређени пар троуглова са заjедничком ивицом τ = (ετ1ετ2, ετ3) = (∆τ1,∆τ2), таквих
да jе ∆τ1 = (ετ1, ετ2) и ∆τ2 = (ετ2, ετ3). Додатно, зарад jедноставниjег записа, потребно jе
увести дефинициjу и преостала два троугла ∆τ3 = (ετ3, ετ1) и ∆τ4 = (ετ1 − ετ2, ετ3 − ετ2).
Функциjа знака jе онда:

z[τ,∆] =
4∑
j=1

ε(∆τj)
a
1ε(∆τj)

b
2∆ab

∆ab∆ab

δ∆τj ,∆ , (282)
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где jе:

∆ab =
1

2

(
ε(∆)a1ε(∆)b2 − ε(∆)b1ε(∆)a2

)
. (283)

Коначно, 4-симплекс jе дефинисан као уређена четворка четири ивице коjе излазе из ис-
тог вертекса. Он садржи пет позитивно ориjентисаних тетраедара τσ1 = (εσ1, εσ2, εσ3), τσ2 =
(εσ1, εσ4, εσ2), τσ3 = (εσ1, εσ3, εσ4), τσ4 = (εσ2, εσ4, εσ3) и τσ5 = (εσ1 − εσ2, εσ2 − εσ3, εσ4 − εσ3).
Функциjа знака jе у овом случаjу:

z[σ, τ ] =
5∑
j=1

ε(τσj)
a
1ε(τσj)

b
2ε(τσj)

c
3τabc

τabcτabc
δτσj ,τ , (284)

где jе:

τabc =
1

3!
εabcdεdefgε

e
τ1ε

f
τ2ε

g
τ3 . (285)

Делта између елемената симплекса jе дефинисана када су оба елемента истог типа. Ти еле-
менти су дати уређеним n-торкама ивица, а свака ивица jе дата као уређени пар вертекса,
одакле се сваком елементу симплекса може придружити скуп вертекса над коjим jе разапет.
Делта између два елемента симплекса A и B, разапетих над вертексима vAi и vBj jе онда дата
као перманента матрице делти над вертексима:

δA,B = perm
(
δvAi,vBj

)
. (286)

Постоjање ове делте у дефинициjи функциjе знака обезбеђуjе да функциjа врати вредност
нула у колико њен други аргумент ниjе део границе првог аргумента. Због тога jе могуће
проширити домен сумациjе по другом аргументу на цео 4-симплекс без промене резултата
суме.

Интеграциjа целе 4-форме коjа у себи садржи диференциjал jе:∫
γ ∧ dϕ =

1

20

∑
σ

∑
τ,ε∈σ

γ[τ ]
∑
v∈ε

ϕ[v]z[ε, v]W [τ, ε] =
1

20

∑
σ

∑
τ,ε,v∈σ

γ[τ ]ϕ[v]z[ε, v]W [τ, ε] ,(287)∫
β ∧ dα =

1

30

∑
σ

∑
∆1,∆2∈σ

β[∆1]
∑
ε∈∆2

α[ε]z[∆2, ε]W [∆1,∆2]

=
1

30

∑
σ

∑
∆1,∆2,ε∈σ

β[∆1]α[ε]z[∆2, ε]W [∆1,∆2] , (288)∫
α ∧ dβ =

1

20

∑
σ

∑
ε,τ∈σ

α[ε]
∑
∆∈τ

β[∆]z[τ,∆]W [ε, τ ]

=
1

20

∑
σ

∑
ε,τ,∆∈σ

α[ε]β[∆]z[τ,∆]W [ε, τ ] , (289)∫
dγ =

∑
σ

∑
τ∈σ

γ[τ ]z[σ, τ ] . (290)

Након дефинисања свих правила и случаjева коjи се jављаjу у процесу дискретизациjе
деjства, могуће jе дефинисати очекивану вредност произвољне опсервабле на триангулациjи
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по угледу на (205):

⟨F (ϕk)⟩ =
N
Z

(∏
v

∫
dϕ[v]dψ[v]dψ̄[v]dΛ[v]dζ[v]dH[v]dM [v]

∏
ε

∫
dα[ε]dω[ε]de[ε]dλ̃[ε]dλ[ε]dλ̄[ε]

∏
∆

∫
dB[∆]dβ[∆]dλ[∆]

∏
τ

∫
dγ̃[τ ]dγ[τ ]dγ̄[τ ]

)
∏
σ

(
exp

(
i

30

∑
∆1∈σ

Bα[∆1]

( ∑
∆2,ε∈σ

αα[ε]z[∆2, ε]W [∆1,∆2]

+
1

10

∑
ε1,ε2∈σ

αβ[ε1]α
γ[ε2]fβγ

αW [∆1, ε1, ε2]

))

exp

(
i

30

∑
∆1∈σ

B[ab][∆1]

( ∑
∆2,ε∈σ

ω[ab][ε]z[∆2, ε]W [∆1,∆2]

+
1

10

∑
ε1,ε2∈σ

ω[cd][ε1]ω
[ef ][ε2]f[cd][ef ]

[ab]W [∆1, ε1, ε2]

))

exp

(
i

20

∑
ε1∈σ

ea[ε1]

(∑
τ,∆∈σ

βa[∆]z[τ,∆]W [ε1, τ ]

+
1

15

∑
ε2,∆∈σ

ω[cd][ε2]β
b[∆] ▷[cd]b

aW [ε1, ε2,∆]

))

exp

(
i

5

∑
v∈σ

ϕA[v]

(∑
τ∈σ

γ̃A[τ ]z[σ, τ ] +
1

20

∑
ε,τ∈σ

W [ε, τ ]γ̃B[τ ]αα[ε]▷αBA

))

exp

(
i

5

∑
v∈σ

ψ̄A[v]

(∑
τ∈σ

γA[τ ]z[σ, τ ]

+
1

20

∑
ε,τ∈σ

W [ε, τ ]γB[τ ]
(
αα[ε] ▷αB

A + ω[ab][ε] ▷[ab]B
A
)))

exp

(
i

5

(∑
τ∈σ

γ̄A[τ ]z[σ, τ ]

− 1

20

∑
ε1,τ∈σ

W [ε, τ ]γ̄B[τ ]
(
αα[ε] ▷αBA +ω[ab][ε]▷[ab]BA

))∑
v∈σ

ψA[v]

)

exp

(
i

30

∑
∆1∈σ

λα[∆1]

(∑
∆2∈σ

Bα[∆2]W [∆1,∆2]

− 12

50
Cαβ

∑
v∈σ

Mβ
ab[v]

∑
ε1,ε2∈σ

εa1ε
b
2W [∆1, ε1, ε2]

))
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exp

(
i

30

∑
∆1∈σ

λ[ab][∆1]

(
ε[ab]cd
80πl2p

∑
ε1,ε2∈σ

εc1ε
d
2W [∆1, ε1, ε2]−

∑
∆2∈σ

B[ab][∆2]W [∆1,∆2]

))

exp

(
i

20

∑
ε1∈σ

λ̃A[ε1]

(∑
τ∈σ

γ̃A[τ ]W [ε1, τ ]

− 1

750

∑
v∈σ

HabcA[v]
∑

ε2,ε3,ε4∈σ

εa2ε
b
3ε
c
4W [ε1, ε2, ε3, ε4]

))

exp

(
i

20

∑
ε1∈σ

λ̄A[ε1]

(∑
τ∈σ

γA[τ ]W [ε1, τ ]

+
iεabcd
4500

∑
v∈σ

∑
ε2,ε3,ε4∈σ

εa2ε
b
3ε
c
4(γ

dψ[v])AW [ε1, ε2, ε3, ε4]

))

exp

(
− i

20

∑
ε4∈σ

(∑
τ∈σ

γ̄A[τ ]W [τ, ε4]

− iεabcd
4500

∑
v∈σ

∑
ε1,ε2,ε3∈σ

εa1ε
b
2ε
c
3(ψ̄[v]γ

d)AW [ε1, ε2, ε3, ε4]

)
λA[ε4]

)

exp

(
−2πl2pεabcd

7500

∑
v1,v2,ε1,ε2,∆∈σ

ψ̄A[v1]γ5γ
aψA[v2]ε

b
1ε
c
2β

d[∆]W [ε1, ε2,∆]

)

exp

(
i

1500

∑
v1∈σ

ζα
ab[v1]

∑
ε1,ε2∈σ

εc1ε
d
2

( ∑
ε3,ε4∈σ

W [ε1, ε2, ε3, ε4]

(
1

50
εcdefε

e
3ε
f
4

∑
v2∈σ

Mα
ab[v2]

− 1

10
fβγ

ααβ[ε3]α
γ[ε4]

)
−
∑

∆,ε3∈σ

αα[ε3]z[∆, ε3]W [∆, ε1, ε2]ηacηbd

))

exp

(
i

3000

∑
ε1,ε2,ε3,ε4,v∈σ

ΛabA[ε1]W [ε1, ε2, ε3, ε4]

(
1

5
HabcA[v]ε

cdefε2dε3eε4f

+

(
ϕA[v]z[ε2, v] +

1

5
ϕB[v]αα[ε2]▷αBA

)
ε3aε4b

))
exp

(
−i

36000

∑
ε1,ε2,ε3,ε4∈σ

εabcdε
a
1ε
b
2ε
c
3ε
d
4

(
Λ

8πl2p
+ χv4 − 2χv2

25

∑
v1,v2∈σ

ϕA[v1]ϕ
A[v2]

+
1

125
YABC

∑
v1,v2,v3∈σ

ψ̄A[v1]ψ
B[v2]ϕ

C [v3] +
χ

625

∑
v1,v2,v3,v4∈σ

ϕA[v1]ϕ
A[v2]ϕB[v3]ϕ

B[v4]

))
F (ϕk[σ]) . (291)

Овиме jе сваком пољу у квантноj 3BF теориjи са везама придружен одговараjући елемент
триангулациjе и постављена jе jедначина за очекивану вредност произвољне опсервабле. Да
би дефинициjа квантне теориjе била комплетна, потребно jе jош дефинисати домен интегра-
циjе по сваком пољу.
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5.2 Прелазак са интеграциjе по пољима на интеграциjу по групама

Да би домени интеграциjе по пољима били дефинисани, интеграл по алгебри ће бити
замењен интегралом по групи. Ови интеграли се дефинишу увођењем поjма инвариjантне
интеграциjе. Овде треба направити разлику између инвариjантне интеграциjе и инваринатног
интеграла. Инвариjантни интеграл jе интеграл чиjа jе вредност оператор коjи комутира са
свим елементима групе. Инвариjантна интеграциjа подразумева интеграциjу по елементима
групе, на такав начин да резултат интеграциjе не зависи од преуређења елемената групе.
Преуређење елемената групе се задаjе деловањем jедног елемента групе h ∈ G на цео домен
интеграциjе (све елементе групе) с лева или с десна. У општем случаjу се дефинициjе леве и
десне инвариjантне интеграциjе разликуjу:∫

G

f(g)dµL(g) =

∫
G

f(hg)dµL(g) ,

∫
G

f(g)dµD(g) =

∫
G

f(gh)dµD(g) , dµL(g) ̸= dµD(g) .

(292)
Величине dµL(g) и dµD(g) су лева и десна Хаарова мера. На основу Jакобиjеве теореме, jасно
jе да су тежинске функциjе у Хааровоj мери Jакобиjани:

µL(hg) =
µL(g)∣∣∣det ∂(hg)i∂gj

∣∣∣ , µD(gh) =
µD(g)∣∣∣det ∂(gh)i∂gj

∣∣∣ . (293)

Пошто исказ важи за свако g, h ∈ G, може се узети g = e, па jе резултат:

µL(h) =
µL(e)∣∣∣det ∂(hg)i∂gj

∣∣∣
g→e

, µD(h) =
µD(e)∣∣∣det ∂(gh)i∂gj

∣∣∣
g→e

. (294)

Заправо, фиксирањем константе нормирања у мери µL(e) = µD(e) = 1, може се конструисати
веза између мера и придружене репрезентациjе:

|det(adg)| =
∣∣∣∣det ∂(ghg−1)i∂hj

∣∣∣∣
h→e

=

∣∣∣∣det ∂(ghg−1)i∂(gh)k∂(ghg−1g)k∂hj

∣∣∣∣
h→e

=
µL(g)

µD(g)
. (295)

Коначно, мера у интегралу по групи jе:

dµL(h) =
µL(e)∣∣∣det ∂θi(hg)∂θj(g)

∣∣∣
g→e

dnθ , dµD(h) =
µD(e)∣∣∣det ∂θi(gh)∂θj(g)

∣∣∣
g→e

dnθ . (296)

Главне особине Хаарове мере потребне за даљу анализу се могу изразити помоћу следеће две
теореме:

Теорема 2. Лиjева група G има jеднаку леву и десну Хаарову меру ако и само ако jе за свако
g ∈ G:

| det(ad(g))| = 1 . (297)

Оваj исказ jе еквевалентан захтеву да jе траг придружене репрезентациjе елемента Лиjеве
алгебре jеднак нули.

Доказ. Директно следи из (295).
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Директна последица теореме jе да су лева и десна Хаарова мера Абелових Лиjевих група
jеднаке. Пошто се n-параметарска Абелова група факторише на производ n jеднопараметар-
ских, тежинскa функциja n-параметарске Абелове групе се такође факторише на производ n
jеднопараметарских тежинских функциjа. Коначно, за jеднопараметарску Абелову групу jе
тежинскa функциja:

µ(g) =
1∣∣∣∂(get)1∂t

∣∣∣
t→0

=
1

|τ |
= µ(e) , (298)

где jе τ генератор Абелове групе. У случаjу групе Грасманових броjева G, тежинска функциjа
у Хааровоj мери мора да буде константа, jер линеарни допринос мора да дође од подинте-
гралне функциjе.

Теорема 3. Лева и десна Хаарова мера специjалних SL(n,F) група, над пољем F су jеднаке,
jер њихове структурне константе задовољаваjу услов fab

b = 0, што jе траг придружене
репрезентациjе њихове алгебре.

Доказ. Пошто структурне константе не зависе од избора репрезентациjе, докле год jе репре-
зентациjа верна, репрезентациjа (ταβ)ab генератора SL(n,F) групе се може изабрати као:

(ταβ)ab = δαa δ
β
b − δ

n
a δ

n
b δ

αβ . (299)

Матрична репрезентациjа комутатора [ταβ, τ γδ]ab jе антисиметрична (по ab), па jе додатно
множење репрезентациjом генератора (τab)cd не мења, одакле се закључуjе да она мора бити
jеднака структурноj константи:

[ταβ, τ γδ]ab = δαβ
(
δγaδ

nδδnb − δδbδna δγn
)
+ δγδ

(
δβb δ

n
a δ

nα − δαa δnb δnβ
)
+ δαa δ

δ
bδ
βγ − δγaδ

β
b δ

αδ , (300)

[ταβ, τ γδ]ab(τ
ab)cd = [ταβ, τ γδ]cd =⇒ fαβ γδab = [ταβ, τ γδ]ab . (301)

Директном провером се добиjа да jе fαβ γδγδ = 0.

Овим теоремама су обухваћене све групе коjе се поjављуjу у 3-групи за Стандардни модел
(12). То значи да све групе коjе се поjављуjу теориjи имаjу исту леву и десну Хаарову меру,
док jе тежинска функциjа у Хааровоj мери Абелових група константа.

Интеграл по групи jе онда дефинисан као:

IG[f ] =

∫
G

f(g)dµ(g) (302)

и параметризован jе параметрима алгебре θi, па се интеграциjа врши по овим параметрима.
Тада облик интеграла постаjе:

IG[f ] =

∫
Fn

Π(θ)f(g(θ))µ(g(θ))dnθ , (303)

где jе Π(θ) превоугаона прозорска функциjа-компактни носач скупа вредности параметара
алгебре. Дефинициjа се може проширити и на некомпактне групе узимањем константне про-
зорске функциjе Π(θ) = 1. Скуп F ком припадаjу параметри алгебре по коjима се интеграли
jе, у зависности од врсте поља, скуп реалних или Грасманових броjева (у случаjу бозонских
и фермионских поља, редом).
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Сва поља коjа се jављаjу у дефинициjи 3BF теориjе са везама су елементи jедне или више
алгебра група из структуре 3-групе (12) и зарад лакше прегледности их jе могуће приказати
таблично. Пошто теориjа садржи фермионе, потребно jе групу SO(3, 1) заменити универзално
наткриваjућом SL(2,C), jер SO(3, 1) не садржи репрезентациjе по коjима се фермионска поља
трансформишу (ротациjе са основним периодом 4π). Прва табела садржи поља коjа припадаjу
само jедноj алгебри, истовремено показуjући коjоj алгебри поље припада и на ком симплексу
живи:

симплекс SL(2,C) SU(3)× SU(2)× U(1) R4 C4 G64 ×G64 ×G64

· ϕA ψA, ψ̄A
ω[ab] αα ea λ̃A λA, λ̄A

λ[ab], B[ab] λα, Bα βa

γ̃A γA, γ̄A

док друга садржи множитеље коjи носе индексе више различитих алгебри:

(SU(3)× SU(2)× U(1))× R4 × R4 Mαab, ζαab

R4 × R4 × C4 ΛabA

R4 × R4 × R4 × C4 HabcA

Сви множитељи у другоj табели живе само у вертексима.

5.2.1 Делта на групи и Питер-Веjлова теорема

У теориjи коначних група (група са коначним броjем елемената |G|) jе дефинисан скуп ор-
тогоналних функциjа на групи, карактера χ(Λ)(g), преброjаних иредуцибилним репрезентаци-
jама групе, као и функциjа на групи δ(g) коjа се назива и њеном регуларном репрезентациjом,
тако да важи:

δ(g) =

{
0 g ̸= e ,
|G| g = e .

(304)

Разлагање функциjе δ(g) по базису карактера иредуцибилних репрезентациjа групе даjе:

δ(g) =
∑
Λ

dimΛχ(Λ)(g) . (305)

Уопштење ових исказа и доказ егзистенциjе ортогоналног скупа карактера у случаjу ком-
пактних Лиjевих група jе дат Питер-Веjловом теоремом. Разлог употребе ове теореме jе да
би се интеграциjа Диракове делте добиjене у процесу квантизациjе могла извршити у сва-
ком иредуцибилном подпростору засебно, а потом се интеграл по групи заменио сумом по
иредуцибилним репрезентациjама. Оваj део поступка квантизациjе jе уобичаjен у моделима
спинске пене. У случаjу 3BF теориjе, чиjа jе симетриjа описана 3-групом, би уопштење овог
приступа требало да Диракову делту замени делтом на 3-групи како би се интеграциjа по
пољима вршила у ортогоналним компонентама разлагања репрезентациjе 3-групе. Међутим,
како теориjа репрезентациjа 3-група ниjе развиjена у довољноj мери, резултати Питер-Веjлове
теореме се jош увек не могу уопштити на структуру 3-групе. Због тога jе основна идеjа да
се уместо у ортогоналним подпросторима репрезентациjа 3-групе, интеграциjа делти врши
унутар иредуцибилних подпростора група од коjих jе 3-група састављена.

Због тога jе потребно одредити параметре алгебре, Хаарове мере, прозорске функциjе и
регуларне репрезентациjе (делте) група коjе се jављаjу у теориjи:
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• U(1) група

Алгебра jе параметризована jедним параметром θ, а тежинска функциjа у Хааровоj
мери jе константа:

dµ(g) =
1

2π
dθ . (306)

Домен интеграциjе jе задат прозорском функциjом облика:

Π(θ) = H(θ + π)H(π − θ) , (307)

где jе H(s) Хевисаjдова тета функциjа. Делта на групи jе:

δ(g) = 2π
+∞∑

k=−∞

δ(θ + 2kπ) . (308)

• SU(2) група

Алгебра jе параметризована са три параметра, али мера, прозорска функциjа и делта
на групи зависе само од инвариjантног растоjања коjе одговара растоjању у сферним
координатама r = (θαθ

α)
1
2 . Мера, прозорска функциjа и делта на групи су:

dµ(g) =
1

2π
sin2

(
1

2
r

)
dr , (309)

Π(r) = H(r)H(2π − r) , (310)

δ(g) = − 4π

sin
(
1
2
r
) +∞∑
k=−∞

δ(1)(r + 4kπ) , (311)

што након парциjалне интеграциjе постаjе:

δ(g) =
4π

sin2
(
1
2
r
) +∞∑
k=−∞

δ(r + 4kπ) . (312)

• SU(3) група

Алгебра SU(3) групе jе осмопараметарска коjа има S3 × S5 топологиjу, па се у скаду с
тим може извршити параметризациjа простора [57]. Инвариjантна растоjања од коjих
зависи мера, прозорска функциjа и делта на групи су:

φ =
2√
3

√
σ1 sin

(
1

3
arctg

( √
3σ2√

σ3
1 − 3σ2

2

))
, ξ =

√
σ1 cos

(
1

3
arctg

( √
3σ2√

σ3
1 − 3σ2

2

))
,

(313)
σ1 = θαθ

α , σ2 = dαβγθ
αθβθγ . (314)

Коефициjенти dαβγ су коефициjенти из антикомутационих релациjа:

{τα, τβ} = dαβγτ
γ . (315)

Мера, прозорска функциjа и делта на групи су:

dµ(g) =
2

3π2
sin2

(
1

2
φ

)
sin2

(
1

4
(φ+ 3ξ)

)
sin2

(
1

4
(φ− 3ξ)

)
dφdξ , (316)
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Π(ξ, φ) = H(ξ + 2π)H(2π − ξ)H(φ+ 2π)H(2π − φ) , (317)

δ(g) = 4π2

(
∂2φ + 3∂2ξ − 4∂φ∂ξ

)
∂φ

sin
(
φ
2
− 3ξ

2

)
+ sin

(
φ
2
+ 3ξ

2

)
− sin(φ)

+∞∑
k,l=−∞

δ(ξ + 2kπ)δ(ξ + φ+ 4lπ) . (318)

Поново, након парциjалне интеграциjе се добиjа:

δ(g) =
3π2

2 sin2
(
1
2
φ
)
sin2

(
1
4
(φ+ 3ξ)

)
sin2

(
1
4
(φ− 3ξ)

) +∞∑
k,l=−∞

δ(ξ + 2kπ)δ(ξ + φ+ 4lπ) . (319)

• SL(2,C) група

Алгебра jе параметризована са шест параметара и може се идентификовати са комплек-
сификованом su2 алгебром. Ова алгебра се може разложити на директни збир две коњу-
говано комплексне su2 алгебре чиjи су параметри θa+ iρa и θa− iρa, где су θa = εabcω

[bc]

и ρa = ω[0a]. Мера, прозорска функциjа и делта на групи (иако jе SL(2,C) некомпактна
група, може се дефинисати делта на групи као функциjа параметара алгебре) су по ана-
логиjи са SU(2) групом, функциjе од инвариjантних растоjања (θaθ

a − ρaρa + 2iθaρ
a)

1
2 и

(θaθ
a − ρaρa − 2iθaρ

a)
1
2 :

dµ(g) =
1

4π2

∣∣∣∣sin2

(
1

2

√
(θi − iρi)(θi − iρi)

)∣∣∣∣2
× d (θaθ

a − ρaρa + 2iθaρ
a)

1
2 d (θaθ

a − ρaρa − 2iθaρ
a)

1
2 , (320)

Π(ρi, θi) = H

(
2π − (|θ|2 − |ρ|2)H(|θ|2 − |ρ|2) + 2|θiρi|H(|ρ|2 − |θ|2)

4
√
(|ρ|2 − |θ|2)2 + 4(ρiθi)2

)
, (321)

δ(g) = 4π2
δ
(
Im
(√

(θi − iρi)(θi − iρi)
))

∣∣∣sin2
(

1
2

√
(θi − iρi)(θi − iρi)

)∣∣∣2
+∞∑

k=−∞

δ
(
Re
(√

(θi − iρi)(θi − iρi)
)
+ 4kπ

)
.

(322)

• групе R, C и G
Прво треба нагласити да су ове групе адитивне и да се њихова алгебра поклапа са гру-
пом. Алгебре су jеднопараметарске са реалним, комплексним или Грасмановим броjем
као параметром. Тежинска функциjа у мери jе jеднака jединици, прозорска функциjа
обухвата цео скуп броjева, а делта jе стандардна Диракова делта над параметром θ:

dµ(g) = dθ , Π(θ) = 1 , δ(g) = δ(θ) . (323)

У случаjу Грасманових параметара, да би интеграл био ненулти, Диракова делта од
параметра jе jеднака самом параметру, jер за Грасманове броjеве важе правила за ин-
теграциjу: ∫

G
dθ = 0 ,

∫
G
θdθ = 1 =⇒ δ(θ) = θ . (324)
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Овде треба издвоjити неколико општих особина делте на групи. Прва, представља jеди-
нични оператор у простору функциjа на групи:∫

G

f(g)δ(gh−1)dµ(g) = f(h) . (325)

У специjалном случаjу, када се за функциjу на групи изабере баш функциjа коjа враћа еле-
мент групе у репрезентациjи D, добиjа се репрезентациjа инверзног елемента:

D
(
h−1
)
=

∫
G

D(g)δ(gh)dµ(g) . (326)

Ако се оваj интеграл напише по параметрима алгебре, у случаjу компактних група jе могуће
да више различитих избора параметара у алгебри одговара истом елементу у групи, што мо-
же да поквари jединственост инверзног елемента групе до на мултипликативни фактор. Због
тога jе важно да прозорска функциjа одсеца простор параметара алгебре тако да се сваком
елементу групе додељуjе тачно jедан скуп вредности параметара у алгебри коjи му одговара.
На таj начин jе обезбеђена jединственост инверза у алгебри, као и jединственост неутралног
елемента у алгебри. То даље имплицира да ће производ делте на групи и прозорске функ-
циjе дати само jедну Диракову делту у тачки коjа одговара неутралном елементу алгебре и
jединичном елементу у групи. Коначно, множењем Хааровом мером, добиjа се jеднакост:

Π(θ)δ(g(θ))µ(g(θ))dnθ = δ(θ)dnθ . (327)

На оваj начин jе одређено како се Диракове делте добиjене интеграциjом по пољима мења-
jу делтама на групи и како прозорске функциjе дефинишу домен интеграциjе по пољима.
Међутим, како квантна 3BF теориjа са везама ниjе тополошка, осим Диракових делти у
дефинициjи очекиване вредности опсервабле (207), стоjи и сама опсервабла али и остали чи-
ниоци коjи нису облика делте и коjи у свом разлагању садрже све иредуцибилне компоненте
група. Због тога би разлагање дефинициjе очекиване вредности опсервабле на иредуцибилне
компоненте група подразумевало разлагање производа делти и осталих израза у дефинициjи
што jе краjње нетривиjално (због постоjања ненултих Клебш-Гордонових коефициjената у
разлагању производа репрезентациjа).

На овом месту се мора направити отклон од стандардне процедуре квантизациjе по угледу
на моделе спинске пене и добиjене Диракове делте се мораjу интегралити по дефинициjи, jер
замена делтом на групи не олакшава израчунавања у теориjи.

5.3 Подела деjства на тополошки део и везе

Деjство 3BF теориjе са везама се састоjи од тополошког дела и веза. Даљи поступак
конструкциjе квантне 3BF теориjе са везама подразумева интеграциjу по одређеним пољима
по угледу на конструкциjу тополоше теориjе (66). Сума по стањима за тополошку теориjу има
облик производа делти на групи, па се поља по коjима се врши интеграциjа бираjу тако да се
добиjе што jе могуће више делти. Интеграли по множитељима коjи као резултат интеграциjе
даjу Диракову делту су облика:∫

exp

(
i
∑
σ

∑
k∈σ

f [k]F [k, σ]

)∏
k

df [k] = N
∏
k

δ

(∑
σ∋k

F [k, σ]

)
. (328)
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Поља по коjима се интеграли су множитељи Bα[∆], B[ab][∆], βa[∆], γ̃A[τ ], γ̄A[τ ], γA[τ ], ΛabA[ε]
и ζαab[v]. Да би резултат интеграциjе по овим пољима био Диракова делта, потребно jе да
опсервабла не зависи од ових поља. Добиjени резултат се може поделити на део коjи одговара
тополошкоj инвариjанти, интеракциони део и део са jаким везама.

⟨F (φk)⟩ =
N
Z

∫ ∏
σ,τ,∆,ε,v

dφ[τ,∆, ε, v]TI
[
F [φ]− λ[φ]

]
INT

[
λ[φ]−G[φ]

]
SC[φ]F (φk) .(329)

За разлику од тополошке теориjе, где jе интеграциjа вршена по пољима B, C и D, коjа одгова-
раjу множитељима B, тетрадама и фермионима и скаларним пољима, у случаjу конструкциjе
квантне 3BF теориjе са везама се не може интегралити по тетрадама и пољима материjе, jер
произвољна опсервабла може нетривиjално да зависи од њих. Међутим, како jе вредност
суме по стањима у тополошкоj 3BF теориjи (66) независна од редоследа интеграциjе, може
се добити и алтернативна тополошка инвариjанта интеграциjом по пољима B, β и γ. Ова
алтернативна тополошка инвариjанта jе истог облика као први чинилац у изразу (329) коjи
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jе jеднак:

TI[F [φ]− λ[φ]] =
∏
∆1

δ

(∑
σ∋∆1

( ∑
∆2,ε∈σ

αα[ε]z[∆2, ε]W [∆1,∆2]

+
1

10

∑
ε1,ε2∈σ

αβ[ε1]α
γ[ε2]fβγ

αW [∆1, ε1, ε2] +
∑
∆2∈σ

λα[∆2]W [∆1,∆2]

))
∏
∆1

δ

(∑
σ∋∆1

( ∑
∆2,ε∈σ

ω[ab][ε]z[∆2, ε]W [∆1,∆2]−
∑
∆2∈σ

λ[ab][∆2]W [∆1,∆2]

+
1

10

∑
ε1,ε2∈σ

ω[cd][ε1]ω
[ef ][ε2]f[cd][ef ]

[ab]W [∆1, ε1, ε2]

))
∏
∆

δ

(∑
σ∋∆

(∑
ε,τ∈σ

ea[ε]z[τ,∆]W [ε, τ ] +
1

15

∑
ε1,ε2∈σ

eb[ε1]ω
[cd][ε2] ▷[cd]a

bW [ε1, ε2,∆]

+
4πil2p
750

∑
v1,v2,ε1,ε2∈σ

ψ̄A[v1]γ5γ
dψA[v2]ε

b
1ε
c
2εdbcaW [ε1, ε2,∆]

))
∏
τ

δ

(∑
σ∋τ

(∑
v∈σ

ϕA[v]

(
δBAz[σ, τ ] +

1

20

∑
ε∈σ

W [ε, τ ]αα[ε] ▷α
B
A

)

+
1

4

∑
ε∈σ

λ̃B[ε]W [ε, τ ]

))
∏
τ

δ

(∑
σ∋τ

(∑
v∈σ

ψ̄B[v]

(
δBAz[σ, τ ] +

1

20

∑
ε∈σ

W [ε, τ ]
(
αα[ε] ▷αA

B

+ ω[ab][ε] ▷[ab]A
B
))

+
1

4

∑
ε∈σ

λ̄A[ε]W [ε, τ ]

))
∏
τ

δ

(∑
σ∋τ

((
δABz[σ, τ ] +

1

20

∑
ε∈σ

W [ε, τ ]
(
αα[ε] ▷αB

A

+ ω[ab][ε] ▷[ab]B
A
))∑

v∈σ

ψB[v]− 1

4

∑
ε∈σ

λA[ε]W [ε, τ ]

))
. (330)

Део коjи одговара jаким везама jе jеднак:

SC[φ] =
∏
ε1

δ

(∑
σ∋ε1

( ∑
v,ε2,ε3,ε4∈σ

W [ε1, ε2, ε3, ε4]

(
1

5
HabcA[v]ε

cdefε2dε3eε4f

+

(
ϕA[v]z[ε2, v] +

1

5
ϕB[v]αα[ε2]▷αBA

)
ε3aε4b

)))
∏
v

δ

(∑
σ∋v

( ∑
ε1,ε2,ε3∈σ

εc1ε
d
2

(∑
ε4∈σ

W [ε1, ε2, ε3, ε4]

(
1

50
εcdefε

e
3ε
f
4

∑
v∈σ

Mα
ab[v]

− 1

10
fβγ

ααβ[ε3]α
γ[ε4]ηacηbd

)
−
∑
∆∈σ

αα[ε3]z[∆, ε3]W [∆, ε1, ε2]ηacηbd

)))
, (331)
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док jе део коjи одговара интеракциjама jеднак:

INT[λ[φ]−G[φ]] =
∏
σ

[
exp

(
−i
125

∑
∆,ε1,ε2,v∈σ

Cαβλ
α[∆]Mβ

ab[v]ε
a
1ε
b
2W [∆, ε1, ε2]

)

exp

(
i

2400πl2p

∑
∆,ε1,ε2∈σ

ε[ab]cdλ
[ab][∆]εc1ε

d
2W [∆, ε1, ε2]

)

exp

(
−i

15000

∑
ε1,ε2,ε3,ε4,v∈σ

λ̃A[ε1]HabcA[v]ε
a
2ε
b
3ε
c
4W [ε1, ε2, ε3, ε4]

)

exp

(
−i

90000

∑
ε1,ε2,ε3,ε4,v∈σ

λ̄A[ε1]
(
γdψ[v]

)A
εa2ε

b
3ε
c
4εabcdW [ε1, ε2, ε3, ε4]

)

exp

(
−i

90000

∑
ε1,ε2,ε3,ε4,v∈σ

ψ̄A[v]
(
γdλ[ε4]

)A
εa1ε

b
2ε
c
3εabcdW [ε1, ε2, ε3, ε4]

)

exp

(
−i

36000

∑
ε1,ε2,ε3,ε4∈σ

εabcdε
a
1ε
b
2ε
c
3ε
d
4

(
Λ

8πl2p
+ χv4 − 2χv2

25

∑
v1,v2∈σ

ϕA[v1]ϕ
A[v2]

+
1

125
YABC

∑
v1,v2,v3∈σ

ψ̄A[v1]ψ
B[v2]ϕ

C [v3]

+
χ

625

∑
v1,v2,v3,v4∈σ

ϕA[v1]ϕ
A[v2]ϕB[v3]ϕ

B[v4]

))]
. (332)

Даљу интеграциjу по Лагранжевим множитељима ниjе jедноставно спровести по дефинициjи
jер облик израза зависи од облика триангулациjе, међутим, интеграли су добро дефинисани.
Због тога се предвиђања теориjе могу израчунати нумерички коришћењем прилагођеног соф-
твера за конкретан избор триангулациjе. Овиме jе у потпуности задата дефинициjа квантне
3BF теориjе са везама коjа одговара квантноj Аjнштаjн-Картановоj теориjи гравитациjе са
спин-спин контактном интеракциjом спрегнутом са Стандардним Моделом према релациjи
(226). У наредном поглављу ће, комплетности ради, бити извршена прелиминарна анализа
семикласичног лимеса ове квантне теориjе.

5.4 Прелиминарна анализа семикласичног лимеса

Семикласични лимес представља испитивање предвиђања теориjе у стању у ком се квант-
не поправке могу занемарити. Jедан од начина за испитивање семикласичног лимеса jе већ
представљен у поглављу 4.2 узимањем лимеса у ком све неордеђености опсервабли теже нули.
Овакав приступ jе тешко поновити у случаjу произвољне опсервабле jер би то подразумева-
ло да постоjи општа формула за очекивану вредност произвољне опсервабле у коjоj су сви
интеграли из дефинициjе (329) решени. Како ово ниjе случаj, семикласичан лимес се испи-
туjе рачунањем ефективног деjства. Након одређивања ефективног деjства се над добиjеним
резултатом спроводи двоструки лимес:

λφk
≫ lε ≫ lp , (333)

где су λφk
придружене таласне дужине компонената поља φk, коjе су обрнуто пропорционале

брзини промене поља кроз просторвреме, lε jе дужина ивице 4-симплекса на триангулациjи и
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lp jе Планкова дужина. Другим речима, поља су споропроменљива у односу на период ћелиjа
тиангулациjе, тако да се конфигурациjа поља на многострукости може описати глатко са део-
по-део константним вредностима на елементима триангулациjе, jер су ћелиjе довољно мале
и у довољно великом броjу, док jе са друге стране димензиjа ћелиjе много већа од Планкове
дужине, па jе таквом триангулациjом немогуће описати ефекте на скалама на коjима се
традиционално очекуjу доминантни ефекти квантне гравитациjе.

У овом поглављу, ефективно деjство неће бити рачунато, већ ће двоструки лимес бити
примењен директно на дефинициjу очекиване вредности опсервабле. Применом горње стране
лимеса, да су поља споропроменљива у односу на учестаност дискретизациjе (броj симплек-
са jе велики унутар периода промене поља), вредност поља на jедном симплексу се може
апроксимирати средњом вредношћу поља на околним симплексима. Последица тога jе да се
делте у тополошкоj инвариjанти и jаким везама, чиjи jе аргумент сума по симплексима, могу
заменити производом делти по симплексима, чиjи аргумент зависи само од jедног симплекса.
Оваj апроксимативни облик чиниоца са jаким везама jе:

SC[φ] =
∏
σ

[
δ

( ∑
ε1,ε2,ε3∈σ

εc1ε
d
2

(∑
ε4∈σ

W [ε1, ε2, ε3, ε4]

(
1

50
εcdefε

e
3ε
f
4

∑
v∈σ

Mα
ab[v]

− 1

10
fβγ

ααβ[ε3]α
γ[ε4]ηacηbd

)
−
∑
∆∈σ

αα[ε3]z[∆, ε3]W [∆, ε1, ε2]ηacηbd

))
∏
ε1∈σ

δ

( ∑
v,ε2,ε3,ε4∈σ

W [ε1, ε2, ε3, ε4]

(
1

5
HabcA[v]ε

cdefε2dε3eε4f

+

(
ϕA[v]z[ε2, v] +

1

5
ϕB[v]αα[ε2]▷αBA

)
ε3aε4b

))]
, (334)
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док jе део коjи одговара тополошкоj инвариjанти jеднак:

TI[F [φ]− λ[φ]] =
∏
σ

[ ∏
∆1∈σ

δ

( ∑
∆2,ε∈σ

αα[ε]z[∆2, ε]W [∆1,∆2]

+
1

10

∑
ε1,ε2∈σ

αβ[ε1]α
γ[ε2]fβγ

αW [∆1, ε1, ε2] +
∑
∆2∈σ

λα[∆2]W [∆1,∆2]

)
∏
∆1∈σ

δ

( ∑
∆2,ε∈σ

ω[ab][ε]z[∆2, ε]W [∆1,∆2]

+
1

10

∑
ε1,ε2∈σ

ω[cd][ε1]ω
[ef ][ε2]f[cd][ef ]

[ab]W [∆1, ε1, ε2]−
∑
∆2∈σ

λ[ab][∆2]W [∆1,∆2]

)
∏
∆∈σ

δ

( ∑
∆,ε,τ∈σ

ea[ε]z[τ,∆]W [ε, τ ] +
1

15

∑
ε1,ε2,∆∈σ

eb[ε1]ω
[cd][ε2] ▷[cd]a

bW [ε1, ε2,∆]

+
4πil2p
750

∑
v1,v2,ε1,ε2,∆∈σ

ψ̄A[v1]γ5γ
dψA[v2]ε

b
1ε
c
2εdbcaW [ε1, ε2,∆]

)
∏
τ∈σ

δ

(∑
v∈σ

ϕA[v]

(
δBAz[σ, τ ] +

1

20

∑
ε∈σ

W [ε, τ ]αα[ε] ▷α
B
A

)

+
1

4

∑
ε∈σ

λ̃B[ε]W [ε, τ ]

)
∏
τ∈σ

δ

(∑
v∈σ

ψ̄B[v]

(
δBAz[σ, τ ] +

1

20

∑
ε∈σ

W [ε, τ ]
(
αα[ε] ▷αA

B + ω[ab][ε] ▷[ab]A
B
))

+
1

4

∑
ε∈σ

λ̄A[ε]W [ε, τ ]

)
∏
τ∈σ

δ

((
δABz[σ, τ ] +

1

20

∑
ε∈σ

W [ε, τ ]
(
αα[ε] ▷αB

A + ω[ab][ε] ▷[ab]B
A
))∑

v∈σ

ψB[v]

− 1

4

∑
ε∈σ

λA[ε]W [ε, τ ]

)]
. (335)

Аргументи делти добиjених у чиниоцу са jаким везама зависе од поља Mα
ab и HabcA. Међу-

тим, у колико опсервабла чиjа се очекивана вредност рачуна не зависи од ових поља, остатак
дефинициjе не зависи од вредности ових поља у сваком вертексу симплекса поjединачно, већ
само од средње вредности ових поља на целом 4-симплексу, па се увођењем смена:

Ξαab[σ] =
1

5

∑
v∈σ

Mα
ab[v] , ΘabcA[σ] =

1

5

∑
v∈σ

HabcA[v] , (336)

ове делте могу свести на облик погодан за интеграциjу. Интеграциjа по осталим вредностима
поља у поjединачним вертексима симплекса не даjе допринос очекиваноj вредности опсерва-
бле, већ само мења вредност нормализационе константе N .

74



Чинилац са jаким везама добиjен овим сменама jе облика:

SC[φ] =
∏
σ

[
1

V |α||[ab]|[σ]
δ

(
Ξαab[σ]−

1

V [σ]

(
1

300

∑
ε1,ε2,ε3,ε4,∆∈σ

αα[ε3]z[∆, ε3]W [∆, ε1, ε2]ε1aε2b

+
1

3000

∑
ε1,ε2,ε3,ε4

fβγ
ααβ[ε3]α

γ[ε4]ε1aε2bW [ε1, ε2, ε3, ε4]

))
1

V |A|(D−1)|[ab]|
δ

(
ΘabcA[σ] +

1

6V [σ]

1

3000

∑
ε1,ε2,ε3,ε4∈σ

W [ε1, ε2, ε3, ε4]

(∑
v∈ε1

ϕA[v]z[ε1, v]

+
1

5

∑
v∈σ

ϕB[v]αα[ε1]▷αBA

)
ε2cε3aε4b

)]
. (337)

У случаjу тополошке инвариjанте, постоjи више врста смена коjе треба увести у циљу
свођења делти на облик погодан за интеграциjу. Прву врсту чине смене за поља λ[ab] и λα:

Q[ab][∆] =
1

3

∑
∆̃∈σ

λ[ab][∆̃]W [∆, ∆̃] , Qα[∆] =
1

3

∑
∆̃∈σ

λα[∆̃]W [∆, ∆̃] . (338)

Израз у интеракционом чиниоцу коjи садржи поља λ[ab] и λα jе облика:

1

300

∑
∆̃,ε1,ε2∈σ

λ[∆̃]W [∆̃]εa1ε
b
2 =

1

300

∑
∆̃,∆∈σ

6λ[∆̃]∆abW [∆̃,∆] +
∑

ε1,ε2 /∈∆

λ[∆̃]εa1ε
b
2W [∆̃, ε1, ε2]


=

1

30

∑
∆̃,∆∈σ

λ[∆̃]W [∆̃,∆]∆ab =
1

10

∑
∆∈σ

Q[∆]∆ab . (339)

Допринос додатна четири сабирка коjа долазе од случаjа када две ивице не формираjу троу-
гао се такође може апроксимирати коришћењем лимеса споропроменљивих поља доприносом
осталих сабирака код коjих избор ивица чини троугао. Другу врсту смена чине смене за поља
λ̃A, λA и λ̄A:

QA[τ ] =
1

4

∑
ε∈σ

λA[ε]W [ε, τ ] . (340)

Слично као у претходном случаjу, израз коjи се поjављуjе у интеракционом чиниоцу, а коjи
садржи поља λ̃A, λA и λ̄A jе облика:

1

3000

∑
ε1,ε2,ε3,ε4∈σ

λA[ε1]ε
a
2ε
b
3ε
c
4W [ε1, ε2, ε3, ε4]

=
1

3000

∑
ε1,τ∈σ

λA[ε1]

96W [ε1, τ ]τ
abc +

∑
ε2,ε3,ε4 /∈τ

εa2ε
b
3ε
c
4W [ε1, ε2, ε3, ε4]


=

1

3000

∑
ε1,τ∈σ

λA[ε1]
(
150W [ε1, τ ]τ

abc
)
=

1

5

∑
τ∈σ

QA[τ ]τabc , (341)

Овде jе поново, као у претходном случаjу, допринос преостала 54 сабирка коjи потичу од
избора ивица коjе не чине тетраедар симплекса апроксимиран на основу лимеса споропро-
менљивих поља доприносом осталих сабирака коjи одговараjу тетраедрима.
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Трећу врсту чини скуп смена за поље ω[ab]. Смена се уводи у два корака:

ω[ab][ε] = Ω[ab]e[σ]εe , Aabc[σ] =
1

2
(Ωabc[σ]− Ωacb[σ]) . (342)

Пошто jе смена Ω[ab]e[σ] уведена за цео 4-симплекс, постоjи избор 4 независне ивице ε на основу
коjих се може одредити њена вредност у зависности од ω[ab][ε] и скупа четири независних
ивица εa. Jакобиjан смене jе нетривиjалан и исти као у (211):

dω[ab][ε] = N ′V [σ]|[ab]|dΩ[σ][ab]c , (343)

где нормализациони фактор потиче од чињенице да са десне стране jеднакости постоjи већи
броj независних компонената поља него на левоj. Међутим, како подинтеграна функциjа не
зависи од ових додатних компонената (jер се у изразима поjављуjе само производ Ω[ab]e[σ]εe),
интеграциjа по овим додатним компонентама даjе само додатни нормализациони фактор 1

N ′ .
Jакобиjан друге смене jе константан, а инверзна смена променљивих

ωab[ε] =
(
Aabc[σ]− Abac[σ]− Acab[σ]

)
εc . (344)

Ова смена jе, због jедноставности записа, експлицитно уведена само у делти коjа jе настала
интеграциjом везе за торзиjу, док jе у осталим делтама подразумевано да имплицитно важи.

Тополошка инвариjанта након увођења ових смена постаjе:

TI[F [φ]− λ[φ]] =
∏
σ

[ ∏
∆1∈σ

δ

( ∑
∆2,ε∈σ

αα[ε]z[∆2, ε]W [∆1,∆2]

+
1

10

∑
ε1,ε2∈σ

αβ[ε1]α
γ[ε2]fβγ

αW [∆1, ε1, ε2] + 3Qα[∆1]

)
∏
∆1∈σ

δ

( ∑
∆2,ε∈σ

ω[ab][ε]z[∆2, ε]W [∆1,∆2]

+
1

10

∑
ε1,ε2∈σ

ω[cd][ε1]ω
[ef ][ε2]f[cd][ef ]

[ab]W [∆1, ε1, ε2]− 3Q[ab][∆1]

)
1

V |[ab]|(
|a|
2
−1)[σ]

δ

(
Aabc[σ]−

1

20V [σ]

∑
∆,ε,τ∈σ

εaz[τ,∆]W [ε, τ ]∆efεefbc

+
2πil2p
25

∑
v1,v2∈σ

ψ̄A[v1]γ5γ
dψA[v2]εdbca

)
∏
τ∈σ

δ

(∑
v∈σ

ϕA[v]

(
δBAz[σ, τ ] +

1

20

∑
ε∈σ

W [ε, τ ]αα[ε] ▷α
B
A

)
+ Q̃B[τ ]

)
∏
τ∈σ

δ

(∑
v∈σ

ψ̄B[v]

(
δBAz[σ, τ ] +

1

20

∑
ε∈σ

W [ε, τ ]
(
αα[ε] ▷αA

B + ω[ab][ε] ▷[ab]A
B
))

+ Q̄a[τ ]

)
∏
τ∈σ

δ

((
δABz[σ, τ ] +

1

20

∑
ε∈σ

W [ε, τ ]
(
αα[ε] ▷αB

A + ω[ab][ε] ▷[ab]B
A
))∑

v∈σ

ψB[v]−QA[τ ]

)]
,

(345)
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Интеракциони чинилац након увођења смена постаjе:

INT[λ[φ]−G[φ]] =
∏
σ

exp
−6i

5

∑
∆̃,∆∈σ

CαβQ
α[∆̃]W [∆, ∆̃]Ξβab[σ]∆

ab


exp

 i

80πl2p

∑
∆,∆̃∈σ

ε[ab]cdQ
[ab][∆̃]W [∆, ∆̃]∆cd


exp

(
−i
∑
τ∈σ

Q̃A[τ ]ΘabcA[σ]τ
abc

)

exp

(
−i
5

∑
τ∈σ

Q̄A[τ ]
(
γdψ[v]

)A
εabcdτ

abc

)

exp

(
−i
5

∑
σ∈σ

Q̄A[τ ]
(
γdλ[ε4]

)A
εabcdτ

abc

)

exp

(
−i

36000

∑
ε1,ε2,ε3,ε4∈σ

εabcdε
a
1ε
b
2ε
c
3ε
d
4

(
Λ

8πl2p
+ χv4 − 2χv2

25

∑
v1,v2∈σ

ϕA[v1]ϕ
A[v2]

+
1

125
YABC

∑
v1,v2,v3∈σ

ψ̄A[v1]ψ
B[v2]ϕ

C [v3]

+
χ

625

∑
v1,v2,v3,v4∈σ

ϕA[v1]ϕ
A[v2]ϕB[v3]ϕ

B[v4]

))]
. (346)

Након интеграциjе свих делти, резултуjући сабирци у експоненту одговараjу лимесу споро-
променљивих поља за деjство за Стандардни Модел на триангулациjи у закривљеном про-
стору са додатним сабирком за контактну спин-спин интеракциjу и сабирак коjи одговара
скаларноj кривини, коjи треба посебно анализирати. Таj сабирак jе jеднак:

iSgrav =
i

80πl2p

∑
σ

∑
∆∈σ

Q̃[ab][∆]∆cdεabcd =
i

8πl2p

∑
σ

1

10

∑
∆∈σ

ε[ab]cdQ̃
[ab][∆]∆cd

V [∆]
V [∆] . (347)

Величина Q̃[ab][∆] jе бездимензионална и представља угаони фактор jеднак:

Q̃[ab][∆] =
1

3

∑
ε,∆̃∈σ

ω̃[ab][ε]z[∆̃, ε]W [∆̃,∆] +
1

30

∑
ε1,ε2∈σ

ω[a|c[ε1]ωc
|b][ε2]W [∆1, ε1, ε2] , (348)

где jе

ω̃[ab][ε] =
1

V [σ]

1

20

∑
ε̃,∆,τ∈σ

z[τ,∆]W [ε̃, τ ]∆efεcε̃
q
(
δaq εef

bc − δbqεef ac − δcqεef ab
)
. (349)

Производ функциjа знака у овом изразу намеће захтев да ивица ε̃ и троугао ∆ чине тетраедар
ненулте запремине. (За фиксан избор троугла постоjе два тетраедра коjа jе садрже и сваки
од њих се добиjа тако што се ивица ε̃ може одабрати на три начина.) Због тога допринос суми
даjе само компонента производа тотално антисиметрична по индексима ових елемената, па
се израз поjедностављуjе и постаjе:

ω̃[ab][ε] = − 1

V [σ]

1

10

∑
ε̃,∆,τ∈σ

W [ε̃, τ ]z[τ,∆]∆ef ε̃qεqεef
[ab] = − 3

20

1

V [σ]

∑
τ∈σ

τ efqεqεef
[ab] . (350)

77



Други сабирак у изразу (348) се може сматрати поправком вишег реда, док први сабирак
даjе допринос облика:∑

σ

1

10

∑
∆∈σ

ε[ab]cd∆
cd

A[∆]
A[∆]

1

3

∑
ε,∆̃∈σ

z[∆̃, ε]W [∆̃,∆]
−3
20

1

V [σ]

∑
τ∈σ

τ efqεqεef
[ab]

=
∑
σ

∑
∆∈σ

∆ef

2A[∆]
A[∆]

1

10

∑
ε,∆̃∈σ

z[∆̃, ε]W [∆̃,∆]
1

5

1

V [σ]

∑
τ∈σ

τ efqεq . (351)

Разломак ∆ef

2A[∆]
одговара редукованом тензору Леви-Чивите на троуглу ∆, а производ три

суме даjе диjедарски угао између два тетраедра над троуглом ∆, означен са θ∆,σ. Због тога
jе деjство за гравитационо поље (у апроксимациjи доприноса првог сабирка) облика:

Sgrav ≈
1

8πl2p

∑
σ

∑
∆∈σ

θ∆,σA[∆] =
1

8πl2p

∑
∆

A[∆]
∑
σ∋∆

θ∆,σ =
1

8πl2p

∑
∆

δ∆A[∆] = SR , (352)

где jе δ∆ дефицит угао (сума свих диедарских углова). У колико jе простор раван, са сигна-
туром простора Минковског, дефицит угао jе jеднак нули, док одступање овог угла од нуле
указуjе на присуство ненулте кривине.

Добиjено деjство SR одговара деjству за Реџе гравитациjу коjа описуjе класичну гравита-
циjу на део по део равноj многострукости. То значи да jе у прелиминарноj анализи семикла-
сичног лимеса добиjен резултат за очекивану вредност опсервабле облика:

⟨F (φk)⟩ =
N
Z

∏
v

∫
dϕ[v]dψ[v]dψ̄[v]

∫ ∏
ε

dα[ε]dε |V [σ]|−M F (φk) exp
(
iSR + iS

(M)
ECC

)
, (353)

где jе деjство S(M)
ECC деjство за стандардни модел са додатним сабирком коjи описуjе контактну

спин-спин интеракциjу, а M = 150.
Овиме jе завршена прелиминарна анализа семикласичног лимеса у коjоj су добиjена деj-

ства класичних теориjа у експоненту. Ова анализа указуjе да квантна 3BF теориjа са везама
има добар семикласичан лимес, jер jе за сличне теориjе коjе садрже само деjство за гравита-
ционо поље у овом облику већ показано да имаjу добар семикласичан лимес [58, 59].
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6 Закључак
Конструкциjа реалистичне квантне теориjе гравитациjе и материjе и даље представља

отворен проблем у савременоj теориjскоj физици.
У овом раду jе дат предлог модела обjедињене квантне теориjе заснован на концепту тол-

полошког 3BF деjства са везама коjе даjу физичке степене слободе и математичког поjма
3-групе, коришћеног за опис симетриjе. Први резултат изложен у глави 3 се бавио испитива-
њем симетриjе класичне теориjе задате 3BF деjством са везема, испитивањем механизама за
њено нарушење, било експлицитно, додавањем веза у процесу конструкциjе реалистичне те-
ориjе, или спонтано Хигсовим механизмом. Добиjени резултати су потврдили да jе класична
теориjа добиjена на овакав начин потпуно еквивалентна класичноj теориjи задатоj Стан-
дардним моделом спрегнутим са Аjнштаjн-Картановом гравитациjом. Ова еквиваленциjа jе
успостављена и на нивоу симетриjе целог деjства и на нивоу jедначина кретања.

Потврда ове еквиваленциjе jе значила да jе било могуће приступити испитивању екви-
валенциjе између теориjа на квантном нивоу. Ово питање jе обрађено у следећоj глави 4.
Резултати анализе су потврдили да у извесноj мери постоjи еквиваленциjа између квантне
и класичне теориjе под одређеним условима. Први услов jе да се мере у функционалним
интегралима дефинишу на исти начин и други, да се посматраjу само опсервабле коjе се
могу истовремено дефинисати у обе теориjе. Под тим условима су конструисане везе (226)
између парова опсервабли са истом очекиваном вредношћу у квантноj 3BF теориjи са веза-
ма и квантноj Аjнштаjн-Картановоj контактноj теориjи спрегнутоj са Стандардним Моделом
(ЕСС). Осим ове везе, дефинициjа теориjе садржи чланове у деjству коjи намећу нулте гра-
ничне услове на поља тетраде, Хигсова и Диракова поља. Ови гранични услови се могу
променити додавањем одговараjућих површинских чланова у деjству, али jе сама анализа
тог поступка изван предмета истраживања изложеног овде. На краjу, дати су илустративни
примери на коjима се концептуално може тестирати разлика у предвиђањима ове две квантне
теориjе у конкретном експерименту.

Коначно, након успостављања везе између две квантне теориjе, последња глава 5 се ба-
ви конструкциjом квантне 3BF теориjе и прелиминарном анализом њеног семикласичног
лимеса. Конструкциjа квантне теориjе jе извршена триангулациjом многострукости и поста-
вљањем jедначине за очекивану вредност произвољне опсервабле на таквоj део-по-део равноj
многострукости. Главни резултат главе представља сама дефинициjа квантне теориjе (329)
jер се комбиновањем ове дефинициjе и везе (226) може репродуковати дефинициjа квантне
Аjнштаjн-Картанове теориjе спрегнуте са Стандардним Моделом на триангулациjи. Испити-
вање семикласичног лимеса jе спроведено применом апроксимациjе споропроменљивих поља
над дефинициjом очекиване вредности произвољне опсервабле, чиме jе добиjено деjство кла-
сичне теориjе у експоненту. На таj начин jе резултат сведен на претходно проверене моделе
са добрим семикласичним лимесом и оправдана jе исправност конструкциjе квантне теориjе
(329). Међутим, за праву анализу семикласичног лимеса ове теориjе, потребно jе одредити
одговараjуће ефективно деjство и испитати његов лимес према (333), што jе ван предмета
овог истраживања.
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А Додаци

А.1 Доказ Теореме 1

Доказ. Особина G-инвариjантности билинеарне форме ⟨_ ,_⟩h jе дефинисана као

⟨g ▷ h1, g ▷ h2⟩h = ⟨h1, h2⟩h , (354)

за свако g ∈ G и свако h1, h2 ∈ h. Записивањем компонената g, h1 и h2 у одговараjућем базису,
jедноставно jе уочити да се лева страна jедначине може записати као:

⟨g ▷ h1, g ▷ h2⟩h = ha1h
c
2

[
gac + gα

(
▷αc

dgad + ▷αa
dgdc

)]
+O(g2) . (355)

Изjедначавањем са десном страном, очигледно jе да се десна страна поништава са првим
сабирком у загради. Затим се применом особине симетричности билинеарне форме остатак
израза у загради своди на:

▷αca + ▷αac = 0 , (356)

како jе и тврђено у теореми. Антисиметричност преостала два деjства ▷αβγ и ▷αAB се доказуjе
аналогно.

Додатно, недегенерисаност билинеарне форме gab имплицира да постоjи њен инверз, озна-
чен са gab. Затим, контракциjом (356) са gac добиjа се базис-независан исказ да jе деjство ▷
бестражно

▷αa
a = 0. (357)

Поред тога, може се изабрати базис у Лиjевоj алгебри h такав да билинеарна форма gab, па
самим тим и њен инверз, диjагонална. На основу идентитета

▷αa
b = ▷αacg

cb (358)

се може закључити да, у овом конкретном базису, ▷αab мора да буде пропорционално ▷αab jер
jе gcb = 0 за c ̸= b. Због тога, пошто jе ▷αab антисиметричан према (356), мора бити jеднак
нули за a = b, што даље имплицира да jе ▷αab такође нула у том случаjу. Другим речима, ▷αab
има нулте елементе на диjагонали у односу на други и трећи индекс у овом базису, као што jе
и тврђено теоремом. Исте особине се за остала два деjства ▷αβγ и ▷αAB доказуjу аналогно.

А.2 Произвољност κ-билинеарне форме

У одељку 3.2.4 jе уведена билинеарна форма καβ у (167) као и нове променљиве (171) коjе
задовољаваjу листу идентитета (172). Да би била обезбеђена jедан на jедан веза између старих
и нових променљивих, у овим идентитетима jе потребно да броj независних променљивих са
леве и десне стране jеднакости буде исти. Штавише, ни jедна од ових променћивих (171) не
сме бити експлицитно помножена нулом током конструкциjе идентитета (172). Ови захтеви
имаjу нетривиjалне последице на произвољност избора билинеарне форме καβ. На пример,
први идентитет са листе (172) jе

θα ∧ ρα = λĀ ∧ γĀ. (359)

Из дефинициjе променљиве ρα у (171), може се закључити да деjство проjектора (168) не
мења ρα

ρα = Pα
βρβ. (360)
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Ово имплицира да оваj проjектор не мења леву страну идентитета (359) па важи:

θα ∧ ρα = θα ∧ Pαβρβ. (361)

Коришћењем захтева да ни jедна променљива не сме да буде помножена нулом у току кон-
струкциjе идентитета (359), закључуjе се да деjство проjектора мора да чува све променљиве
θα. Даљим коришћењем дефинициjе променљивих θα добиjа се нетривиjални услов на били-
неарну форму καβ:

θα = θβPβ
α ⇒ −2καγ ▷γ HĀλĀ ≡ −2καγPγδ ▷δ HĀλĀ = −2PβακβγPγδ ▷δ HĀλĀ , (362)

коjи захваљуjући произвољности поља λĀ имплицира да важи

καγPγ
δ = Pβ

ακβγPγ
δ . (363)

Пошто jе καβ симетрична билинеарна форма, транспоновањем (363) се добиjа да проjектор и
καβ комутираjу

καγPγ
δ = Pγ

ακγδ . (364)

Сада се оваj услов може искористити тако да се редукуjе произвољност билинеарне форме
καβ. Комбиновањем (169) и (364) се добиjа

Pγ
αAγδ

[
δβδ − Pδ

β
]
=
[
δαγ − Pγα

]
AγδPδ

β , (365)

коjи jе задовољен само ако

Aαδ
[
δβδ − Pδ

β
]
=
[
δαγ − Pγα

]
Aγβ =

[
δαγ − Pγα

]
Aγδ
[
δβδ − Pδ

β
]
. (366)

Будући да jе димензиjа подпростора ортогоналног проjектора jеднака jедан, произвољност
билинеарне форме καβ jе редукована на jедан слободан параметар, а облик ове произвољности
jе дат у (173):

καβ → καβ +
[
δαγ − Pγα

]
Aγδ
[
δβδ − Pδ

β
]
. (367)

Произвољност овог параметра гарантуjе постоjање инвертибилне билинеарне форме κ−1αβ , коjа
такође комутира са проjектором, што jе последица (364).

Сада треба испитати утицаj ове произвољности на деjство (174). Коришћењем чињенице
да инверзна билинеарна форма делуjе на променљиве (171) у (174) и да су променљиве (171)
непромењене при деjству проjектора, деjство (174) и матрица квадрата маса (176) зависе само
од проjекциjе инверзне билинеарне форме κ−1αβPγ

β. Произвољност инверза билинеарне форме
κ−1αβ се може изразити као Теjлоров ред по произвољноj билинеарноj форми Aγδ као

κ−1αβ → κ−1αγ

∞∑
n=0

[
(−1)n

(
[δ − P ]A [δ − P ]κ−1

)n]γ
β , (368)

одакле се може уочити да проjекциjа инверзне билинеарне форме не зависи од избора прои-
звољне билинеарне форме Aγδ. Ово даље имплицира да су деjство (174) и матрица квадрата
маса (176) jеднозначно дефинисани.
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А.3 Докази идентитета коjи садрже Диракову делту

Докази идентитета коjи садрже Диракову делту над реалним и Грасмановим пољима се
могу извести праволиниjским рачуном:

• идентитет (199):∫
DφDϕk δ

(
φaBFB

A(ϕk)−GaA(ϕk)
)
H(φ, ϕk)

=

∫
D
(
φaBFB

A(ϕk)
)
Dϕk

∣∣∣∣∣∣
δ(φF (ϕk)F

−1(ϕk))
aA

δϕn

δϕm
δϕn

δ(φF (ϕk)F
−1(ϕk))

aA

δ(φF (ϕk))
bB 0

∣∣∣∣∣∣ δ (φaBFBA(ϕk)−GaA(ϕk)
)
H(φ, ϕk)

=

∫
Dφ̂Dϕk

∣∣δabF−1BA(ϕk)∣∣ δ (φ̂aA −GaA(ϕk)
)
H
(
φ̂aBF−1B

A(ϕk), ϕk
)

=

∫
Dϕk

1

|F (ϕk)||a|
H
(
GaB(ϕk)F

−1
B
A(ϕk), ϕk

)
, (369)

• идентитет (201):∫
Gn

dθ1dθ2dθ3...dθne
iθ1(θ2−θ3−...−θk)F (θ2, θ3, ... , θn)

=

∫
Gn

dθ1dθ2dθ3...dθn (1 + iθ1 (θ2 − θ3 − ...− θk))

× (θ3...θkf01...1(θk+1, ... , θn) + ...+ θ2...θk−1f1...10(θk+1, ... , θn))

= i

∫
Gn

dθ1dθ2dθ3...dθn θ1θ2θ3...θk (f01...1(θk+1, ... , θn)

+...+ (−1)lf11...10l1...1(θk+1, ... , θn)
)

= −i
∫
Gn

dθ3...dθndθ2dθ1 θ1θ2θ3...θk (f01...1(θk+1, ... , θn)

+...+ (−1)lf11...10l1...1(θk+1, ... , θn)
)

= −i
∫
Gn−2

dθ3...dθn θ3...θk
(
f01...1(θk+1, ... , θn) + ...+ (−1)lf11...10l1...1(θk+1, ... , θn)

)
= −i

∫
Gn−2

dθ3...dθn F (θ3 + ...+ θk, θ3, ... , θn)

= −i
∫
Gn−1

dθ3...dθndθ2 δ(θ2 − θ3 − ...− θk)F (θ2, θ3, ... , θn)

= (−1)n−1i
∫
Gn−1

dθ2...dθn δ(θ2 − θ3 − ...− θk)F (θ2, θ3, ... , θn) , (370)
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• идентитет (202):∫
Rm

dmy

∫
Rm

dmx

∫
Gk

dθ1dθ2...dθk

∫
Gn−k

dθk+1...dθn e
iya(xa−Maijθiθj)F (x, θ1, ... , θn)

=

∫
Rm

dmy

∫
Rm

dmx

∫
Gk

dθ1dθ2...dθk

∫
Gn−k

dθk+1...dθn e
iyaxa

×
+∞∑
b=0

1

b!

(
−iyaMaijθiθj

)b
F (x, θ1, ... , θn)

=

∫
Rm

dmy

∫
Rm

dmx

∫
Gk

dθ1dθ2...dθk

∫
Gn−k

dθk+1...dθn e
iyaxa

×
+∞∑
b=0

1

b!

(
Maijθiθj

∂

∂xa

)b
F (x, θ1, ... , θn)

= (2π)m
∫
Rm

dmx

∫
Gk

dθ1dθ2...dθk

∫
Gn−k

dθk+1...dθn

m∏
a=1

δ(xa)

×
+∞∑
b=0

1

b!

(
Maijθiθj

∂

∂xa

)b
F (x, θ1, ... , θn)

= (2π)m
∫
Gk

dθ1dθ2...dθk

∫
Gn−k

dθk+1...dθn

+∞∑
b=0

1

b!

(
Maijθiθj

∂

∂xa

)b
F (x, θ1, ... , θn)

∣∣∣
x=0

= (2π)m
∫
Gk

dθ1dθ2...dθk

∫
Gn−k

dθk+1...dθn F
(
Maijθiθj, θ1, ... , θn

)
= (2π)m

∫
Rm

dmx

∫
Gk

dθ1dθ2...dθk

∫
Gn−k

dθk+1...dθn

m∏
a=1

δ
(
xa −Maijθiθj

)
F (x, θ1, ... , θn) .

(371)
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the Poincaré 2-group”, Class. Quant. Grav. 33, 065007 (2016), arxiv:1508.05635.

85
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