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Rezime

U ovoj tezi je predstavljena kategorijska generalizacija BF' teorije na 2BF i 3BF' teorije,
prelaskom sa pojma gejdz grupe simetrija na pojmove gejdz 2-grupe i gejdz 3-grupe, u okviru
formalizma vise gejdz teorije. Razmatrana su 2BF dejstva sa vezama koja opisuju teoriju gra-
vitacije i Jang-Milsovog polja i 3BF dejstva sa vezama koja opisuju teoriju Klajn-Gordonovog,
Dirakovog, Vajlovog i Majorana polja kuplovanog sa Ajnstajn-Kartanovom gravitacijom. Ova
klasi¢na dejstva napisana su u obliku koji je prilagoden kvantizacionoj proceduri spinske pene,
tj. prirodno su podeljena na dva sektora: topoloski sektor i sektor sa vezama. U okviru ovih
3BF teorija, struktura 3-grupe dovodi do pojave nove gejdz grupe koja odreduje spektar polja
materije prisutne u teoriji, na slican nac¢in kao sto obi¢na gejdz grupa odreduje spektar gejdz bo-
zona u Jang-Milsovoj teoriji. Ovakva formulacija polja materije i gravitacije nam omogucava da
prepisemo ceo Standardni Model kuplovan sa gravitacijom kao 3BF' dejstvo sa vezama i dovodi
nas korak blize konstruisanju unifikovanog opisa i neperturbativne kvantizacije polja gravitacije
i materije. U nastavku je odredena kompletna gejdz grupa simetrije topoloskog 3BF" dejstva
sprovodenjem kompletne Hamiltonove analize 3BF' dejstva za proizvoljnu semistriktnu Lijevu
3-grupu, koristec¢i Dirakovu proceduru. Odredivanje ukupne grupe simetrija je vazan korak u
kanonskoj kvantizaciji teorije kompletnog Standardnog Modela elementarnih ¢estica kuplovanog
sa Ajnstajn-Kartanovom gravitacijom, formulisanog kao 3BF' dejstvo sa vezama. Rezultujuca
gejdz grupa simetrije se sastoji od pet vrsta transformacija: G-, H-, L-, M- i N-gejdz transfo-
rmacija. Pokazuje se da je razmatrana teorija invarijantna na difeomorfizme, jer je 3BF dejstvo
sa vezama manifestno kovarijantno, a grupa lokalnih translacija dobijena je kao podgrupa di-
rektnog proizvoda ukupne gejdz simetrije i Eno-Tajtelboim transformacija. Kao vazan korak u
kovarijantnoj kvantizacionoj proceduri spinske pene, razmatrana je topoloska suma po stanjima
7, konstruisana za klasicno 3BF' dejstvo za generalnu 3-grupu i 4-dimenzionalnu prostorvre-
mensku mnogostrukost M,. Konstruisana suma po stanjima specijalan je slu¢aj Porterove
topoloske kvantne teorije polja za d = 4 i n = 3 i topoloska je invarijanta 4-dimenzionalne
mnogostrukosti, §to je utvrdeno ispitivanjem njene invarijantnosti pri Pahnerovim potezima.
Ova suma po stanjima je generalizacija sume po stanjima koju su formulisali Zireli, Pfajfer i
Popesku za slucaj 2BF' dejstva sa odgovaraju¢om strukturom 2-grupe.

Klju¢ne reci: BF teorija, teorija kategorija, vise gradijentne teorije, 3BF teorija.
Naucna oblast: Fizika

UzZa naucna oblast: Teorijska fizika visokih energija

UDK broj:
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Abstract

In this thesis we study the categorical generalizations of a BF' theory to 2BF and 3BF
theories, by passing from the notion of a gauge group to the notions of a gauge 2-group and a
gauge 3-group in the framework of higher gauge theory. In particular, we construct the con-
strained 2B F actions describing the dynamics of the gravitational and the Yang-Mills fields,
and the the constrained 3BF' actions describing the dynamics of Klein-Gordon, Dirac, Weyl
and Majorana fields coupled to Einstein-Cartan gravity. The action is naturally split into a
topological sector and a sector with simplicity constraints, adapted to the spinfoam quantiza-
tion program. In addition, the structure of the 3-group gives rise to a novel gauge group which
specifies the spectrum of matter fields present in the theory, just like the ordinary gauge group
specifies the spectrum of gauge bosons in Yang-Mills theory. This allows us to rewrite the whole
Standard Model coupled to gravity as a constrained 3BF' action, facilitating the nonperturba-
tive quantization of both gravity and matter fields. We determine the full gauge symmetry of
the 3BF action by carrying out the complete Hamiltonian analysis of the 3BF action for an
arbitrary semistrict Lie 3-group, using the Dirac procedure. This analysis is an important step
in the canonical quantization of the complete Standard Model of elementary particles coupled
to Einstein-Cartan gravity, formulated as a 3BF' action with suitable simplicity constraints.
We show that the resulting gauge symmetry group consists of the already familiar G-, H-, and
L-gauge transformations, as well as additional M- and N-gauge transformations, which have
not been discussed in the existing literature. As expected, since the 3BF action is formulated
in a manifestly covariant way, we establish that diffeomorphisms are a symmetry of the theory,
and are obtained as a subgroup of the direct product of the full gauge symmetry group and
the Henneaux-Teitelboim transformations. As an important step in the covariant spinfoam
quantization of the theory, we construct a triangulation independent topological state sum Z,
based on the classical 3B F action for a general 3-group and a 4-dimensional spacetime manifold
My,. The obtained state sum coincides with Porter’s TQFT for d = 4 and n = 3. In order to
verify that the constructed state sum is a topological invariant of the underlying 4-dimensional
manifold, we analyze its behavior under Pachner moves, and we obtain that the state sum Z
remains the same. The constructed state sum is a generalization of the work done by Girelli,
Pfeiffer, and Popescu for the case of state sum based on the topological 2BF" action with the
underlying 2-group structure.

Key words: BF theory, category theory, higher gauge theory, 3BF' theory.
Scientific field: Physics

Research area: Theoretical high energy physics

UDC number:
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Glava 1

Uvod

U okviru teorije Kvantne Gravitacije na Petljama, moguée je proucavati neperturbativnu kva-
ntizaciju gravitacije, kovarijantnim ili kanonskim pristupom (za detaljan uvod u pristupe kva-
ntovanja gravitacije u okviru ove teorije pogledati [1|-[1]). Kovarijantni pristup ima za primarni
cilj definisanje konfiguracionog integrala gravitacionog polja,

Z:/Dg etldl | (1.1)

razmatranjem triangulacije 7 (M p) prostorvremenske mnogostrukosti Mp i definisanjem inte-
grala kao diskretizovane sume po stanjima konfiguracija gravitacionog polja na simpleksima koji
¢ine triangulaciju. Suma po stanjima triangulacije 7 (M p) mnogostrukosti Mp u D dimenzija

je definisana kao
Z=> T A ]AW@) - I] A (1.2)

{¢} veT ecT op€eT

gde su proizvodi po svim verteksima v, ivicama €, trouglovima A, tetraedrima 7, sve do D-
simpleksa op koje triangulacija sadrzi. Svaka ova ¢elija obojena je bojama ¢ koje opisuju fu-
ndamentalne varijable modela, a svakoj ¢eliji dodeljena je amplituda A koja opisuje dinamiku
varijabli ¢. Na ovaj na¢in mozemo definisati konfiguracioni integral (1.1). Primetimo da ampli-
tude A,(¢), Ac(d), ..., A, (¢) delom ulaze u definiciju mere konfiguracionog integrala, delom
u definiciju dejstva S[¢].

Ova tehnika kvantizacije je poznata kao kvantizacioni metod spinske pene. U okviru forma-
lizma spinskih pena', a zatim i njegove generalizacije u formalizmu teorije kategorija — spin-kub
modela®, podrazumeva se kovarijantni pristup kvantovanju gravitacije u kom se konfiguracioni
integral definiSe na isti na¢in na koji je to uradeno u Fajnmanovoj definiciji integrala po puta-
njama, a motivisan je kanonskom kvantizacijom na petljama. Ovaj pristup se moze podeliti na
tri glavna koraka.

1. Prvo, definige se klasi¢no dejstvo S[g] koje ¢ine dva sektora: sektor topoloske BF teorije
i sektor koji sadrzi veze.

2. Zatim, koristeé¢i algebarsku strukturu, tj. Lijevu grupu G koja odgovara topoloskom
sektoru teorije, definiSe se suma po stanjima Zppr nezavisna od triangulacije 7 (My).

3. Najzad, nametanjem veza na topolosku sumu po stanjima Zgp dobija se suma po stanjima
koja odgovara pravoj fizickoj teoriji.

leng. spin foam model.
2eng. spin cube model.
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Ovaj metod kvantovanja gravitacije uspesno je primenjen za razlic¢ite izbore dejstva S|g|, Lijeve
grupe (G, kao i dimenzije prostorvremenske mnogostrukosti D.

Topoloska BF teorija definiSe se zadavanjem gejdz invarijantnog BF' dejstva koje je defini-
sano za Lijevu grupu G, odnosno njenu odgovarajucu Lijevu algebru g:

SBF:/M4<BAf>g. (1.3)

Ovde je F = da+aAa 2-forma element algebre g, krivina za 1-formu koneksiju o € A'(My, g),
definisanu na glavnom G-raslojenju neke 4-dimenzionalne prostorvremenske mmnogostrukosti
M. Lagranzev mnozitelj B € A*(My,g) je 2-forma, dok (_, ), oznafava G-invarijantnu
bilinearnu simetri¢nu nedegenerisanu formu.

Kratak pregled klasicne BF' teorije bi¢e prikazan u poglavlju 4. Sproves¢emo kompletnu
Hamiltonovu analizu topoloskog BF' dejstva, a zatim ¢emo prebrojati stepene slobode u teoriji.
Kao $to i o¢ekujemo, dobi¢emo da BF' dejstvo opisuje teoriju bez lokalnih propagirajucih ste-
peni slobode. Kastelanijevom procedurom bice izrac¢unat generator gejdz simetrije u BF' teoriji,
a zatim ¢emo izrac¢unati varijacije formi za sve varijable u teoriji i njihove konjugovane impulse.
Na osnovu ovih rezultata, dobi¢emo dva tipa gejdz transformacija simetrije u BF' teoriji —
G-gejdz i M-gejdz transformacije, koje su ve¢ poznate u literaturi, kao i komutacione relacije
ukupne grupe gejdz simetrije BF dejstva, grupe Ggr. Demonstrira¢emo da je BE teorija invari-
jantna na difeomorfizme. Zatim, razmatra¢emo dva za fiziku relevantna BF modela, dobijena
dodavanjem odgovaraju¢ih ¢lanova, veza, u BF dejstvo — Jang-Milsovu teoriju za SU(N)
grupu u prostoru Minkovskog i Plebanski model za OpsStu relativnost.

U okviru formalizma BF teorije, trodimenzionalna kvantna gravitacija prvi put je definisana
u Ponzano-RedZe modelu za triangulaciju trodimenzionalne mnogostrukosti za grupu SU(2)
[5]. Svakoj ivici triangulacije dodeljena je jedna ireducibilna reprezentacija grupe SU(2), pa
su amplitude sumirane po svim moguéim konfiguracijama ovih spinova. U 4-dimenzionalnom
sluc¢aju definisani su raznovrsni modeli, od kojih su jedni od najpoznatijih Baret-Krejn model
[6], [7] 1 Oguri model [3]. Najzad, najsofisticiraniji - tzv. EPRL/FK model je model 4D kvantne
gravitacije koji su nezavisno razvili Dz. Engl, R. Pereira, E. Livajn i K. Roveli [9] i L. Fridel i K.
Krasnov [10], u okviru formalizma spinskih pena. Konkretan izbor polja u EPRL/F K modelu
motivisan je rezultatom iz kanonske kvantizacije na petljama [1], gde je stanje gravitacionog
polja opisano tzv. spinskim mreZama, koje su obojene polucelim brojevima i,j € N/2. Ovi
modeli predstavljaju nezavisne pokusaje da se definiSe kvantna teorija gravitacije sa razli¢itim
stepenima uspeha, pri ¢emu su svi fokusirani na definisanje teorije Ciste gravitacije bez materije.
Pokusaji da se u teoriju uklju¢i materija imali su ograni¢enog uspeha [I11], uglavnom zbog
¢injenice da maseni ¢lanovi ne mogu biti izrazeni u okviru ove teorije. Razlog lezi u tome $to
polja tetrada nisu prisutna u topoloskom sektoru BF' teorije.

Kovarijantno kvantovanje gravitacije u okviru BF’ teorija, odnosno konstrukcija topoloske
BF sume po stanjima u slu¢ajevima trodimenzionalne i ¢etvorodimenzionalne mnogostrukosti
uobic¢ajenom kvantizacionom procedurom spinske pene, bi¢e razmatrani u poglavlju 7. U trodi-
menzionalnom slucaju, polazeé¢i od topoloske BF' teorije konstruisa¢emo sumu po stanjima
koja opisuje Ponzano-RedZe model, sto je posledica ¢injenice da na klasi¢nom nivou teorija
trodimenzionalne gravitacije nema lokalne propagirajuce stepene slobode. Zatim, u ¢etvorodi-
menzionalnom sluc¢aju konstruisaéemo BF' topologku sumu po stanjima koja odgovara Ouguri
modelu. Medutim, u realnom slucaju ¢etvorodimenzionalne prostorvremenske mnogostrukosti,
situacija je komplikovanija. Naime, u 4D teorija gravitacije nije topoloska teorija, pa dobi-
jena suma po stanjima ne odgovara fizickoj teoriji, a kvantna teorija gravitacije moze se dobiti
tek modifikacijom amplituda topoloske sume po stanjima. Ipak, poslednjim, treé¢im korakom
kvantizacione procedure spinske pene se ne¢emo baviti u okviru ove disertacije.

U cilju prevazilazenja problema sa kuplovanjem materije u BF' modelima kvantne gravi-
tacije, u okviru formalizma teorije kategorija razvija se nov pristup koji koristi kategorijsku



generalizaciju BF dejstva, u kontekstu wisih gejdz teorija [12]. Kratak uvod u formalizam
teorije visih kategorija dat je u poglavlju 2. U teoriji kategorija, grupa se definiSe kao ka-
tegorija sa samo jednim objektom gde su svi morfizmi invertibilni. Pojam kategorije moze se
generalizovati na takozvane vise kategorije, koje osim objekata i morfizama, kao elemente imaju
i 2-morfizme (morfizme izmedu morfizama) itd. Tada je moguce definisati tzv. 2-grupu kao 2-
kategoriju sa samo jednim objektom gde su svi morfizmi i 2-morfizmi invertibilni. Konkretno,
koristi se ideja kategorigskih lestvica, videti Tabelu 1.1. Kategorijskom generalizacijom BF
dejstva, koje je definisano za neku Lijevu grupu, dolazimo do 2BF dejstva, koje je definisano
za odredenu 2-grupu. Pokazano je da je svaka striktna 2-grupa ekvivalentna nekom ukrstenom

modulu (H 2, G ,r>), gde su G i H Lijeve grupe, 0 : H — G homomorfizam iz H u G, dok je
> : G x H— H dejstvo grupe G na grupu H.

kategorijska algebarska linearna topolosko stepeni
struktura struktura struktura dejstvo slobode
Lijeva grupa Lijeva grupa Lijeva algebra BF teorija gejdz polja

Lijev ukrsteni | diferencijalni Lijev

Lijeva 2-grupa modul ukrsteni modul

2BF teorija tetrade

Lijev 2-ukrsteni | diferencijalni Lijev - skalarna i
modul 9-ukréteni modul | SBI teorija

Lijeva 3-grupa fermionska polja

Tabela 1.1: Kategorijske lestvice.

Kao sto je to slucaj kod Lijeve grupe G za koju se prirodno definise koneksija o na glavnom
G-raslojenju neke 4-dimenzionalne prostorvremenske mnogostrukosti My, a zatim i BF' dejstvo,
struktura 2-grupe prirodno daje uredeni par 2-koneksiju (a,3). Ovde je a € A'(My,g)
uobic¢ajna 1-forma element algebre g, 8 € A*(M,,h) nova koneksija 2-forma element algebre
b, gde je b je Lijeva algebra za Lijevu grupu H. Za 2-koneksiju definise se tzv. laZna 2-krivina,
urdeni par (F,G), na sledeé¢i nacin [12]:

F=da+aha—08, G=dB+aA” . (1.4)

Ovde a A" § oznacava da su varijable a1 § pomnozene kao forme A-proizvodom i istovremeno
kao elementi algebre dejstvom > algebre g na algebru h. Uredeni par krivina (F,G) se naziva
laznom zbog prisustva ¢lana 08 u definiciji F, videti poglavlje 5 za detalje.

Koristedi ove varijable, moze se definisati 2B F dejstvo, koje je gejdz invarijantno pri 2-gejdz
transformacijama [13], [11],

SQBF:/ (BAF)g+(C NGy, (1.5)
My

gde su 2-forma B € A*(My,g) i 1-forma C € A'(M,,h) LagranZevi mnozitelji. Takode,
(_, _)gi{_,_)yredom oznacavaju G-invarijantnu bilinearnu simeti¢nu nedegenerisanu formu
za algebre g i b.

Kada se izabere na pogodan nacin, struktura 2-grupe uvodi tetradna polja u topolosko
2BF dejstvo, kao $to je to uspesno uradeno u [15]. U ovom radu, dejstvo za Opstu relativnost
napisano je kao 2BF' dejstvo za vezama za odredeni izbor 2-grupe, tako da su polja tetrade
prisutna u topoloskom sektoru teorije. Ovaj rezultat otvorio je moguénost kuplovanja materije
sa gravitacijom na pravolinijski nacin.

U poglavlju 5 ¢emo analizirati klasiénu 2B F teoriju. Sli¢no kao i za BF' dejstvo, Hami-
ltonovom analizom i prebrojavanjem stepeni slobode ¢emo pokazati da je 2B F dejstvo takode
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topolosko, tj. da opisuje teoriju bez lokalnih propagiraju¢ih stepeni slobode. Dobi¢emo kako
glase konacne transformacije simetrije za 2BF' dejstvo: G-gejdz, H-gejdz, M-gejdz i N-gejdz
transformacija i komutacione relacije ukupne gejdz grupe simetrija Gogp. Pokazacemo difeo-
morfizam invarijantnost 2BF' teorije. Zatim, pogodnim izborom 2-grupe prikaza¢emo Opstu
relativnost kao 2BF teoriju sa vezama kao $to je to u¢injeno u [15]. Na kraju, poslednji odeljak
poglavlja 5 bice posvecen diskusiji Ajnstajn-Jang-Milsove teorije, odnosno teoriji gravitacije i
gejdz polja formulisanoj kao 2BF teorija sa vezama [10].

U poglavlju 8 ¢emo sprovesti drugi korak kovarijantne kvantizacione procedure spinske pene
za 2BF teoriju [13]. Demonstrira¢emo kako se konstruiSe suma po stanjima Z koja je nezavisna
od triangulacije, na osnovu klasicnog 2B F' dejstva za opstu striktnu 2-grupu i bilo koju triangu-
laciju bilo koje glatke d-dimenzionalne prostorvremenske mnogostrukosti, za slucaje d € {3,4}.
Za d = 3, kontruisana suma po stanjima je upravo Jeterov model, dok se za d = 4 poklapa sa
Porterovom TKTP za d = 4 i n = 2. Analizira¢emo ponasanje konstruisane sume po stanji-
ma pri Pahnerovim potezima, lokalnim promenama triangulacije koje ¢uvaju topologiju, tako
da su bilo koje dve triangulacije iste mnogostrukosti povezane kona¢nim brojem Pahnerovih
poteza. U trodimenzionalnom sluc¢aju postoje cetiri Pahnerova poteza — potezi 1 <> 412 <> 3
i njihovi inverzi, dok u 4 dimenzije postoji pet razli¢itih Pahnerovih poteza — potezi 3 > 3,
4 <+ 215 <> 11njihovi inverzi. Postavku analize ponasanja konstruisane sume po stanjima pri
ovim Pahnerovim potezima predstavicemo u odeljku 8.3, dok su detalji racuna dati u Dodatku
E.1. Dobiéemo da 2BF suma po stanjima ostaje nepromenjena pri ovim transformacijama
triangulacije, sto dokazuje da je to jedna topoloska invarijanta mnogostrukosti.

Ipak, dok struktura 2-grupe moze prirodno da opise gravitaciono i vektorsko polje, polja ma-
terije ne mogu biti prirodno izrazena u okviru algebarske strukture 2-grupe, tj. sektor materije
u dejstvu ne moze biti napisan kao topoloski ¢lan plus veza. To ¢ini ovako napisano dejstvo
tek poloviéno pripremljenim za kvantizacionu proceduru spinske pene, pa drugi i treéi korak
kvantizacione procedure ne mogu biti sprovedeni za celokupnu teoriju gravitacije i materije.
Upravo to je problem na koji ¢emo se fokusirati u okviru ove doktorske disertacije.

U cilju konstruisanja unifikovanog opisa gravitacije i materije, predlozen je jo$ jedan korak
generalizacije primenom kategorijskih lestvica, tj. generalizacija algebarske strukture sa 2-grupe
na 3-grupu [16]. Nivoi kategorijskih lestvica su prikazani u Tabeli 1.1. Kako se ispostavlja,
struktura 3-grupe uspesno daje opis svih polja prisutnih u Standardnom Modelu, u interakciji
sa gravitacijom. Pored toga, ova struktura uvodi novu gejdz grupu, koja odgovara skalarnim
i fermionskim poljima prisutnim u teoriji [16]. Ovo je nov i neocekivan rezultat, koji ima
potencijal da otvori novi pravac istrazivanja i ponudi objasnjenje za strukturu sektora materije
prisutne u Standardnom Modelu, kao i izvan.

Struktura 3-grupe definiSe se u okviru teorije kategorija kao 3-kategorija sa samo jednim
objektom gde su svi morfizmi, 2-morfizmi i 3-morfizmi invertibilni. Sli¢no kao $to je striktna
2-grupa ekvivalentna ukrstenom modulu, pokazano je da je svaka semistriktna 3-grupa ekviva-
lentna nekom 2-ukrstenom modulu [17]. Lijev 2-ukrsteni modul (L S HSG >, {_, _}ot)
je algebarska struktura zadata trima Lijevim grupama G, H i L, zajedno sa homomorfizmima
0 : L — Hiod: H — G, dejstvom > grupe G na sve tri grupe, kao i G-ekvivarijantnim
preslikavanjem

{_, Jpe:HxH—L,

koje se naziva Pajferovo podizanje.

Analogno konstrukciji BF' i 2BF topoloskog dejstva, moze se definisati topolosko 3BF
dejstvo za mnogostrukost M, i 2-ukrSteni modul (L S HS G,>,{_,_}u). Za Lijeve
algebre g, b i [ asocirane sa Lijevim grupama G, H i L, prirodno se uvodi uredena trojka 3-
koneksija (o, B,7), gde su diferencijalne forme elementi algebri o € A*(My, g), B € A*(My, h)



ive A3(My,1). Odgovarajuca lazna 3-krivina (F,G ,H) je:
F=da+aNa—098, G=dB8+aA” B3 —dv, H=dy+aAN"y+{BAB}. (1.6)

Videti [17], [18] za detalje. Sada, moguce je definisati 3BF' dejstvo:
sgBFz/ (BAFg+(CAGy+ (D AH), (1.7)
My

gdesu B € A*(My,g), C € A'(My,h) i D € A°(M,, 1) Lagranzevi mnozitelji. Forme (_, ),
(_s _)y1(_, _) suG-invarijantne bilinearne simetri¢ne nedegenerisane forme na g, b i [, redom.

Za teoriju gravitacije i materije formulisanu kao 3BF' dejstvo sa vezama za odredenu 3-
grupu potrebno je sprovesti kovarijantnu kvantizacionu proceduru i kanonsku kvantizacionu
proceduru, pri ¢emu ¢emo se mi za sada fokusirati na prve korake.

Kanonska kvantizaciona procedura. Prvi korak ka kanonskoj kvatizaciji teorije je
Hamiltonova analiza, koja rezultira algebrom veza prve klase i veza druge klase prisutnih u
teoriji. Veze prve klase postaju uslovi na fizicka stanja koja odreduju Hilbertov prostor, dok
Hamiltonova veza odreduje dinamiku. Sa tim ciljem, u prvom koraku kanonske kvantizacije
3BF teorije, fokusirali smo se na pronalazenje kompletne gejdz grupe simetrije topoloskog 3B F
dejstva [19]. Kompletna Hamiltonova analiza 3BF dejstva za opStu semistriktnu Lijevu 3-grupu
koris¢enjem Dirakove procedure bi¢e prikazana u poglavlju 6. Ovaj postupak je generalizacija
Hamiltonove analize 2BF dejstva izvedene u [20]-[23] i Hamiltonove analize za poseban slucaj
2-ukrstenog modula koja odgovara teoriji skalarne elektrodinamike, sprovedene u [21]. Analiza
Hamiltonove strukture teorije daje nam algebru veza prve klase i veza druge klase prisutnih
u teoriji. Kao i obi¢no, veze prve klase generisu gejdz transformacije, koje ne menjaju fizi-
¢ko stanje sistema. Nakon izrac¢unavanja veza prve klase, koriséenjem Kastelanijeve procedure
izrac¢unac¢emo generator gejdz transformacija na prostornoj hiperpovrsi, a zatim ée rezultati do-
bijeni ovom metodom biti generalizovani na ¢itavo prostorvreme. Dobi¢emo kompletnu gejdz
simetriju topoloske 3BF teorije, koja se sastoji od pet vrsta kona¢nih gejdz transformacija —
G-gejdz, H-gejdz i L-gejdz transformacije koje su veé¢ poznate iz prethodne literature, kao i
dodatne M-gejdz i N-gejdz transformacije koje su jedan od nasih glavnih rezultata. Uzimajuci
u obzir ovaj rezultat, analizira¢emo strukturu kompletne gejdz grupe simetrija Gsgr. Dobijeni
rezultati dovode do veze izmedu grupe gejdz simetrije 3B F' dejstva i strukture 3-grupe na kojoj
je zasnovano 3BF dejstvo. Pokazacemo da difeomorfizam invarijantnost 3BF' teorije. Ova
analiza je vazan korak ka proucavanju gejdz grupe simetrije teorije gravitacije sa materijom,
formulisane kao 3BF dejstvo sa vezama [16], kao i njene kanonske kvantizacije.

Pruvi korak kvantizacione procedure spinske pene. Nakon Sto odredimo odgovarajuce
3-grupe i konstruisemo odgovarajuc¢a 3B F' dejstva, potrebno je nametnuti odgovarajuce veze na
stepene slobode prisutne u topoloskom sektoru 3B F' dejstva, tako da dobijemo Zeljenu klasi¢nu
dinamiku polja materije i gravitacije. Nametanjem odgovarajucih veza na dejstvo (1.7) moguce
je dobiti dejstva za polja materije u interakciji sa gravitacijom. Pored prethodno definisanih
2BF' dejstva sa vezama za Jang-Milsovo 1 Proka vektorsko polje, u poglavlju 6 ¢emo konstruisati
odgovaraju¢a 3BF dejstva sa vezama za slucajeve Klajn-Gordonovog, Dirakovog, Vejlovog i
Magorana polja u interakciji sa Ajnstajn-Kartanovom gravitacijom. Ova konstrukcija ¢e nas
dovesti do neocekivanog novog rezultata. Kao Sto ¢emo videti, skalarno i fermionsko polje ¢e
biti prirodno pridruZeno novoj gejdz grupi, na taj nacin generalizujuci pojam gejdz grupe Jang
Milsove teorije. Nova gejdz grupa otvara moguénost klasifikacije polja materije i opisa struktura
poput familije kvarkova i leptona itd. No, s obzirom na slozenost algebarskih svojstava 3-grupa
u okviru novog formalizma teorije kategorija, u ovom koraku naseg istrazivanja fokusirali smo
se samo na rekonstrukciju ve¢ poznatih teorija, poput Standardnog Modela. U tom smislu,
svako potencijalno objasnjenje spektra polja materije u SM ostavljeno je za buduéi rad.
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Drugt korak kvantizacione procedure spinske pene. Sproveden prvi korak kvanti-
zacione procedure spinske pene, nagovestaj je moguénosti realizovanja drugog i tre¢eg koraka
takode, imajuci u vidu da je dejstvo napisano preko diferencijalnih formi, sto nam dozvoljava
da ga prilagodimo na prostorvremensku deo-po-deo ravnu mnogostrukost koriSéenjem Redze
ra¢una [25]. Konkretno, sva polja i jac¢ine polja prisutna u 3BF' dejstvu mogu se prirodno do-
deliti nekom d-dimenzionalnom simpleksu 4-dimenzionalne triangulacije, dodeljivanjem 0-forme
verteksu, odnosno O-dimenzionalnom objektu, 1-forme ivicama, itd. Ovo nas dovodi do Tabele
1.2.

d triangulacija dualna triangulacija forma polja jacine polja
0 verteks o 4-kompleks 0-forma b, Vg, P&

1 ivica ~ 3-poliedar @ I-forma | w®, Al e®

2 trogao A\ poligon O 2-forma B2, B R FI T
3 | tetraedar & ivica ~ 3-forma Yy Yar V& g®

4 | 4-simpleks @ verteks e 4-forma H, Ha, H®

Tabela 1.2: Korespodencija izmedu polja i ja¢ina polja i elemenata triangulacije T (My).

Jednom kada je klasi¢no Redze-diskretizovano 3BF' dejstvo konstruisano, slede¢i korak
kvantizacione procedure je definisanje sume po stanjima Z koja definise konfiguracioni inte-
gral teorije. Topoloska priroda 3BF' dejstva, zajedno sa strukturom gejdz 3-grupe, obezbeduje
da takva suma bude topoloska invarijanta, odnosno da je nezavisna od triangulacije. Za klasi¢no
3BF dejstvo u sluc¢aju generalne semistriktne 3-grupe i 4-dimenzionalne prostorvremenske mno-
gostrukosti My, u poglavlju 9 éemo formulisati topolosku sumu po stanjima Z nezavisnu od
trijagulacije. Ova suma po stanjima podudara se sa Porterovom apstraktnom definicijom
topoloske kvantne teorije polja (TKTP) [20] za slu¢aj d = 4 i n = 3, gde je d predstavlja
dimenziju mnogostrukosti M, a n nivo kategorijskih lestvica. Ova definicija je generalizacija
Jeterove definicije sume po stanjima. Kako bismo proverili da li je konstruisana suma po sta-
njima zaista topoloske prirode, analizira¢emo njeno ponasanje pri Pahnerovim potezima [27].
Analizom Pahnerovih poteza dobijeno je da suma po stanjima Z ostaje ista, tj. da je zaista
topoloska invarijanta 4-dimenzionalne mnogostrukosti. Postavka dokaza invarijantnosti bice
predstavljena u poglavlju 9, dok je detaljna analiza Pahnerovih poteza prikazana u Dodatku E.

Nazalost, da bismo ovaj korak procedure precizno sproveli do kraja, neophodna je genera-
lizacija Piter-Vejlove i Plansarelove teoreme za slucajeve 2-grupa i 3-grupa. Cilj Piter-Vejlove
teoreme je da obezbedi dekompoziciju funkcija na grupi na sumu po odgovarajuéim ireduci-
bilnim reprezentacijama, $to nam omogucava preciziranje spektra oznaka d-simpleksa u tria-
ngulaciji, utvrdujuéi domen vrednosti polja koja Zive na tom d-simpleksu. U sluc¢aju 2-grupa i
3-grupa, teorija reprezentacija nije dovoljno razvijena da bi mogla da obezbedi takvu konstru-
kciju, pa su teoreme analogne Piter-Vajlovoj, odnosno Plansarelovoj, matematicki rezultati koji
i dalje nedostaju. Sa druge strane, dok se ove formulacije ¢ekaju, moguce je pokusati pogoditi
odgovarajucu strukturu ireducibilnih reprezentacija 2-grupa, odnosno 3 grupa, kao sto je to
uradeno u [15] gde je konstruisan spin-kub model kvantne gravitacije.



Trec¢i korak kvantizacione procedure spinske pene. Najzad, kako za potrebe fizicke
teorije nismo zainteresovani za topolosku teoriju, veé¢ za teoriju sa lokalnim propagiraju¢im
stepenima slobode, na$ cilj nije konstruisanje topologke invarijante — sume po stanjima Z, vec¢
sume po stanjima koja daje netrivijalnu dinamiku. Da bismo to dobili, neophodno je da name-
tnemo veze na topolosku sumu po stanjima Z, odnosno sprovedemo trec¢i korak kvantizacione
procedure spinske pene. Imajuéi to u vidu, glavna motivacija prvog dela naseg istrazivanja
u radu [16], bio je da prepisemo dejstvo za gravitaciju i materiju na nacin koji eksplicitno
odvaja topoloski deo od veza, $to ¢ini nametanje veza pravolinijskim postupkom. Rezultat
ovog poslednjeg trec¢eg koraka kvantizacione procedure bio bi suma po stanjima koja opisuje
teoriju kvantne gravitacije sa materijom.

Oznake i konvencije

Lokalni Lorencovi indeksi su oznaceni latinicnim slovima a,b,c, ..., koji uzimaju vrednosti
0,1,2,3, a njihovo podizanje i spustanje vrsi se metrikom Minkovskog 7,, sa signaturom
(—,+,+,+). Prostorvremenski indeksi su oznaceni grékim slovima pu,v,..., a za njihovo
podizanje i spustanje koristi se metrika prostorvremena g,, = nwe®.e’,, gde e, oznatava
tetradna polja. Njihov prostorni deo je oznac¢en malim latini¢nim indeksima polovine alfabeta
t,7,...,avremenska komponenta je oznacena sa 0. Indeksi koji prebrojavaju generatore grupa
G, H i L su redom oznaceni pocetnim slovima grckog alfabeta «, 3, ..., malim pocetnim la-
tiniénim slovima a, b, ¢, ... i velikim latini¢nim slovima A, B, C,.... Antisimetrizacija tenzora
po dva indeksa je oznacena kao

1
A[al\ag...an_ﬂan] - 5 (Aalag.‘.anflan - Aanag...an,ml) )

dok je ukupna antisimetrizacija po svim indeksima oznacena kao

sgn(o
a1 an] — | o'(l)"'ao'(n) .

’ UESn
Sli¢no, simetrizacija tenzora po dva indeksa se oznacava kao

1
A(a1|a2...an,1|an) - 5 (Aalag...anflan + Aanag...anflal) 5

dok je ukupna simetrizacija po svim indeksima oznacena kao

1
A(al...an) = E Z Aag(l)...ag(n) .

’ O'GSn

Radimo u prirodnom sistemu jedinica, gde jec=h=11G = lﬁ, a [, je Plankova duzina.

Ako je G konacna grupa, [,dg = 1/|G|> geq Oznacava normalizovanu sumu po svim ele-
mentima grupe, dok o5 oznacava odgovarajucu d-distribuciju na G. Ova distribucija definisana
je za svaki element g € G tako da dg(g) = |G| ako je g jedini¢ni element grupe g = e, a ako nije
tj. ako g # e onda je definisana kao dz(g) = 0. Ako je G Lijeva grupa, [, dg i d¢ oznacavaju
redom Harovu meru i d-distribuciju na G. Set svih k-simpleksa, pri ¢emu je indeks k takav da
0 < k < d, oznacen je sa Aj. Skup svih verteksa Ay je konacan i ureden, a svaki k-simpleks
je oznacen sa (k + 1)-torkama verteksa (ig...1x), gde je ig,...,ix € Ag tako da ig < -+ < ig.
Broj k-simpleksa je oznacen sa |Ag|.

Za svaku triangulaciju 7(M,) d-dimenzionalne mnogostrukosti My mozemo definisati du-
alnu triangulaciju T(My)*. Dualna triangulacija, ili dualna resetka je definisana na sledeci
nacin [1]. Postavljamo verteks dualne resetke u centar svakog d-simpleksa triangulacije. Povezi-
vanjem verteksa koji odgovaraju susednim d-simpleksima dobijamo ivice dualne triangulacije.
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Svaka ova ivica dualne triangulacije odgovara jednom d — 1-simpleksu triangulacije koji je zaje-
dnicki za dva susedna d-simpleksa. Mnogougao, 2-kompleks koji dobijamo povezivanjem odgo-
varajucih ivica € € T (My)* odgovara d — 2-simpleksu iz T (M, ). Na ovaj nacin dodeljujemo i
ostale elemente dualne triangulacije koji su dualni odgovarajué¢im elementima triangulacije, sve
do d-kompleksa koji je dualan verteksu v € T(My). Set svih k-kompleksa dualne triangulacije,
pri ¢emu je indeks k takav da 0 < k < d, oznacen je sa A;. Ukupan broj k-kompleksa u dualnoj
reSetki je oznacen sa |A}|.

Sve dodatne oznake i konvencije koje se koriste su eksplicitno definisane u tekstu gde se

pojavljuju.
ADM  Arnovit-Deser-Misner ADM  Arnowitt-Deser-Misner
KGP  Kvantna gravitacija na petljama LQG  Loop quantum gravity
PZ Poasonova zagrada PB Poisson bracket
SM Standardni Model SM Standard Model

TKTP Topoloska kvantna teorija polja  TQFT  Topological quantum field theory



Glava 2
Vise gejdz teorije

Obic¢na gejdz teorija opisuje kako se 0-dimenzionalne ¢estice transformisu pri paralelnom pre-
nosu duZ 1-dimenzionalne putanje koja pripada bazi raslojenog prostora', pri ¢emu svakoj
putanji mnogostrukosti prirodno odgovara neki element grupe. Na sli¢an nacin, u okviru 2-
gejdz teorije definiSe se paralelni transport 1-dimenzionalnih objekata definisanjem 2-koneksije
na 2-raslojenom prostoru®. 2-Raslojeni prostor je generalizacija raslojenog prostora u 2-gejdz
teoriji — vlakna nisu mnogostrukost ve¢ kategorija sa odgovarajuc¢om glatkom strukturom.

Kategorija se sastoji od elemenata koje nazivamo objekti i morfizama - preslikavanja izmedu
tih objekata. Grupu onda mozemo posmatrati kao kategoriju sa samo jednim objektom gde su
svi morfizmi invertibilni. Vise gejdz teorije umesto grupe simetrije koja odreduje gejdz teoriju,
oredene su visom kategorijskom generalizacijom pojma grupe — 2-grupom.

2.1 Gejdz teorija

Gejdz teorija je teorija polja u kojoj Lagranzijan teorije koji odreduje dinamiku sistema ostaje
invarijantan pri lokalnim transformacijama®, koje nazivamo gejd# transformacijama. Gejdz
teorije se odlikuju prisustvom redundantnih stepeni slobode u fizickom sistemu, tj. postojanjem
nefizickih varijabli u dejstvu, pored varijabli koje opisuju fiziku sistema. Gejdz teorije poseduju
gejdZ simetriju® koja predstavlja nefizicke transformacije dinamickih promenljivih. Dinamicki
sistemi ovog tipa se nazivaju i singularnim, a njihova analiza zahteva primenu Hamiltonove
analize sistema sa vezama o kojoj ¢emo viSe govoriti u narednom poglavlju. U Hamiltonovom
formalizmu ove teorije karakteriSe prisustvo veza u dejstvu.

Gejdz transformacije formiraju Lijevu grupu koja se naziva grupa simetrije ili gejdz grupa
teorije. Svakom generatoru ove grupe odgovara polje koje se naziva kalibraciono polje, tj. gejdz
polje.

Matematicki gledano, gejdz teorije su opisane jezikom diferencijalne geometrije, tj. defin-
isane su na raslojenom prostoru. Opsta teorija relativnosti takode je definisana na raslojenom

L Raslojeni prostor (eng. fibre bundle) E(B, F,r) je mnogostrukost E, na kojoj je definisano glatko pres-
likavanje 7 (projekcija) na mnogostrukost B (baza), takvo da je za svaku tacku baze b, sloj nad njom
7 1(b) = {e € E|7(e) = b} difeomorfan sa mnogostrukoséu F (tipicni sloj) i postoji okolina U, za koju je
7~ Y(Up) difeomorfan sa direktnim proizvodom U x F.

22-Raslojeni prostor (eng. fibre 2-bundle)

3Razlikujemo globalnu i lokalnu simetriju fizickog sistema. Kada je Lagranzijan invarijantan pri trans-
formacijama koje izgledaju identi¢no u svakoj tacki prostorvremena u kojoj se deSavaju fizi¢ki procesi, tj.
kada parametar transformacije ne zavisi od tacke prostorvremena, kaZzemo da ima globalnu simetriju. Lokalna
simetrija je simetrija teorije kod koje Lagranzijan ostaje invarijantan pri transformacijama ¢iji parametar zavisi
od prostorvremenske koordinate.

4@ejdz simetrija (eng. gauge symmetry) se naziva jo§ i bazdarna, kalibraciona ili gradijentna simetrija.

11
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prostoru, konkretno tangetnom raslojenju®, dok je u sluc¢aju gejdz teorija re¢ o glavnom raslo-
jenjub.

U gejdZ teoriji definisemo 1-formu koneksije” o € A'(My,g), element algebre g, koju u
fizici nazivamo i gejdZ potencijal. Koneksija se zadaje definisanjem diferencijalnog operatora
odstupanja tenzorskih polja u nekoj tacki mnogostrukosti od tenzorskih polja dobijenih paralel-
nim prenosom® u susedne tacke, tj. kovarijantnim izvodom® V. Koneksija daje 2-formu krivine
definisanu izrazom:

F=da+aANa. (2.1)

2.2 2-Gejdz teorija

Uopstenje kategorije — 2-kategorija sastoji se od objekata, morfizama i morfizama izmedu mor-
fizama — 2-morfizama [12].

Visa kategorijska generalizacija gejdz teorije — 2-gejdz teorija je teorija u kojoj su funda-
mentalne simetrije teorije date 2-gejdz grupom. U okviru 2-gejdz teorije osim Sto su putanjama
dodeljeni elementi grupe g € G kao u obi¢noj gejdz teoriji, povrSinama su dodeljeni elementi
h € H. Pritom, oznake ovih elementarnih elemenata mnogostrukosti ne mogu biti proizvoljne,
tj. moraju biti zadovoljeni sledeé¢i uslovi.

1. Za svaku povrsinu oznacenu sa h € H, oznake izvorne krive ¢ i ciljne krive g, zadovolja-
vaju relaciju d(h) = gog7 .

2. Za svaku zapreminu, povrsinska holonomija oko nje je trivijalna.

U ovom odeljku razmatra¢emo nacine na koje mozemo vrsiti kompoziciju oznacenih putanja
i povrsina, kako bismo izracunali kompoziciju elementarnih do proizvoljno velikih elemenata
mnogostrukosti.

2.2.1 2-Grupa

U okviru teorije kategorija, 2-grupa se definiSe kao 2-kategorija sa samo jednim objektom kod
koje su svi morfizmi i 2-morfizmi invertibilni. Pokazano je da je svaka striktna 2-grupa ekviva-

lentna ukr§tenom modulu (H % a, >).

Definicija 2.2.1 (Pre-ukrsteni modul i ukrsteni modul) Pre-ukrsteni modul (H % a, >) cine:
o grupa G koju ¢ine morfizmi sa kompozicijom kao grupnom operacijom

91 92 g192
PN PN P

[ ] [ ] e — O L

5Svakoj tacki m mnogostrukosti M dimenzije D moZemo pridruZiti po jedan D-dimenzionalni tangentni
prostor T,,(M) koji ¢ine tangentni vektori dobijeni za razli¢ite krive kroz tac¢ku m. Pridruzivanjem svakoj
tacki m mnogostrukosti M vektorskog prostora T;,, (M) dobijeno je tangentno raslojenje T (M), tj. vektorsko
raslojenje sa bazom M, slojem RP i projekcijom 7 : T},,(M) — m. Svi tangentni prostori su medusobno
izomorfni, ali da bismo uspostavili korespodenciju izmedu vektora tangentnih prostora koji odgovaraju razli¢itim
tackama neophodno je uvesti pojam koneksije.

6Kada je tipi¢ni sloj F' = G neka Lijeva grupa raslojenje se naziva glavno raslojenje (eng. principal bundle)
P grupe G.

"Koneksija (eng. connection) svakoj putanji v koja povezuje tacke x i y mmnogostrukosti M dodeljuje
preslikavanje p(7) : Tp(M) — Ty(M).

8 Paralelni prenos (eng. parallel transport).

9 Kovarijantni izvod (eng. covariant derivative).
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e grupa H koju cine svi 2-morfizmi ¢igi je izvor identitet

gde je horizontalna kompozicija grupna operacija

1o 1o 1o

[ ] \U,h [ ] U,h/ [ ] = [ ] \“/h,h’ [ ] ’
\_/ \_/

e grupni homomorfizam 0 : H — G koji preslikava svaki 2-morfizam iz h € H u metu
oheG

pri cemu imamo grupni homomorfizam
A(hh') = d(h)O(N); (2.2)
e dejstvo > grupe G na obe grupe, pri cemu
— grupa G deluje na samu sebe horizontalnom konjugacijom:

—1 —1
go g 90 9099,

[ ] [ ] [ ] [ ] = [ ] [ ] s
odnosno formalno zapisano za sve gy, g € G:
90> 9= 9o99p " (2.3)

— element grupe g € G na element grupe h € H deluje horizontalnom konjugacijom
njegovim jedinicnim 2-morfizmom 1,4, $to rezultuje 2-morfizmom gt>h € H,

g le 9 1
/\ /\ B
° Jig "o |n . Ulg 1 e = o Jo=n e,
g oh g1 d(gr>h)
tj. formalno zapisano za sve g € G i h € H imamo
gohg™ = d(g > h), (2.4)

— dejstvo > je G-ekvivarijantno, tj. za svako h,h' € H i g,q € G vazi
(99)>h=g>(g>h), g (hh)=(9>h)(g>h). (2:5)

U pre-ukrstenom modulu definisemo Pajferov komutator (hy,hs)ps, za sve hy,hy € H i
g € G, kao:
(h1, ho)ps = hihohtO(hy) > hyt. (2.6)

Pre-ukrsteni modul kod kojeg su svi Pajferovi komutatori trivijalni naziva se ukrsten modul.
Formalno, to znaci da vaZi Pajferov identitet, tj. za sve h,h' € H:

(Oh) > h' = hi/h ™t (2.7)
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Za svaki element g € G operacija > daje jedan automorfizam H. Kompozicija dva auto-
morfizma daje jedan automorfizam, pa automorfizmi grupe H formiraju grupu Aut(H), a >
nam preslikava svaki element g € G u jedan element ove grupe tj. > : G — Aut(H).

Izmedu pojma 2-grupe i pojma ukrstenog modula postoji ekvivalencija, pa je svakom 2-
morfizmu o € G koji je element 2-grupe G, definisan parom (h, g),

1 g

/.\ A
° Uh ° I °
\_/ \_/

Oh g

pridruzen jedan element 2-grupe, 2-morfizam:

g— (0h)g. (2.8)

2.2.2 Lijeva 2-algebra

Slicno definicijama pre-ukrstenog modula i ukr$tenog modula, na jeziku Lijevih 2-algebri ana-
logno se definise diferencijalni pre-ukrsten modul i diferencijalni ukrsten modul.

Definicija 2.2.2 (Diferencijalni pre-ukrsteni modul i diferencijalni ukrsteni modul) Diferenci-

jalni pre-ukrsten modul (h 2, g,>), zadat je algebrama g i b, preslikavanjem O : h — g i
dejstvom > algebre g na algebre g i b.
Kod diferencijalog pre-ukrstenog modula definisemo Pagferov komutator dva elementa
hi, hy € b algebre by kao:
(ha, ho)pe = [ha, ho] — O(h1) B> ho . (2.9)

Diferencijalne pre-ukrsten modul je diferencijalni ukrsten modul kada su svi njegovi Pajfe-
rovi komutatori jednaki nuli, odnosno kada za sve hy, hy € b vazi Pajferov identitet:

O(hy) > hy = [h1, ho] . (2.10)

Dejstvo > elemenata algebre g na elemente algebri b i g definisano je delovanjem generatora
algebre g na generatore odgovarajuéih algebri, kao:

Ta B> Tp = Daﬁ’y Ty, Ta B>ty = Daab ty, (211)
Komponente diferencijalnog ukrstenog modula poseduju sledeé¢e osobine.

1. Dejstvo > elemenata algebre g na elemente iste algebre je po definiciji u svojstvenoj
reprezentaciji, tj. formalno zapisano, za svako 9y 9 €9

9> 9= [20’2} : (2.12)

odnosno u bazisu:
>as” = fag” - (2.13)

2. Preslikavanje 0 : H — G je g-ekvivarijantno preslikavanje, odnosno za sve h € hig € g
vazi:

d(g > h) = [g,0(h)], (2.14)

odnosno izrazeno u bazisu:
0" fop” = Daa’0y . (2.15)
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3. Dejstvo > algebre g na algebru § je g-ekvivarijantno preslikavanje, tako da, za svako
hy, hy € b vazi sledece pravilo

g [hy, ho] = [g> hy, byl + [hy, g > by, (2.16)
odnosno izrazeno u bazisu:

far" Dac® =2 Dqp0) “fo- (2.17)

4. Pajferov komutator (hi, ha) € h x b — (hi, ha)pe € b je bilinearno g-ekvivarijantno
preslikavanje, tj. svi hy,hy € b 1 g € g zadovoljavaju sledeci identitet,

g > (b1, ho)pt = (g > ha s ho)pr + (R, g D> ho)pe, (2.18)

odnosno u bazisu:
Dacd(fabc - aaﬁ I>,Bb C) - Daac(fcbd - acﬁ Dﬂb d) + Dozbc(facd - aaﬁ [>Bc d) . (219)

5. Pagferov identitet definisan u (2.10) na jeziku algebri postaje:

fab® = 0" >ap” (2.20)

2.2.3 Kompozicija morfizama

U 2-gejdz teoriji geometrijski objekti su obojeni na dva nivoa, krive su oznacene elementima
g € G, a povrsine elementima grupe h € H. Na jeziku 2-gejdz teorije kompozicija i promena
orijentacije krivih definisana je kao u standardnoj gejdz teoriji.

Da bismo diskutovali kompoziciju morfizama, pogodno je da uvedemo slede¢u notaciju.
Oznacimo izvor i metu morfizma g kao 95 (g) i 9; (g), respektivno.

e Horizontalna kompozicija morfizama ¢, i g2, kada su oni kompozibilni, odnosno kada je
01 (91) = 9/ (g2), je morfizam g4 go:

g1 92 g192

A J .y o == A J o s

odnosno formalno zapisano
G ##192 = G192 - (2.21)

¢ Kompozicija morfizama je asocijativna operacija, odnosno za morfizme g1, g» i g3, kada
je Oy (91) = 0 (g2) 1 91 (g2) = 0 (g3), vazi:

9192 93 g1 9293
A .y o = A J .y or .

2.2.4 Kompozicija 2-morfizama

U ovom odeljku ¢emo opisati kako se na jeziku 2-gejdz teorije definiSe kompozicija elemen-
tarnih povrsina. PovrSine su oznacene elementima grupe h € H, a mozemo definisati njihovu
vertikalnu 1 horizontalnu kompoziciju. U okviru 2-gejdz teorije definiSemo i nadovezivanje 2-
morfizma sa 1-morfizmom sa leve i nadovezivanje 2-morfizma sa 1-morfizmom sa desne strane.
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Za svaku povrsinu mozemo izabrati dve referentne tacke na granici i podeliti granicu na
dve krive, na izvornu krivu oznacenu sa ¢g; € G i ciljnu krivu oznacenu sa g» € G, kao §to je
prikazano na dijagramu:

Pri tome 2-morfizam h € H preslikava krivu g; € G u krivu d(h)g; € G,

1e g1 g1
° Uh ° J1g o — o h o
Oh g1 o(h)g1

tako da h € H je zadovoljena relacija:
a(h) = g297" - (2.22)

Orijentacija povrSine moze biti obrnuta, pri ¢emu povrSinu ozna¢avamo inverznim elemen-
tom,

dok promena orijentacije krivih vodi do povrsinskog elementa oznacenog sa h= git>hh

-1
91
T
Jh ° .
\_/

—1
92

Kako bi diskutovali kompozibilnost dva 2-morfizma uvedimo slede¢u notaciju. Oznac¢imo
izvor i metu k-strelice (k = 1,2) 2-morfizma h kao 9, (h) i 9;f (h), respektivno. Sada moZemo
definisati na¢ine na koje se mogu vrsiti kompozicije elementarnih povrsina i koji su uslovi koji
moraju biti zadovoljeni da bi odredene kompozicije bile definisane.

Vertikalna kompozicija 2-morfizama

e Vertikalna kompozicija 2-morfizma (g, hy) i 2-morfizma (gs, hs), kada su oni kompozibilni,
odnosno kada je 05 (hy) = 05 (hs), daje 2-morfizam (g;, hohy),

Yo <——— 0T = ye ﬂhgfn o ,
N =
g3

odnosno za par (g1, h1) 1 (ge, he) vazi jednakost:
(g2, ha)#2(g1, hi) = (g1, haha) - (2.23)

e Vertikalna kompozicija je asocijativna, tj. za 2-morfizme (g1, h1), (g2, h2) 1 (g3, h3), kada
je 9 (h1) = 0y (h2) 1 0 (ha) = 9y (ha),

g1 g1
% /ﬂh\
93 B 92
y. ? o = y. < o0
h3
94

g
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vazi:

(93, ha)#2(g1, hahi) = (g2, haha)#2(g1, hn) - (2.24)

e Za svaki morfizam g postoji 2-morfizam (g, 1,) koji je identitet za vertikalnu kompoziciju
2-morfizama:

Horizontalna kompozicija 2-morfizama

e Horizontalna kompozicija 2-morfizama (g, h1) i (g2, he), kada su oni kompozibilni, odno-
sno kada je 9y (hy) = 95 (hs), daje 2-morfizam (g1 g2, higy > ho):

g1 g2 g192
ze ﬁhl ye U,hQ or = ze ﬂhlgl >ho®T .
\_/ \/
/ /
91 9o g’lgé

Horizontalna kompozicija 2-morfizama je grupna operacija u G x H grupi:

(g1, h1)#1(92, ho) =

le g1 le g2
O\ TN N N
° Uhl o |lge Uhg o |lpe =
A P A W
ah) 9 a(hy) 92
1o g1 1o g1t g1 g2
FTON TN N AN N N
o h, ® U191. Uh2. ulgl—. Ulm. Ulyz. =
A A WA WA A WA
9(h1) 9 d(h2) g1t g1 92
1e 1e g192
L Uhl L Ug1l>h2 ° \11/19192 o —
d(h1) 9(g1>h2) 9192
1e
g192
PR
° “h191>h2 ° \@ o = (9192, h1g1 > hy).
9192
(h1g1>h2)

e Horizontalna komporzicija 2-morfizama je asocijativna, odnosno za 2-morfizme (g1, hq),

(92, h2) 1 (g3, hs) za koje je Oy (h1) = 0f (ha) 1 0 (ha) = Of (ha), vazi

gi192 g3 g1 9293
L Uh1g1l>h2 L Uh:s ® = L4 Ufn L4 Uh292\>h3 L2
S~V T T N N T~ VT
9195 95 9 9593

odnosno formalno zapisano

(192, h1g1 > ha)#1(g3, hs) = (91, h1)F1(9293, haga > h3) . (2.25)
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Dokaz. Proverimo ovu jednakost. Leva strana jednacine daje:

(G192, higr > ha)#1(g3, hs) = (919293, h1 g1 > o (9192) D> hs) . (2.26)

Desna strana jednacine daje takode

(917 h1>#1<g2g37 haga > h3) = (919293, hig: > (hzgz > hs))
= (919293, h1 g1 > ha g1 > (g2 > hg3) (2.27)
= (919293, h1 g1 > ha (g192) > hs) ,

primenom identiteta (2.5). =

e Postoji 2-morfizam koji sluzi kao identitet za horizontalnu kompoziciju 2-morfizama:

1z
S

Te Uhl o
\_/

1z

e Kompozicija morfizama je invarijantna na redosled vrsenja horizontalnih i vertikalnih
kompozicija, tj. vazi relacija

((giahll)#z(ghhl))#l((gza )#z(gzﬁz)) ((gph/)#l(gm )>#2<(91ah1)#1(927h2)>7

(2.28)
Sto je lepo ilustrovano u dijagramskoj notaciji, gde dijagram oblika
m m
whi/ \\l_l/hé/
g7 93
jednozna¢no odreduje 2-morfizam. Pravilo (2.28) se zove "izmenski zakon"!".
Dokaz. Dokazimo jednakost (2.28). Leva strana jednacine jednaka je:
((93,hi)#2(91,h1))#1((géah§)#2(g2,h2)) = (glahllhl)#l(g%h/th) (2.29)

= (9192, hihy g1 > (h§h2)) :

Desna strana jednacine (2.28) postaje:

((9’1, hll)#1<g,27 hlz))#Z((gb hl)#l g2, h2 ) (9192> hlgl )#2 (9192, higy > hz)
(91927 high > hy hy gy > h2)

= (9192, (0 hl 91) > Y hy g1 > hy)
(9192, hy 0 > (g1 &> hy) hy g1 > hz)
(9192, hy hl (g1 > By)hy ! hy gy > hz)
(9192, hy hy gy > Ry g1 > hz)

= (

9192, by by g1 D> (h2h2))
(2.30)
U prethodnom postupku primenili smo identitete (2.5) i (2.7). Dokazali smo identitet
(2.28). m

10izmenski zakon (eng. interchange law).
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Kompozicija 2-morfizma i 1-morfizma

Izracunajmo holonomiju koja odgovara nekoj povrsSini ako imamo 1-formu a € g i 2-formu
B € h. Povrsinu

[ ] [ J

hT Tg

[ ] [ ]

interpretiramo kao 2-morfizam h : fg — hk. Veéu povr§inu moZemo dobiti nadovezivanjem!':

?TT &TN

7
/

o———0—>0
o——0—> 0
o—— 00— 0

/17
/17

Koriste¢i nadovezivanje mozemo da nademo holonomiju hol(X) koja odgovara nekoj povrsini
Y., svodeéi problem na traZzenje holonomije malih kvadrata na koje je ta povrsSina izdeljena,
formiranjem njihove kompozicije na prethodno definisan nacin, a zatim uzimanjem limesa kada
ti kvadrati postaju infinitezimalno mali.

e Nadovezivanje je nacin na koji se vrsi kompozicija jednog 2-morfizma h i jednog 1-
morfizma g; koji se nalazi sa leve strane, odnosno kada je 9y (g1) = 95 (h):

h or .

Ovako formiran 2-morfizam naziva se nadovezivanje 2-morfizma h i 1-morfizma ¢, sa leve
strane'? g1 #1(go, h), osnosno 2-morfizam h prosiren sa leve strane sa 1-morfizmom g;. Ova
kompozicija formirana je kao horizontalna kompozicija dva 2-morfizma (g1, 14, )#1(92, h),

g1 g2 9192
ze ngl ye ﬂh or = ze ﬂglbh o |
~_v - ~_V - \_/
g1 95 9195

odnosno formalno zapisano:
g1#1(92, 1) = (91, Lg,)#1(92, 1) = (9192, 91 > ). (2.31)

e Na slican nacin mozemo formirati i nadovezivanje 2-morfizma h i 1-morfizma go sa desne
strane, kada je 0; (h) = 9; (gs), ¢iju kompoziciju obelezavamo sa (gy, h)#1go:

/_\ g2
ze ﬂh oy <~—— @
~_ Vv -
9

Heng. whiskering.
2eng. left-whiskered.
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Ovako formiran 2-morfizam naziva se nadovezivanje 2-morfizma h i 1-morfizma gs sa
desne strane'®, odnosno 2-morfizam h prosiren sa desne strane sa l-morfizmom g,. Ova
kompozicija formirana je kao horizontalna kompozicija dva 2-morfizma (g1, h)#1(92, 1g, ),

g1 92 9192
ze Hh ye ﬂng or — Zze ﬂh or
~_Vv - ~_v - \_/
g1 92 9192

odnosno formalno zapisano:
(91, R)#192 = (91, B)#1(92, 1g,) = (9192, hg1 > 1g,) = (9192, h) - (2.32)

Uz pomo¢ ovog trika, mozemo da kombinujemo dva 2-morfizma na na¢in demonstriran u nared-
nom primeru.

Primer 2.2.1 Nadimo holonomiju koja odgovara povrsini dva kvadrata:

gmn 9im
ne <—me-<—1|e

Jkn T /hjm“[\ Qj'/hilmT git

e<~— joe<— 1@
k 9jk J 9ij v

Ovo se radi iz dva koraka. Prvo se formira kompozicija 2-morfizma hy,y, sa 1-morfizmom
Jmn kojgi deluje sa leve strane, pri cemu se dobija 2-morfizam:

gmn#l<glmgilahilm) L Imn9imYil — gmngjmgij7 (233)

Imn gim
ne<——me<——I|e

ng"%ilm{ gil

Je <—9ij 1@

Zatim se formira (GmnGjm: Njmn)#19:; kompozicija 2-morfizma Rjpy, @ 1-morfizma g;; koji deluje
sa desne strane:
(gmngjmahjmn)#lgij : gmng]mgm — gkngjkgijv (234)

dmn
ne <——1me

gknT /thIgjm

]{30<— '0<—'L'0
gjk J Gij

Najzad vertikalnom kompozicijom ova dva 2-morfizma dobijamo 2-morfizam:

((gmngjmyhjmn)#lgij)#Z (gmn#l(glmgilahilm)) © OmnlimGil — 9kn9ikGij (235)

gmn 9im
ne <—me-<—1le

Gkn T /hjm[ gjﬁ/humT gil

ke ~—— je<——1e
g]k (%)

Na slican nac¢in kao u prethodnom primeru formira¢emo povrsinsku holonomiju koja odgovara
tetraedru — relevantan rezultat u slucaju triangulacije prostorvremena.

Beng. right-whiskered.
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2.2.5 2-koneksija i 2-krivina

Kao sto Lijeva grupa G generise koneksiju «a, koju koristimo da formulisemo B F' teoriju, 2-grupa
generise 2-koneksiju, uredeni par («, 3), zadat 1-formom elementom algebre g, o € A'(My, g),
i 2-formom elementom algebre b, 3 € A%(M,, ), gde je b Lijeva algebra koja odgovara Ljevoj
grupi H. Za 2-koneksiju se definiSe tzv. laZna 2-krivina, uredeni par (F, G), na sledeci nacin

F=da+aAha—098, G=d3+an” 3. (2.36)

Ovde a A" [ predstavlja istovremeno ukr$teni proizvod diferencijalnih formi o i 8 i njihov
proizvod kao elemenata algebri dejstvom >, videti [16]. Uredeni par 2-krivine (F,G) ima epitet
"lazni" zbog prisustva dodatnog ¢lana 9f u definiciji F [12].

Krivine mozemo raspisati u bazisima odgovarajucih algebri i diferencijalnih formi:

1 1
F = EfauyTadl‘M A dx” 5 g = agauyptadxu Adz” A dax? )

gde su koeficijenti:

—Fa;w = a,uaazz - auaa,u + fﬁ'yaaﬂ,ua’yu - 5a,uuaaa )

(2.37)
ga;wp - a,uﬁazlp + al/ﬁapu + apﬁa,uu + Oéa,uﬂbupbaba + aauﬁbp,ubaba + aapﬁbuvbaba .
Lazna krivina
Prema Baezu [28], pridev "lazna" potice iz rada Brina i Mesinga i koristi se za razlikovanje dve

vrste krivine, 2-krivine i laZne 2-krivine. Obi¢na 2-krivina, ureden par (F,G) za 2-koneksiju
(o, B), a € AY(g, M,) i B € A%(h, M,), definiSe se na standardan nadin:

F=da+aAa,

2.38

G=df+an” 3. (2.38)
Lazna 3-krivina, ureden par (F,G) ima dodatni ¢lan:
F=F—-0p,

2.39

G-G. (2:39)

Pojam lazne 2-krivine se uvodi iz sledeéeg razloga. Posmatrajmo povrsinu X::

71
)

/.

[
2

Ovaj kvadrat predstavlja 2-morfizam > : y; — 75, gde su 7; i 72 1-morfizmi prikazani na slici.

Zelimo da izradunamo:
hol(X) : hol(y1) — hol(vs) . (2.40)

Holonomija hol(X) zavisi od 2-forme koneksije 8. Njen izvor i meta zavise samo od 1-forme a.
Zahtev da ovaj 2-morfizam ima dobro definisan izvor i metu dovodi do relacije koja povezuje
koneksije a i 5. Ovde ¢emo demonstrirati kako se ona izvodi.

Izrazeno preko 1-koneksije «, vazi:

hol(y1) = Pexp ( L | a>  hol(y) = Pexp ( /7 2 a> | (2.41)
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Takode, 2-morfizam h : g; — g2 je odreden elementom h € H, pri ¢emu je go = d(h)g;. To
znadi da je 2-morfizam hol(X) : hol(y;) — hol(7s) odreden elementom h € H, pri ¢emu

Pexp ( /7 2 a) — 9(h) Pexp ( L | a) | (2.42)

odnosno d(h) = Pexp ( faz a) . U prethodnom izrazu integracija se vrsi po granici povrsine
0¥ = vyy7 ', Imajuéi u vidu da je kvadrat mali, a koriste¢i Stoksovu teoremu dobijamo:

o) =Posp ([ o) wewn ([ ). (2.43)

Sa druge strane 2-morfizam h izrazen preko 2-forme g je:

h = exp (/2 6) : (2.44)

Zamenjujuéi prethodni izraz za h u jednacini (2.43) dobijamo vezu izmedu 1-koneksije «v i

>-koneksije A
d(exp ( /E 5)) ~ exp ( /E F> , (2.45)

If)=F=da+aNa. (2.46)

Sada, mozemo uvesti pojam lazne krivine F = F' — 9(h) .

odnosno identitet:

Transformacije 2-koneksije i 2-krivine

U teoriji kategorija, 2-gejdz transformacije generisane su elementima grupa G'i H. Pri G-gejdz
transformacijama, 2-koneksija se transformise po zakonu transformacije

o =gagl+gdg™t,  F=g>p, (2.47)
gde je parametar transformacija g : M, — G element G-glavnog raslojenja M,. Zatim, pri H-
gejdz transformacijama, generisanim parametrom n € A'(My, ), 2-koneksija se transformise:
o =a+0dn, B=p+dn+a A"n—nAn. (2.48)
Teorema 1 Kompozicija G-gejdZ i H-gejdZ transformacija dovodi do transformacije 2-koneksije
o = gag™ +gdg™" +(n)
=g pB+dp+a A" n—nnn,
gde su g: My — G ine A (My,b) redom parametri G- i H-gejd? transformacija.

(2.49)

Na osnovu definicije 2-krivine (1.4), a primenom gore navedenih transformacionih pravila,
dobijamo zakon transformacije 2-krivine.

Teorema 2 Pri G-gejdz transformacijama 2-krivina (F,G) se transformiSe na sledeéi nacin
F—gFg ", G—g>G, (2.50)
dok se pri H-gejdZ transformacijama transformise po zakonu transformacije:
F—F, G—G+F A1, (2.51)
gde su g: My — G ine AY(My,b) redom parametri G- i H-gejdZ transformacija.

Za vise detalja o transformaciji 2-krivine pri 2-gejdz transformacijama pogledati [29] i Dodatak

A.
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2.3 3-gejdz teorija

U okviru teorije kategorija definise se visa kategorijska generalizacija pojma 2-kateogije, 3-
kategorija, koja se sastoji od objekata, morfizama, zatim morfizama izmedu morfizama koje
nazivamo 2-morfizmima, i morfizama izmedu 2-morfizama — 3-morfizama. Pogledati [16] za
vise detelja.

U okviru 3-gejdz teorije elementarne strukture mnogostrukosti su oznacene na tri nivoa —
krive su obojene elementima grupe g € GG, povrsine elementima h € H, a zapremine elementima
l € L. Pritom, da bi konfiguracija 3-gejdz teorije bila dobro definisana, oznake ovih elemen-
tarnih struktura mnogostrukosti ne mogu biti proizvoljne, tj. moraju biti zadovoljeni sledeci
uslovi.

1. Za svaku povrSinu oznacenu sa h € H, oznake izvorne krive g; i ciljne krive g, zadovol-
javaju relaciju 9(h) = gag; "

2. Za svaku zapreminu, oznaka [ € L zadovoljava identitet 6(I) = hohy', gde su hy i hy
izvorna i ciljna povrsina, respektivno.

3. Za svaku 4-dimenzionalnu hiperpovrsinu mnogostrukosti zapreminska holonomija oko nje
je trivijalna.

U ovom odeljku razmatra¢emo brojne operacije pomoc¢u kojih mozemo kombinovati oznacene
putanje, povrsine i zapremine, kako bismo izra¢unali kompoziciju elementarnih do proizvoljno
velikih struktura mnogostrukosti. Definisane konfiguracije se mogu posmatrati kao klasi¢ne
konfiguracije 3-gejdz teorije, dok ¢e kasnije u kvantnoj teoriji ovo predstavljati konfiguracije po
kojima sabiramo u sumi po stanjima.

2.3.1 3-Grupa

Analogno definiciji grupe i 2-grupe u formalizmu teorije kategorija, moze se definisati pojam
3-grupe kao 3-kategorije sa samo jednim objektom, gde su svi morfizmi, 2-morfizmi i 3-morfizmi
invertibilni. Takode, sli¢no kao $to je striktna 2-grupa ekvivalentna ukrstenom modulu, moze
se pokazati da je semistriktna 3-grupa — Grejeva grupa, ekvivalentna strukturi 2-ukrstenog

modula [17], [30].
Definicija 2.3.1 (2-ukr$ten modul) 2-ukrsten modul (L S HS G, >, {—, —}) cine:
e grupa G koju c¢ine morfizmi sa kompozicijom kao grupnom operacijom
91 92 9192

D e Y TN P
[ ] [ ] e — o [ ]

gde je horizontalna kompozicija grupna operacija

1le 1o 1le
[ ] U/hl [ ] U/hg [ ] = [ ] ‘“’hth e
\_/ \_/

oh1 Oho a(hlhz)
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e grupa L koju ¢ine 3-morfizmi ¢iji je izvor identitet

1e 1le

SN L AN
° Hll.o = e ﬂ& [ N

e grupni homomorfizam 0 : H — G koji preslikava svaki 2-morfizam h € H u metu Oh € G

pri cemu imamo grupni homomorfizam, odnosno za svaki hy, hs € H vazi

O(hihg) = 0(h1)0(hs) ;

e grupni homomorfizam 6 : L — H koji mapira svaki 3-morfizam | € L u metu 6l € H:

° Hh.o = e ﬂélO,

pri cemu je za ¥l € L element 0(0l) = e neutralni element grupe G;
e dejstvo > grupe G na sve tri grupe, pri cemu je
— dejstvo grupe G na samu sebe zadato horizontalnom konjugacijom

—1 —1
g0 g 90 9099¢

N T N PR

[ J [ J [ J [ J = [ J [ J s
odnosno formalno zapisano za sve go,g € G
90> 9= 9099 "

— element grupe G deluje na element grupe H dejstvom > kao horizontalnom konju-
gacijom, tacnije njegovim jedinicnim 2-morfizmom 1y, Sto rezultuje 2-morfizmom

g>heH,
g le 9" 1
N T N e s
o Jis e J o Ulg Pe = e gh e,
\g/ \8_/ ~_ VvV’ -~ ~
h 97! d(g>h)

tj. formalno zapisano za sve g € G 1 h € H imamo

g0hg™" = (g > h),
— element grupe G deluje na element grupu L dejstvom >, $to rezultuje 3-morfizmom
g>lel,
92 g2 gi192 9192
g1 /\ : g /\ g1l
o<—80 hhe = e<—e hy ® = @ g>hi @ = e gi>he ® |

, N/2NE S NG

95 95 9195 9195
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o G-ckvivarijantno preslikavanje koje se naziva Pajferovo podizanje

{(—,~Yot :HxH— L.

Komponente 2-ukrstenog modula poseduju sledece osobine.

1. Homomorfizmi 0 i 6 su G-ekvivarijantni, tj. za svako g € G 1 h € H:
ge o) =0(geh), g 6(l) =g 1), (2.52)

dejstvo grupe G na grupe H, odnosno L, je glatko dejstvo sa leva, i daje jedan auto-
morfizam grupe H, odnosno automorfizam grupe L, tj. > : G — Aut(H), odnosno
>: G — Aut(L). Za svako g,q1,92 € G, hi,ha € H, l1,la € L ie€ H, L vaZi:

91> (g20>€) = (9192) e, g (hihg) = (gt>h1)(g>ha), gr>(lilz) = (g>11)(g>12) .

(2.53)

Pajferovo podizanje je G-ekvivarijantno bilinearno preslikavanje, odnosno za sve hy, hy €
HigegdG:

qg> {]’Ll , hz}pf = {g > hl, g hg}pf . (254)

2. Za sve hy, hy € H Pajferov komutator (hy , ha)pe definisan w (2.6) je identicki jednak:
0({h1, hatpr) = (1, ho)pr - (2.55)
3. Za sve ly ,ly € L zadovoljen je identitet:
1, 1a] = {6(11) , 6(12) }pt » (2.56)
gde je koriséena notacija [I, k] = IkI7 'k~ .
4. Pajferovo podizanje zadovoljava sledece identitete, za sve hqi,hy,hy € H:
{hiha, hs}pe = {h1, hahshy ' }osO(hy) > {ha, ha}pr (2.57)

odnosno

{h1, hahs}pr = {ha, ha}pe{Pa, ha}pe{(Pa, ha)oy, O(hn) > ha}tps - (2.58)

5. Za sve h € H il € L vaZi identitet:
{6(1), h}pe{h, 0(1) }pt = L(O(h) > lil) . (2.59)

Podstruktura ukrsteni modul

Teorema 3 Podstruktura 2-ukrstenog modula (L LNy , ) formira ukrsteni modul, gde je >’

dejstvo grupe H na grupu L, takvo da za svako h € H il € L:

hs"1=1{06(1)"", h}p- (2.60)
Dokaz ove teoreme izdelicemo na Cetiri dela. Pogledati [30] za vise detalja.
Lema 1 Za svako hi,ho € H 11 € L vazi:

(hlhg) > = hq >’ (hg > l) .
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Dokaz. Za svako hy,hy € H il € L vazi:

(hiho) ' 1 = l{é(l)_l7 hlhg}pf
= 100 ha}or {0 e {(5(0) 7 ol D(D) ™ B B}
= 10 R} {80 e {((0) B P

gde smo u prvom redu koristili definiciju dejstva >’ datu teoremom (3), u drugom redu identitet
(2.58) i u trecem redu identitet 9(0) = 1. Sa druge strane,

hq >’ (hg >’ l) = hy >’ (l{d(l)_l, hg}pf)
= (1 " 1) (ln " {6(1) 7", hatpr)
= o)™ I dpe{ (D) hadpe{0({(1) ™ hatpr) ™ T dr
= o)™ hadpe{(D) ™ R} pr{ (0D ™ Ao tor) o T Jt
gde smo u poslednjem koraku iskoristili identitet (2.56). m
Lema 2 Za svako h € b 11,1y € [ vazi:
h>' (Iily) = (h " L) (h > 1) .
Dokaz. Za svako h € hily, 1y € [ vazi:
hD/(lllg):(lllQ){6([1[2)71,h}pf
=(lil2){8(lo) "o (L) ™ ke
=0la{8(l2) 6 (L) T he (1) }prd(8(12) ™) >{6(1) ™ e
=0lo{8(l2) 10 (L) T ha (1) pe {8 (L)~ ke
=hla{0(l2) 7L [6(0) T AR} pe{ (1) T P e
=0lo{8(lo) 1 0({8(L) " R pe) Y pe{8(1) 7 b pr
=0la{8(lo) 10 ({8(L) ™ hYpe) Yor {0 (L) " A pe {(S (o) ™R o O(8(La) )8 ({0 (1) ™ R Y pr) Yo {0 (1) ™ Ao
=0la[ly ' {6 (1) T R el {0 (L) ™ P o {0 ({8 (La) Y pr) 10 ({8(1) ™ b oe) Yor {8 (L)~ R e
=hlaly {(10) " Y pelo {8 (1) ™ R {8 (L) T A pe[{0 (1) T R o L (1) R pe {8 (1) T A e
=0{0(1) ™ Ry pela {0 (L) ™ P pr {0 (1) TR pe{8(1) T A o {0 (L) T B pe {0 (1) T b e {0 (1) TR pe T O (L) T P
=0{6(1) " hYpela {6 (12) ™ Ao
:(h|>/l1)(h>/12),

gde smo u trec¢em redu iskoristili identitet (2.57), u ¢etvrtom i osmom redu identitet 9(6) = 1,
u Sestom i devetom redu jednacinu (2.56) i u sedmom redu identitet (2.58). m

Lema 3 Zadovoljen je Pajferov identitet za sve ly, ls € L:
S() >y =1 Iy 1.
Dokaz. Za sve [y, l, € L:
6(l) "Iy = 1p{6(l2) 1, 6(1) Ypr = loly 'hiloly ' = il I

ovde smo kod prve jednakosti koristili definiciju dejstva >’ datu teoremom (3), kod druge
identitet (2.56). m

Lema 4 Za sve h € H 1l € L vazi:

S(h' 1) = hs' 6(1) .
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Dokaz. Zasve he H il € L vazi:

gde smo u prvom redu koristili definiciju (3) dejstva >/, u tre¢em redu identitet (2.55), u
¢etvrtom redu definiciju Pajferovog komutatora (2.6), u petom identitet 9(6) = 11 u poslednjem
¢injenicu da grupa H deluje na samu sebe konjugacijom. m

Sa druge strane, podstruktura (H 2 q ,>>) je u opStem slucaju pre-ukrsteni modul, tj. nije
zadovoljen Pajferov identitet. Medutim, u slu¢aju kada je preslikavanje 9 trivijalno, a grupa
H Abelova, svi Pajferovi komutatori su trivijalni i Pajferov identitet je zadovoljen, tj. za sve
hl, hg € H:

8(h1) > hg = hl h2 hl_l . (261)

Vazni identiteti

Elementi grupe H zadovoljavaju sledece identitete hy, ho, hg € H [17]:

{hlhg, hg}pf = (hl >’/ {hg, hg}pf){hl, 8(h2) > hg}pf , (262)

{hl, h2h3}pf = {hl, hg}pf(a(hl) > hg) >’ {hl, h3}pf . (263)

Koristeci peti uslov 2-ukrstenog modula dobijamo da za svako h € H il € L vazi
{h, o)™ Yot = (R 171 ((h) > 1), (2.64)

tj. za sve elemente hq, ho € H vaze sledeédi identiteti:

{h1, ha} i = e’ {hy', 0(hy) > ho}ps, (2.65)
{h1, ho} i = O(hy) > {hi", hihohy (2.66)
{h1, hoy o = (hihohT) ' {h, hy o, (2.67)
{h1, ha} o = (O(hy) > ho) ' {ha, hy ' e (2.68)

2.3.2 Lijeva 3-algebra

Slicno definiciji 2-ukrstenog modula, na jeziku Lijevih 3-algebri analogno se definise diferenci-
jalni 2-ukrsten modul.

Definicija 2.3.2 (Diferencijalni 2-ukr$ten modul) Diferencijalni 2-ukrsten modul zadat je Lije-
vim algebrama g, b i [, kao @ preslikavanjima 0 : b — g1 : 1 — b

[—>h—g, (2.69)
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zajedno sa dejstvom > algebre g na sve tri algebre © g-ekvivarijantnim bilinearnim preslikavan-
jem, koje se naziva Pajferovo podizanje:

{—=, =t xbh—L (2.70)
Izborom bazisa Ty €, t, €h i1, €@,
T4, Tp) = fas°Te,  [tats) = fates  [TarTs] = fas” Ty, (2.71)
preslikavanja O 1 6 moZemo da definiSemo u bazisima algebri:
O(ty) = 0, T, 0(Ta) =04"t,. (2.72)

Pritom, vazi identitet:

540, = 0. (2.73)

Dejstvo > elemenata algebre g na elemente algebri [, b i g definisano je delovanjem generatora
algebre g na generatore odgovarajucih algebri, kao:

Ta>Ta =Daa® T,  TabDti=Du’ty, TabDTs="0Du"T. (2.74)
Koeficijenti X" koji odreduju Pajferovo podizanje definisani su relacijom:
{ta, ty}pr = X' Ta . (2.75)
Komponente diferencijalnog 2-ukrstenog modula poseduju sledece osobine.

1. Dejstvo algebre g na samu sebe je preko pridruZene reprezentacije, tj. formalno zapisano,
za svako 99 €D

g, > 9= [go,g} , (2.76)

odnosno u bazisu:
D(ww = fa/ﬂ. (2.77)

2. Preslikavanja 0 : H — G 10 : L — H su g-ekvivarijantna preslikavanja, odnosno za sve
lel,hebigegvaii
(g h)=lg,0h)], d(grl)=grd(), (2.78)

odnosno izraZeno u bazisu:

aaﬁfocb”y = Daabab’ya aBa D@A B - l>aba(5Ab . (279)

3. Dejstvo > algebre g na algebre by 1 [ je g-ekvivarijantno preslikavange, tako da, za svako
hy,hy €1, 1,1y @ svako g € g, vaZe sledeca pravila

QD [hlv h?] = [QD hl? hZ] + [hb QDEQ] ) (280)

g> L, Ll =lg> b, LI+ (L, g> 1], (2.81)

odnosno izraZeno u bazisu:

fabc >ac d =92 [>o¢[a\ Cfc|b]d7 (282)

fas Bac? =244 forn” - (2.83)
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. Pagferovo podizanje je g-ekvivarijanino preslikavange, t). za sve hy,hy €hig e g

9> {hy, hotpr = {g > hys hobpr +{hy, g holpr s (2.84)
tj. izraZeno preko odgovarajucih koeficijenata definisanih u bazisu:

XabBl>aBA = |>o¢aC ch + l>o¢bCAXvacA . (285)

. Za sve hy, hy € h Pajferov komutator definisan u (2.9) na jeziku algebri postaje

5({ﬁ17 ﬁ2}pf) = _@17 @2>pfa (2-86)

t1. izraZeno u bazisu:
)(abA(SAC = fabc - aaOCD()zbc- (287)

. Za sve ly, ly € | zadovoljen je identitet

Ly, L] = {0(Ly), 0(Ly)} e (2.88)

7. vazi relacija:
fap® = 040" X0 . (2.89)

. Pajferovo podizanje za sve hy, hy, hy € b zadovoljava sledece identitete:

{ [hl 7h2] ﬂES}szﬁ(hl) D{h2 7h3}Pf+{h1 ) [QZaEB] }Pf_a(h2) D{hl 7h3}Pf_ {EQ ) [hl 7h3] }Pf?
(2.90)

{[ﬁl aQQ] 7h3}Pf:{a<h1)>h2 ﬂs}pf_{a(ﬁz) >ﬁ1 7@3}pf_{ﬁl 75‘&2 7ﬁ3}pf}pf+{ﬁ275{ﬁ17q7h3}pf}pf-

(2.91)
IzraZen u bazisu ovaj identitet postaje:
fan" Xao” = 0. Xpe D an” + Xad” foo! = 05> aa” Xoe* — Xoa” fae” (2.92)
Pored toga, za sve hy, hy, hs € b vaZi identitet
{h, [ho, hal}pr = {0 {has b} or, hator — {0 { I, ha} ey hotor (2.93)
7. u bazisu:
Xad® foo! = XapP05 X 4" — Xac" 05" X . (2.94)
. Svako h € h il € | zadovoljavaju identitet
{0(D), b} +{h, 6(D)} = —0(h) > L, (2.95)

t5. relacija:
64 Xap? + 04" X" = =0, >0a” . (2.96)
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Podstruktura diferencijalni ukrsteni modul

Teorema 4 Podstruktura diferencijalnog 2-ukrstenog modula, formira diferencijalni modul (L 2
H '), gde je dejstvo >’ algebre b na algebru | takvo da za sve h e h il €l

he'l=—{56), b}y, (2.97)

1. u bazisu:
ta > Ty = D/aABTB , DlaAB = —5AbXbaB . (298)

Dokaz ove teoreme podeli¢emo na cetiri dela.
Lema 5 Za svako hy,h, € b il € [ vazi:

[@17@2] Dll = ﬁl I>/ (EQ [>/ l) - EQ I>I (ﬁl [>/ l) '
Dokaz. Za svako h;,h, € il € [ vazi:

1y, ho] " L= —{6(1), [y, oo
= —{6({6(D), ha}pr); hoYor + {0({8(1), Bg o), By Joe
=—hy > (hy 1) + by > (hy 1),

gde smo koristili definiciju (2.97) u prvom i tre¢em redu i identitet (2.93) u drugom redu. =
Lema 6 Za svako l,,l, €l ¢ h € b vaZi:

A" [l ) = [h "1, L) + [L, " 1)
Dokaz. Za svako [,l, € l'i h € b vazi:

b [l L] = —{0([L, L)), b}
= —{[6(41), 0(Ly)], A}t
=—000(L1)) > {0(Ly), A} pr — {0(Ly), [6(Ly), A} or
+0(6(Ly)) > A{6(Ly), b} pe +{0(Ly), [0(Ly), A]} o

= —{0(L), [6(Ly), A} pr +{0(Ly), [6(Ly), A}
= —{0({0(L),0(Lx) Yor) s B}pe + {0 ({0(Ly), Abpe) , 0(Ly) bor

+ {0 ({0(L), 0(Ly) Yor) » htor — {0 ({0 (o), hFpe) , O(Ly) bor
= —{0([Ly, L], fpr + [{0(L), AYpes L] + {0([Ly, L], Bdpe — [{0(La), A pe, L]
=+h > [, ] = [A>" 1, L] = b L, L] + [ b, L],

odakle sledi tvrdenje (6). Ovde smo primenili identitet (2.90) u tre¢em redu, zatim 9(0) = 0
u Cetvrtom redu, identitet (2.93) u petom redu, identitet (2.88) u Sestom redu i definiciju >’
(2.97) u sedmom redu. m

Lema 7 Za sve l,l, € | vazi Pajferov identitet:
0(l) >y = Iy, L] -
Dokaz. Za sve [;,1, € [:
0(ly) "l = —{6(Ly), 0(Ly) ot = —[ly, ],

odakle sledi tvrdenje (7), pri ¢emu smo iskoristili definiciju (2.97) u prvoj jednakosti i identitet
(2.88) u drugoj jednakosti. m
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Lema 8 Za sve h € il € [ vai:
0(h'1) = [h,o(D)].
Dokaz. Za sve h € b il € [ vazi:
0(h ' 1) = =6({0(1), h}pr) = —(3(1), B)pe = —[0(1), B] + O(3(1)) > A,

odakle sledi tvrdenje (8) kad primenimo 96 = 0. Ovde smo iskoristili definiciju (2.97) kod prve
jednakosti, identitet (2.86) kod druge jednakosti i definiciju Pajferovog komutatora (2.9) kod
treée jednakosti. m

Na osnovu osobine 5. mozemo da primetimo da trivijalno preslikavanje ¢, ili trivijalno Pa-
jferovo podizanje, povlace da L mora da bude Abelova grupa. Odnosno, ako je L Abelova grupa,
makar jedno od ova dva preslikavanja, 0 ili Pajferovo podizanje, mora da bude trivijalno. Ovo
nam nagovestava da komponente koje formiraju strukturu 3-grupe nisu medusobno nezavisne,
tj. da je pri formiranju 3-grupe potrebno pazljivo birati grupe G, H i L i preslikavanja 0, ¢ i
{_, _}ps tako da zajedno zaista formiraju strukturu 3-grupe.

Detaljnija analiza strukture 3-grupe izlozena je u [15].

2.3.3 Kompozicija 3-morfizama

U ovom odeljku ¢emo opisati kako se na jeziku 3-gejdz teorije definisu kompozicije elementarnih
putanja, povrsina i zapremina. U 3-gejdZ teoriji geometrijski objekti su obojeni na tri nivoa.
Krive su oznacene elementima grupe g € (G, a njihova kompozicija i promena orijentacije de-
finisana je kao u standardnoj gejdz teoriji. PovrSine su oznacene elementima grupe h € H, a
njihova vertikalna kompozicija definisana je na isti nac¢in kao u 2-gejdz teoriji diskutovanoj u
prethodnom odeljku. Nadovezivanje 2-morfizma sa 1-morfizmom sa leve i desne strane takode
je definisano na isti na¢in kao u 2-gejdz teoriji, dok to nije sluc¢aj sa horizontalnom kompozi-
cijom koja sada u 3-gejdz teoriji rezultuje izmenskim 3-morfizmom. Zapremine su oznacene
elementima grupe [ € L.

Za svaku zapreminu, podelimo granicu na dve povrsine, pri ¢emu je izvorna povrsina ozna-
¢ena sa 05 (I) = hy i ciljna povrsina oznacena sa 93 (I) = hy. Na zajednitkoj granici povrsine
izvora i mete biramo dve referentne tacke i delimo granicu na dve krive, pri ¢emu je izvorna
kriva oznacena sa 0, (I) = g; i ciljna kriva oznacena sa 95 (I) = g, kao &to je prikazano na
dijagramu ispod,

AN LT

S
S

g2 g2

tako da element [ € L zadovoljava relaciju:
§(1) = hoht. (2.99)

Orijentacija zapremine se moze obrnuti, pri ¢emu je zapremina promenjene orijentacija
ozna¢ena inverznim elementom [~!,

g1

[ ] “hl [ ] ; [ ] “hz [ ] s

92 g2

>
),

S
S
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dok promena orijentacije krivih i povrSina dovodi do povrsinskog elementa oznacenog sa [ =
—1
g, >

[
Tlohie = e gy '>ha @ .

91"
—1 —1
g
Da bismo definisali kada su elementarne zapremine kompozibilne oznac¢imo izvor i metu
k-strelice (k = 1,2,3) 3-morfizma [ kao 9, (1) i 9; (1), respektivno.
Kompozicija 3-morfizama prema gore

e Kompozicija dva 3-morfizama prema gore daje 3-morfizam, kada su oni kompozibilni,

odnosno kada 95 (I;) = 95 (l5),

g1 g1 g1 g1
/\h/\b/\ SN w0\

ye “hl or = ye “hz o = ye “h:; or = ye “hl or = ye “hg or |

odnosno za dva 3-morfizma (g1, hi, 1) 1 (g1, ha, l2) vazi:
(91, ha, l2)#3(g1, by 1) = (g1, b, loly) - (2.100)

e Komporzicija 3-morfizama prema gore je asocijativna operacija, odnosno za lq,ls,l3 € L
koji zadovoljavaju 95 (I3) = 05 (I2) 1 95 (I3) = 95 (I2),

g1 g1 g1
O\ kb 71\ b VAT N N
ﬂln o = “/h3 ° Hh;; ° = ° ﬂhl e = e ﬂhg e = e Hh;; °
N N \g/ \g/
2 2
formalno zapisano:
(91, hs, 13)#3(g1, ha, l2ly) = (g1, o, I3l2)#3(91, ha, 1) - (2.101)

e Za svaki element h € H postoji 3-morfizam koji je identitet za kompoziciju 3-morfizama
prema gore:

O O
0ﬁh°3°ﬂh°-

Vertikalna kompozicija 3-morfizama

e Vertikalna komporzicija dva 3-morfizama, kada su oni kompozibilni, odnosno kada je

Iy (I) = 05 (lp),

g1 g1
AT
yo <——or = Yo <~—— or

g2

yo&ox =4 yoLox

g3 g3
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daje 3-morfizam:

g1 g1
/\ lzhgb’h /\
ye “hzhl or = ye ﬂé(lahw’ll)hzhl or .

g3 g3

Formalno zapisano, vertikalna kompozicija (g1, h1,11) 1 (g2, ho,l2) daje 3-morfizam:
(92, ha, l2)#2(91, has 1h) = (g1, haha, lahy ' 1) . (2.102)

Vertikalna kompozicija je asocijativna operacija, odnosno za li,ls,l3 € L za koje je

Iy (I) = 05 (I2) i 05 (Io) = 05 (Ih),

g1 g1
g T~ h g T~

ye or = ye o
g2 g2
I
93 g3
ls
Yo T Z Y T
g1 g1
vazi:
(g3, b3, l3)#2(g1, hohy, loho " 11) = (g2, hshe, lshs " lo)#2(g1, ha, 1) - (2.103)

Dokaz. Ovu jednakost dokazujemo sli¢nim postupkom kao u (2.25). Leva strana jednacine
(2.103) daje:

(93, hi3; 13)#2 (g1, hoha, lahy &' 1) = (g1, hshahy, lshs &' (l2hy ' 1)) . (2.104)
Desna strana jednacine (2.103) daje takode

(g2, hsha, l3hs >’ la)#2(91, h, 1) = (g1, hahoha, s hs >’ Iy (hshs) >’ L)
= (91, hahohy, I3 hs " lg hy & (hy " 1)) (2.105)
= (g1, hshohy, I3 hs > (I ho >’ h)),

primenom Leme 2. Ovim smo dokazali jednakost (2.103). m

Kompozicija 3-morfizama je invarijantna na redosled vrSenja vertikalne kompozicije 3-
morfizama i kompozicije 3-morfizama prema gore, odnosno vazi:

((gzah/g,lé)#?)(gmhmlz))#2 ((917}1/171/1)#3(91,/11,11)):((gzahéalé)#z(ghhﬁali))#3((927h2,l2)#2(917h1711)),

(2.106)
Sto se lepo vidi u dijagramskoj notaciji, gde dijagram oblika
g1 g1 91
SN n SN g N
ye < —ex = ye < —eor = ye < —eox
92 b2 92 b 92
yo <——eor = ye<——eor = Yo <——ex

g3 g3 g3
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jednozna¢no odreduje 3-morfizam.

Dokaz. Dokazimo jednakost (2.106). Leva strana jednacine je jednaka:

(g2, hy, 15)#3(g2, ha, 1)) #2 (g1, By, 1) #3 (g1, by 1)) = (92, ho, Blo) # (g1, b, 1)
_ (91, hohy, Uyl hy > (lill)) :

(2.107)
Desna strana jednacine (2.106) je jednaka:
(g2, 1) #2(g1,0,11)) #3 (92,2, lo) 2 (g1,h1,10) ) = (g1, By R R "1) #3 (91, ho b Lo ho >l )

= (g,hohy Iyl 1ol ) (1lL=6(1)hs)
=(g1.hahy 1y (5(1) b)) T oLy ) (Lema 1)
=(g1,hah1,l50(l2)>" (hat>"1}) o hot>"ly ) (Pajferov id.)
=(g1,hah,llo(hot>"1))15 s ho>"11 ) (I3 'lo=e)
:(g Joh Ly lohot>"1] hol> ll) (Lema 2)
= (g1, hahy Lo (1411))).

(2.108)

Ovim smo dokazali jednakost (2.106). m

Kompozicija 3-morfizma i 1-morfizma

e Nadovezivanje je nacin na koji se vri kompozicija 3-morfizma [ i 1-morfizma ¢; koji se
nalazi sa leve strane, tj. kada je 0] (1) = 9y (¢91):

H

g1 g1
Z0 <—— e “hlox = ze<—ye |hep .

92

/ /

9o 92

Ovako formiran 3-morfizam naziva se nadovezivanje 3-morfizma [ i 1-morfizma g; sa leve
strane ¢1#1l, osnosno 3-morfizam [ prosiren sa leve strane sa l-morfizmom g;. Ova
kompozicija formirana je kao (g1, 1,,)#1(g2, h1,1)

91 92 91 92
INSTIN 0 I
ze |lgye (b ex = ze |lpye |, ex =
g1 gh g1 g4
9192 9192
/\ ol /\
ze “91>h1 or = ze “g1>h2 oL |
9195 9195
odnosno formalno zapisano:
(91, Lg)#1(92, 1, 1) = (9192, 91 &> b, g1 > 1) (2.109)

e Na slican nac¢in mozemo formirati i nadovezivanje 3-morfizma [ i 1-morfizma go sa desne
strane, kada je 0y (1) = 8} (g2), osnosno 3-morfizam [ prosiren sa desne strane sa 1-

morfizmom gs,
g1 g1
AN "
ze |y oy<——e0r = zeo |h)ey<——er ,

! !

91 91
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koju formiramo kao (g1, k1, 1)#1(92, 14,),

ze hi Y®

AN,
WAL

tj. formalno zapisano:

(917 h17 l)#l(y% ]-gz) -

Kompozicija 3-morfizma i 2-morfizma

lg0exr = ze

hy Y@ lg,0r =

ANON
AL

(9192, b1, 1) - (2.110)

e Nadovezivanje 3-morfizma [ i 2-morfizma hy sa gornje strane, odnosno 3-morfizam [
prosiren sa gornje strane sa 2-morfizmom hy, kada su oni kompozibilni, odnosno kada

05 () =

g1

SN

yo < —or =

1n
92 2
Yo <——er =

N
g3
koja rezultuje 3-morfizmom:
g1
, /“\

g3

Formalno zapisano:

(g1, b1, D)#2(g2, b, 11,) =

0y (hg), posmatramo kao vertikalnu kompoziciju (gi, by, 1) i

haohi or =

(,927 h27 1h2)

g1

/N

y.T.ZL’

y.-g;.{ﬂ

N

g3

Y

g1
ye ﬂé(hZD/Z)hzhl or .
93

(91, hah, ho 1) (2.111)

e Nadovezivanje 3-morfizma [ i 2-morfizma h, sa donje strane, odnosno 3-morfizam [ prosi-
ren sa donje strane sa 2-morfizmom h;, kada su oni kompozibilni, odnosno kada 95 (1) =

Oy (hy), posmatramo kao vertikalnu kompoziciju (gy, hy, 1p,)

g1

m Lny

ye <, —eor =

l
yo&ox =

N

g3

1 (92,h2>l)

g1

/4N

yOTOZL’

92
o <—0

N2

g3

)
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koja rezultuje sa 3-morfizmom:

g1 g1
/_\ l
ye “thl or = ye ﬂ5(l)h2h1 or .
g3 g3
Formalno zapisano:
(gl7h1a1h1)#2(927h2al) = (glathlal)' (2112)

2.3.4 Horizontalna kompozicija 2-morfizama - izmenski 3-morfizam

e Horizontalna kompozicija 2-morfizma hy i ho kada vazi 0y (hy) = 9f (hy) daje izmenski
3-morfizam™.
g1 g2
/\ /_\
ze I ye Jpa oz
\_/ \_/

9 95

Kompozicija rezultuje 3-morfizmom, ¢iji je izvor 2-morfizam

95 (1) = ((91, h1)#19§)#2(91#1(927 h2)) )

a meta 2-morfizam

95 (1) = (91#1(g2, h2)) #2((g1, h1)#192)

g1 g2 9192 9192
/\ l
ze I ye o oz = ze higi>hy O = Z® g\>hahi O
/ /
9 %2 9195 9195

Formalno zapisano:

(91, h1)#1(g2, ha) = (9192, higi > ha, 1) . (2.113)

U jednacini (2.113) 3-morfizam [ jednak je Pajferovom podizanju {h, g1l>h2};f1. Koristeci
identitet (2.99), dobijamo:

(0(h1)g1) > hahy = 6(1)h1 (g1 > ha) . (2.114)

Koristeci definiciju Pajferovog komutatora, tj. identitet (2.55) i prvu osobinu 2-ukrstenog
modula, tj. 0({h1, ha}p) = (h1, he)pe, dobijamo da je 3-morfizam [:

6(1)~ = hugr > hahi (0(h1)gr) > ha ™" = (h1, g1 > ho)pr = 6({h1, 91 > ho}p) . (2.115)

e Horizontalna kompozicija vertikalne kompozicije 2-morfizma hy i b i 2-morfizma hy sa
desne strane, kada su kompozibilni, tj. kada je 0y (hy) = 9; (h}) = 0] (ha) 1 05 (hy) =
9, (M),

g1
m/\

g2
e<~—"— Yo UhQ or

\ﬂh,l/ \_,/
g7 %

Y

Yeng. the interchanging 3-arrow.
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dobija se kao izmenski 3-morfizam (gy, hhy)#1(g2, he),

g1
g2

=~
ze “h’lhl y'\b o = (g1, h1hi)#1(g2, ha) = (9192, hihigy > ha, 1) .
7 9
91
U prethodnoj formuli [ = {h}hy, g1 > hg};fl, gde je povrsina h{hig; > hy izvor, a povrsina
g{ > hoh! hy meta 3-morfizma.

e Horizontalna kompozicija vertikalne kompozicije 2-morfizma hs i b, i 2-morfizma h; sa leve

strane, kada su kompozibilni, tj. kada je 0] (hy) = 0] (k) = 07 (hy) i O (he) = 05 (hY),

ze I ye~—"7——1xe |
h/
- \_y
91
g5

dobija se kao izmenski 3-morfizam (gy, h1)#1 (g2, hhhs),

g2
g1
] T~
“/hl ye “héhz oz = (g1, h1)#1(92, hlgh2) = (9192, high > (hlgh2), l).

ze

7

1
p)

U prethodnoj formuli [ = {hy, g1 > (h/ghg)};fl, gde je povrSina hyg; > (hhhe) izvor, a
povisina g; > (hbha)hy meta 3-morfizma.

2.3.5 3-koneksija i 3-krivina

Neka su g, h i [ Lijeve algebre koje odgovaraju grupama G, H i L. Mozemo definisati 3-
koneksiju, uredenu trojku (c, 3, v), gde su diferencijalne forme elementi algebre e € A'(My, g),
B e A2 (My,h) iy e A3(My, ). Odgovarajuca lazna'® 3-krivina (F ,G ,H) se definise kao:

— — — > -
F=datanra-08, G=dB+aA”B-dy, (2.118)
H=dy+aA"y+ A3,

Primetimo da je koneksija v diferencijalna 3-forma, odnosno da je njena odgovarajuca jacina
polja ‘H diferencijalna 4-forma, $to povlac¢i da prostorvremenska mmnogostrukost M za koju

15Pravimo razliku izmedu 3-krivine i lazne 3-krivine. Obi¢na 3-krivina, uredena trojka (F, G, H) za koneksiju

a € Al(g, My), B € A%(h, My) i v € A3(I, M) definiSe se na standardan nacin:
F=da+aAa,
G=dB+an® B, (2.116)
H=dy+anA"~.

Lazna 3-krivina, uredena trojka (F,G,H) ima dodatne ¢lanove i definisana je kao:
F=F—-0p,
G =G -6y, (2.117)
H=H+pA 8.
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definiSemo 3BF' dejstvo mora biti najmanje 4-dimenzionalna. Ako uporedimo definiciju 3-
krivine u 3-gejdz teoriji sa definicijom 2-krivine u 2-gejdz teoriji, primec¢ujemo da je krivina G
definisana sa dodatnim ¢lanom!©.

Krivine mozemo raspisati u bazisima odgovarajucih algebri i diferencijalnih formi:

1 1 1
.7::§fau,ﬁadx“/\dx”, g:§gawptadx“/\dm”/\dxp, ?—[:ZHAW,)UTAdx“/\dx”/\dxp/\dx”,

| = | A |

Ovaj kocka predstavlja 3-morfizam

16Posmatrajmo zapreminu V:

Vi =5, (2.119)

gde su ¥ i 3o 2-morfizmi prikazani na slici. Zelimo da izracunamo:
hol(V) : hol(¥1) — hol(X5). (2.120)

Holonomija hol(V') zavisi od 3-koneksije v. Njen izvor i meta zavise samo od 2-forme /. Dobra definisanost
izvora i mete 3-morfizma V osigurava se vezom izmedu 2-koneksije 5 i 3-koneksije 7. Sa jedne strane, imamo
da je:

hol(S1) = Pexp (/E ﬁ) . hol(3) = Pexp (/E 5) . (2.121)

Takode, znamo da je 3-morfizam [ : hy — hy odreden elementom [ € L takvim da hy = §(I)hy. To znaci da je
3-morfizam hol(V') : hol(¥;) — hol(X2) odreden elementom ! € L, pri ¢emu

Pexp </Z 5) = 5(1) Pexp </Z 5) , (2.122)

6(1) = Pexp (/@V B) ; (2.123)

gde je grani¢na povrSina zapremine 0V = Engl. Imajuéi u vidu da je kvadrat mali i koriste¢i Stoksovu

teoremu dobijamo:
Pexp (/ ﬁ) A exp (/ G) . (2.124)
av 1%

Sa druge strane, 3-morfizam [ izrazen preko 3-forme ~ je:

I ~ exp (/V 7> . (2.125)

Da bi ovi izrazi bili jednaki potrebno je da vazi jednakost

e ([ ) =ew ([ 6). (2.126)

d(v)=G=dB8+aAnp. (2.127)

odnosno

odnosno:
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gde su koeficijenti:
Fu = 0,0%, = 0,0%, + f3,°0" a7, — B,0.%
G o = 0uB%p + 0B + 0pB s + A% B a® + %08 > ar® + %8> — Y 04
H oo = 07 voo — Oy pon + 07 o — 0oy
+ 280 8% 00 Xty — 28% 108 o Xty ™ + 28%0 B0p X ary”
+ Oéau’YBupUDaBA — Oéau’VBpau|>aBA + Oéap’YBa;wDaBA — OCQU’YBW,DDQBA

pogledati [17], [18] za viSe detalja.

Transformacije 3-koneksije i 3-krivine

U teoriji kategorija, 3-grupa daje tri tipa gejdz transformacija generisanih grupama G, H i L.
Pri G-gejdz transformacijama, 3-koneksija se transformise na sledec¢i nacin,

o =gagt+gdg”t, B =g>p, N =g, (2.128)

gde je g : My — G element G-glavnog raslojenja mnogostrukosti My. Zatim, pri H-gejdz
transformacijama, generisanih elementom n € A'(M,,h), 3-koneksija se transformise po za-
konu transformacije:

o' =a+0n, B=p+dn+a A" n—nAn, V=g AU p—n AL B (2.129)

Na kraju, pri L-gejd7 transformacijama, generisanih sa 6 € A*(My,[), 3-koneksija se trans-
formise po zakonu transformacije:

o =a, B =p—450, v =y—dfd—a A" 0. (2.130)

Teorema 5 Kompozicija G-gejdz, H-gejdZ i L-gejdZ transformacija dovodi do transformacije
3-koneksije:

a=gag ' +gdg" +9(n),
B=gB+dp+aA"n—nArn—ad), (2.131)
F=goy—dd—and—B AU n—n A (g 8)+n A0,

gde su g : My — G, n € AY(My,b) i 0 € A2 (My,) redom parametri G-, H- i L-gejdz
transformacija.

Na osnovu transformacija 3-koneksije, dobijamo zakon transformacije 3-krivine definisane
izrazom (2.118) pri 3-gejdz transformacijama.

Teorema 6 Pri G-gejdz transformacijama 3-krivina (F,G,H) se transformise na sledeéi nacin
F = gFg ', g—gr> G, H—=>9g>H, (2.132)
pri H-gejdz transformacijama na sledeéi nacin
F— F, G—>G+FA"n, HoH—G AN np+en Al g, (2.133)
a pri L-gejdz transformacijama kao:
F = F, Gg—g, H—-H—-FA0O, (2.134)

gde su g : My — G, n € A (My,b) i 0 € A2 (My, ) redom parametri G-, H- i L-gejdz
transformacija.

Za vise detalja i dokaze ovih teorema pogledati [18], odnosno dodatak A.
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Glava 3

Hamiltonova analiza

Hamiltonova analiza teorije je neophodan prvi korak kanonske kvantizacione procedure koju je
formulisao Pol Dirak za Hamiltonove sisteme sa vezama [31]. Ova procedura nam dozvoljava
da formuliSemo kvantnu teoriju za sisteme koju poseduju gejdz simetriju. Ovaj pristup moze
se podeliti na dva glavna koraka.

1. Prvo, neophodno je izvrsiti Hamiltonovu analizu sistema, ¢iji je rezultat algebra veza prve
klase i veza druge klase prisutnih u teoriji. Veze prve klase generisu nefizicke transforma-
cije dinamickih varijabli, gejdZz transformacije, koje ne menjaju fizicko stanje sistema.
Veze prve klase F' i veze druge klase S, zajedno definisu potprostor I'* faznog prostora I'
dimenzije

2n =2N — (2F + 5), (3.1)
u kome se odigrava dinamika nezavisnih stepeni slobode.

U ovom poglavlju predstavljene su osnovne ideje Dirakovog metoda. Zatim, prikazan je
kratak pregled sistemskog pristupa konstrukciji generatora gejdz transformacija na osnovu
poznate Hamiltonove strukture — Kastelanijeve procedure.

2. Prelaz sa klasi¢ne na kvantnu teoriju sa gejdz stepenima slobode u koordinatnoj repreze-
ntaciji postize se na sledeé¢i nacin:

e Dinamicke varijable koordinata i njihovih kanonskih impulsa postaju operatori:
q(z) = q(z),
m(x) = 7 (x);

e Zatim, pomoc¢u Poasonove zagrade uvede se Dirakova zagrada { , }p, ¢ime se iz
teorije eliminisu veze druge klase, ukoliko ih ima u teoriji;

e Zatim, Dirakova zagrada operatora q i w, tzv. Hajzenbergove algebre, postaje komu-
tator:

{g(z), m(2)} = —ilq(x), 7(2)];

e Veze prve klase postaju uslovi na fizicka stanja:

®ly)=0.

Ovi uslovi su analogni Gupta-Blojlerovim uslovima iz kvantne elektrodinamike.

41
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3.1 Lagranzev i Hamiltonov formalizam

U ovom odeljku prikazan je kratak osvrt na Lagranzev i Hamiltonov formalizam. Neka je n
broj stepeni slobode nekog fizickog sistema, koji predstavlja minimalan broj veli¢ina potrebnih
da se potpuno opiSe polozaj svih Cestica, odnosno konfiguracija sistema. Lagranzeva funkcija,
ili Lagranzijan je funkcija oblika:

L(q1a"'7QN7q.17~--7q}V7t)a (32)

gde su veli¢ine ¢; 1 ¢;, © = 1,..., N, generalisane koordinate i njihovi vremenski izvodi. Hams-
ltonovo dejstvo je po definiciji jednako:

to
S:/ dt L(q1, - qn, G1y -« qN, T) - (3.3)
t1

Ako na posmatrani fizicki sistem deluju samo potencijalne sile i ako se u Lagranzijanu pojavljuju
samo prvi izvodi generalisanih koordinata po vremenu, Ojler-LagranZeve jednacine kretanja
imaju oblik

605 doL 0oL

6¢;  dtog Ogqi
gde je % funkcionalni izvod dejstva po generalisanoj koordinati ¢;. Jednacine kretanja su
posledica Hamiltonovog principa najmanjeg dejstva. Ojler-Lagranzeve jednac¢ine mozemo napi-
sati u obliku

i=1,....N, (3.4)

O*L . 0L 0L

—; = - — qi s =1,...,N, 3.5
94,04, T Ogi 94;0q; ’ (3:5)
gde je matrica 821_28qu Hesijan Lagranzijana L. Ako je Hesijan invertibilan, tj.
’ 0?L >
det HY = det —— | #£0, 3.6
<3%‘3q]‘ (36)

jednacine (3.5), ako su zadovoljeni uslovi egzistencije i jedinstvenosti resenja sistema diferenci-
jalnih jednacina, a za date inicijalne uslove, mozemo resiti po ubrzanjima ¢;. Ovakve teorije
nazivamo nesingularnim. Kazemo da je teorija singularna ako uslov (3.6) nije zadovoljen, tj.
ako je

det HV = 0. (3.7)
Kanonski impulsi su definisani na sledec¢i nacin:

P =n(q) = gL i=1,...,N. (3.8)
4i
U ovom trenutku mozemo da preformuliSemo definiciju nesingularne teorije — vidimo da Hesijan
mozemo izraziti kao , pa uslov (3.6) moZemo razumeti kao zahtev da se brzine ¢; mogu izraziti
kao funkcija generahsémh koordinata i njihovih kanonskih impulsa.
U slucaju nesingularne teorije, definisemo Hamiltonijan,

H:Zpiqi—L. (3.9)

Jednacine kretanja u Hamiltonovom formalizmu su:

. OH OH
= = —— i =1,...,N. 3.10
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Poasonova ZCLgT’CLdG funkCija f = f<QI7 s 7QN7Q17' e 7q1V7t> 1 g = g(Qlu s 7q1\/'7q'17' ce 7q1\/7t) .je
definisana na sledec¢i nacin:

 ~~[(0f 09 0g0f
{f.9} = 2; <8q,~ S 3pi8_qi) . (3.11)

=

Koristeé¢i Poasonovu zagradu, definiSemo vremensku evoluciju proizvoljne funkcije f na faznom
prostoru

df of
— = H} +— 3.12
L= nm S (3.12)
pa Hamiltonove jednacine kretanja mozemo napisati u obliku:
p={p, H}, ¢G={¢,H}, i=1,....N. (3.13)

Definicije date u ovom odeljku pravolinijski se generalizuju na slucaj teorije sa beskonac¢no
mnogo stepeni slobode. U slucaju teorije koja opisuje polje ¢* u prostorvremenu ¢ije su koo-
rdinate x*, gustina LagranZijana L je funkcija oblika:

L= [ ®aren0,6), (3.14)
X3
pa dejstvo definiSemo na sledeéi nacin:

S = /d% L(¢%,0,0%). (3.15)

Kanonski impulsi su u ovom sluc¢aju funkcije koordinata

oL
p*(z) = m(¢a) = — : (3.16)

0o ()

a Hamiltonijan:
H= [ &% [Z p*(x) ¢a(ac)] — L. (3.17)
23 o

U ovom odeljku napravili smo kratak pregled Lagranzevog i Hamiltonovog formalizma, pri
¢emu smo naSu paznju ogranic¢ili isklju¢ivo na nesingularne teorije, tj. one koji ispunjavaju
uslov (3.6). U narednom odeljku razmatracemo singularne teorije.

3.2 Sistemi sa vezama

Singularne teorije se odlikuju prisustvom redundantnih stepeni slobode u fizickom sistemu, t;j.
postojanjem dodatnih, nefizickih varijabli u dejstvu, tako da je ukupan broj varijabli u teoriji
veéi od broja varijabli koje opisuju fiziku sistema. Za analizu ovih fizickih sistema neophodna
je Hamiltonova analiza sistema sa vezama, tj. Dirakova procedura.

3.2.1 Dirakova teorija
Primarne veze

Ako nije moguce invertovati relacije (3.8) i izraziti brzine kao funkcije generalisanih koordinata
i njihovih konjugovanih impulsa, tj. ako je zadovoljen uslov (3.7), teorija je singularna. Sve
relevantne fizicke teorije, kao $to su Standardni Model elementarnih cestica i OpSta teorija
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relativnosti, spadaju u ovu klasu. Singularne teorije odlikuje postojanje seta relacija izmedu
varijabli i impulsa, koje nazivamo primarnim vezama

P.(q,p) =0, m=1,...,P, (3.18)
gde P predstavlja ukupan broj primarnih veza u teoriji, a znak ~ obelezava slabu jednakost!.
Iz jednadine (3.8) dobijamo oblik primarnih veza:

oL

m(qi) — 5o (3.19)

P(Qi)

Primarne veze odreduju potprostor I'; ukupnog faznog prostora I' u kome se odigrava dinamika
sistema. Primarne veze P,, ne moraju biti sve medusobno nezavisne. Ako je broj nezavisnih

primarnih veza P’ < P, onda je dimenzija faznog potprostora 2N — P’. Tada je Hesijan %
10q;
matrica ranga N — P’.
Kanonski i totalni Hamiltonijan
Definisemo kanonski Hamiltonijan
N
Ho=> p'g—L, (3.20)
i=1

koji je dobro definisan na povrsini odredenoj primarnim vezama. U slucaju singularne teorije
definiSemo totalni hamiltonijan koji je definisan na celom faznom prostoru I'

Hy = HC+Z NP (3.21)

gde su A™(q) proizvoljni Lagranzevi mnozitelji. Jednacine kretanja za kanonske varijable i
njihove impulse dobijene totalnim Hamiltonijanom

: OHr . OHr ,
P = — , P = , =1,...,N, 3.22
Y 9q; " o, ' (3.22)
primenom jednacine (3.21) postaju:
0H, oP,, . OH., oF, ,
= — s — A = amZm —1,....N. 3.23
Y 9q; 9q; ! Op; " opi ' (3:23)

Ako je A(q, p) neka proizvoljna dinamicka varijabla u teoriji, njena jednacina kretanja je

0A. 0A

A= "G+ =—pi, 3.24
9.9t 3,P (3.24)
pa primenom jednacina (3.22) dobijamo:
0AOHy 0AOH
A L = {A Hy}. (3.25)

94; Op; 9q; Ig;
Neka je F(q,p) funkcija koja je definisana i diferencibilna u okolini O C T koja sadr#i podprostor I';. Ako
je funkcija F(q,p) na I'y jednaka nuli, kazemo da je F' slabo jednaka nuli:

F(g,p)=0 <« F(gp)r, =0.
Ako su funkcija F' i svi njeni prvi izvodi jednaki nula na I'y, kaZemo da je jako jednaka nuli:

O0F(q, 0F(q,
F(q,p)=0 < F(q,p)lr, = %\rl = %\m =0.
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Uslovi konzistentnosti 1 sekundarne veze

Uslovi konzistentnosti primarnih veza zahtevaju da primarne veze budu sa¢uvane tokom di-
namicke evolucije sistema:

P(q)={P(q:), Hr} =~ 0. (3.26)
Uslovi konzistentnosti rezultuju u jednom od tri ishoda.

1. Poasonova zagrada (3.26) jednaka je nekoj linearnoj kombinaciji primarnih veza, pa kao
takva je slabo jednaka nuli — uslov konzistentnosti je automatski zadovoljen.

2. Uslovi konzistentnosti rezultuju u dobijanju sekundardnih veza u teoriji:

S(q) ={P(a), Hr} =0. (3.27)
Sekundardne veze koje su se pojavile u teoriji takode moraju da zadovolje uslove konzi-
stentnostu: .

S(g:) ={S(a), Hr} = 0. (3.28)

Uslovi konzistentnosti sekundarnih veza mogu dovesti do pojave novih veza u teoriji —
tercijarnith veza. Tada moramo zahtevati da tercijarne veze ostaju nepromenjene, tj.
da zadovoljavaju uslove konzistentnosti, Sto takode rezultuje nekim od ovde navedenih
ishodom. Ovaj proces se nastavlja sve dok uslovi konzistentnosti ne prestanu da uvode
nove veze.

3. Konacno, uslovi konzistentnosti mogu odrediti neke Lagranzeve mnozitelje A™.

Zajedno P primarnih veza P(q,p) i K novih veza S(q, p) (sekundarnih, tercijarnih...), dobijenih
uslovima konzistentnosti, ¢ine skup svih veza u teoriji:

dm(q,p) =0, m=1,...,PP+1,..., P+ K. (3.29)

MoZe se pokazati da je neka funkcija na faznom prostoru F'(gq, p) slabo jednaka nuli, ako i samo
ako je jednaka linearnoj kombinaciji veza:

Fr0 & F=> \"¢p.

Primenom definicije totalnog Hamiltonijana, uslovi konzistentnosti za sve veze u teoriji
postaju:

{Gm, He} + > X" { G, ¢ } = 0. (3.30)

Neka je L broj uslova konzistentnosti koji nisu automatski zadovoljeni, tj. koji nameéu ogra-
ni¢enja na Lagranzeve mnozitelje. Tada sistem od L diferencijalnih jednacina (3.30) mozemo
resiti po A"

T =TT W (V" (3.31)

gde su v(t) arbitrarne funkcije vremena, V™ homogeni

DD OV { b, b } 20, (3.32)

i U™ partikularni deo reSenja sistema diferencijalnih jednacina. Dakle, zakljuu¢ujemo da u
totalnom Hamiltonijanu postoje proizvoljne funkcije vremena. Na kraju, primetimo da, kako
su funkcije v%(t) proizvoljne funkcije vremena, vazi relacija:

STV by b } 2 0. (3.33)
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Veze prve i veze druge klase

Dinamicka varijabla R(q, p) je prve klase ako njene Poasonove zagrade sa svim vezama u teoriji
slabo nestaju:

{R(q;p); dm(a,p)} = 0.

Kao i svaka funkcija koja je slabo jednaka nuli, ova Poasonova zagrada je jednaka linearnoj
kombinaciji veza. Mozemo primetiti, na osnovu ove definicije, da je totalni Hamiltonijan Hp
veli¢ina prve klase. Ako promenljiva R(q, p) nije prve klase, ona je druge klase. Dok je razlika
izmedu primarnih i sekundarnih veza od malog znacaja za Hamiltonovu analizu, razlika izmedu
veza prve i veza druge klase je sustinska za dinamicku interpretaciju veza u okviru Hamiltonove
teorije. Veze prve klase su definisane jednacinom,

{®(q,p), dm(a,p)} =0, (3.34)

dok veze druge klase zadovoljavaju uslov

{x(a,p), dm(q,p)} # 0, (3.35)

gde su ¢,,(q, p) sve veze, primarne i sekunardne (tercijarne ako postoje itd), u teoriji.

Na kraju prethodnog dela zakljucili smo da u totalnom Hamiltonijanu figuriSu proizvoljne
funkcije vremena v*(t). Prisustvo ovih proizvoljnih funkcija u Hamiltonijanu, pa time i u
jednacinama kretanja i njihovim reSenjima, znaci da varijable (¢(t), p(t)) ne mogu biti jedno-
zna¢no odredene pri poznatim pocetnim uslovima (¢(t = 0), p(t = 0)). Ako varijable (q(¢), p(t))
ne mogu biti jednoznacno odredene u svakom trenutku, zna¢i da nemaju direktnu fizicku inte-
rpretaciju, tj. to nisu fizicke varijable u teoriji. Neka je f neka varijabla u teoriji, njena
dinamicka evolucija je:

f(0t) = f(t=0)+dt f
(t=0)+ot{f Hr}

f
f(t=0)+6t{f, H.} +5t2 U™ { f, bm} +6t2 Z OV {f omb  (3.36)

f(t=0)+dt{f H'} + ot Zv (t) {f, b},

a

gdesu H' = H.+) . U"¢pmipe =2, V"¢, Naosnovu ¢injenice da je totalni Hamiltonijan
veli¢ina prve klase i na osnovu relacije (3.33) zaklju¢ujemo da su i veli¢ine H' i ¢, prve klase,
tj. da njihove Poasonove zagrade sa svim vezama u teoriji slabo nestaju. U poslednjem ¢lanu
u izrazu (3.36) figurisu proizvoljne funkcije vremena, pa stoga funkcija

filot) = f(t=0)+ot{f H'},
i funkcija

f2(0t) = f(t = 0) + ot {f, H'} + 6t Zv ) {f,ba}

odgovaraju istom fizickom stanju. Transformacija

5f<5t>=6t2 t){f, ba} = Z t){f, ba} (3.37)

je nefizicka. Dakle, zaljuc¢ujemo da primarne veze prve klase ¢, generisu nefizicke transformacije
dinamickih varijabli koje ne menjaju fizicko stanje sistema — gejdz transformacije.
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Kako je uzastopna primena, kao i razlika, dve nefizicke transformacije takode nefizicka trans-
formacija,

01(02f) = 82000f) = 32, €1 ()e3(t) ({{F, dab, du} — {{f do}, 0a}) = 220y €4 (D)5(8) {f, {a, B3},

zaklju¢ujemo da je Poasonova zagrada dve primarne veze prve klase {¢,, ¢} takode generator
nefizickih transformacija. Ova Poasonova zagrada svakako mora biti jednaka nekoj linearnoj
kombinaciji veza, pa mozemo ocekivati da u njoj figurisu i sekunarne veze. Ove sekundarne
veze su prve klase, jer Poasonova zagrada veza prve klase daje vezu prve klase. To znaci da
oc¢ekujemo da su neke sekundarne veze prve klase generatori nefizickih transformacija u teoriji,
a u narednom delu ¢emo demonstrirati da ovo vazi za sve veze prve klase.

Fizicke informacije o sistemu u nekom proizvoljnom trenutku ¢ mogu se dobiti iz funkcija
koje su definisane na potprostoru IV ukupnog faznog prostora I', definisanim vezama u teoriji
- tj. iz fizickih observabli u teoriji.

Veze druge klase i fizicke observable u teoriji

Neka su @ veze prve klase u teoriji, f = 1,..., F, i x, veze druge klase, gde je s = 1,...,S.

Kako su veze x, druge klase, matrica A,s = {x;, xs} je nesingularna i dakle invertibilna. Kako

svaka antisimetri¢na matrica od neparane dimenzije ima determinantu jednaku nuli, a matrica

A, je antisimetri¢na i invertibilna, zaklju¢ujemo da broj vaza druge klase mora biti paran.
Mozemo definisati novu Poasonovu zagradu — tzv. Dirakovu zagradu

{f,9}p ={f, 9} —{f x»} A Hxs 9}, (3.38)

koja je, kao i Poasonova zagrada, antisimetri¢no bilinearno preslikavanje. Na osnovu definicije
vidimo da je Dirakova zagrada bilo koje veze druge klase sa proizvoljnom promenljivom jednaka
nuli:

{Xmghf—{mdﬁ_{MmM}A;%Xmg}—{Xmg}_AmA%%Xmg}—{Xmg}_%deg}—Oj
(3.39
Dakle, nakon konstrukcije Dirakovih zagrada veze druge klase postaju jako jednake nuli, a
jednacina kretanja za proizvoljnu varijablu g u teoriji je:

Razlika izmedu veza prve klase i veza druge klase definisana je uz pomo¢ Poasonove zagrade,
jedna¢inama (3.34) i (3.35). Jednom kada uvedemo Dirakovu zagradu, prestaje potreba za
koris¢enjem Poasonovih zagrada — veze druge klase postaju jake jednakosti i celokupna teorija
se moze formulisati u terminima Dirakovih zagrada. Kao Sto smo videli, prisustvo veza druge
klase znac¢i da postoje dinamicki stepeni slobode u teoriji koji nisu od znacaja. Eliminisanje
ovih varijabli se postize definisanjem Dirakove zagrade koja se odnosi samo na fizicki relevantne
stepene slobode. Ipak, u praksi u teorijama koje poseduju veliki broj veza druge klase to moze
biti izuzetno tesko.

Broj stepeni slobode

U opstem slucaju, za N inicijalnih polja u teoriji, F' nezavisnih veza prve klase i S nezavisnih
veza druge klase, broj lokanih propagirajucih stepeni slobode dat je relacijom:

n:N—F—g. (3.41)



Glava 3. Hamiltonova analiza 48

Jednacina (3.41) je posledica ¢injenice da je postojanje veza druge klase S ekvivalentno
is¢ezavanju S/2 kanonskih koordinata i S/2 njihovih impulsa. Postojanje F' veza prve klase
u teoriji je ekvivalentno nestajanju F' kanonskih koordinata, a kako veze prve klase generisu
gejdz simetrije, mozemo nametnuti /' uslova za fiksiranje gejdza za odgovaraju¢ih F' kanonskih
momenata. Prema tome, postoji 2N — 2F — S nezavisnih kanonskih koordinata i momenata i
stoga je 2n = 2N — 2F — S, §to dovodi do jednacine (3.41).

3.2.2 Generator gejdz transformacija

U ovom delu prikazac¢emo algoritam za konstruisanje generatora gejdz simetrija u teoriji — tzv.
Kastelaniyjevu proceduru.

Razmotrimo sistem koji je odreden ukupnim Hamiltonijanom Hp i kompletnim skupom
veza u teoriji ¢, gdejem =1,... . M, M +1,...,M + K. Neka je (q(t),p(t)) neka trajekto-
rija u faznom prostoru odredena parametrom ¢, pri ¢emu pocetna tacka (¢(t = 0),p(t = 0))
lezi na hiperpovrsi odredenoj vezama. Jednacine kretanja dobijene totalnim Hamiltonijanom
(3.22) nemaju isti oblik kao jednacine kretanja dobijene primenom (3.10), ali je njihova razlika
nefizicka. Primenom jednacine Hy = H' + ) v*(t)¢, dobija se

, OH' g, . OH' Da ,
i = — —v(t ; i = “t ; =1,....,N, 3.42
! o ( )a%‘ o ( )Gpi Z (3.42)
dok su jednacine kretanja za v®(t):
¢a(q,p) = 0. (3.43)

Posmatrajmo sada novu trajektoriju koja pocinje u istoj tacki (¢(t = 0), p(t = 0)) na hiperpovrsi
odredenoj vezama, pri ¢emu (q(t)+doq(t), p(t)+dop(t)) takode zadovoljavaju jednacine kretanja
za funkciju v*(t) + dov(t):

N
_ ) 0\ OHr I
Sopi = — S [ 0qi-2 + Spi—— — sgut(t) 22
o Z(q s ) S o) 5
N
o 9 o\ oHy . .. 06,
i = 32 (o ) L ) 5 (3.44)

N
9 )
; (50%6_% + 50pj%) ®a(q,p) =0.

Razlika ove dve trajektorije u nekom fiksnom trenutku ¢ predstavlja nefizicku transformaciju.
Sa druge strane, varijacije formi pri gejdz transformacijama odredene su generatorom:

oG
(50 i, — € t ) G = €t -,
1 = 0.} = g, .
50pi = G(t){pla G} = _E(t) (9(]@ )

gde smo primenili definiciju Poasonove zagrade. Dalje, dobijamo:

2 0G oG

dodi :E(t)a -+ e()f E Hr},

pl pl (3‘46)
b = — ()22 — ({22 Hr )
op; = — € EX € 8qi’ Ty-
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Uporedivanjem jednacina (3.44) i (3.46) dobijamo:

N
0 0\ OHr 0¢, ., 0G oG
d0qi=— + dopi=— dov® (¢ =€(t O —, H
> (ot + 8oy ) o+ @) G2 =0 50 + e} 5 Hr ), o
3.47
0 0\ OHr 0¢a ., 0G oG
7 7 a — o
> (B0 + 0oy ) o () 51 e G + e G ),
v 9G 9G
e(t){ 88% , G} + dov(t) % = €(t) o, +e(t){ o Hr},
., OG oG
eM{ G, Gy +0o0(t) = = €(t) 5 TG Hr} (3.48)
e(t){ ¢ala,p), G} = 0.
Ove jednacine dalje mozemo prepisati na sledeéi nacin,
d /. "
5y (EOG + O Hr. @) =" (1)6.) = 0.
0
5 (€O + ) Hr, G} —v(1)6.) = 0, (3.49)
et ala,p), G} = 0,
pa zaklju¢ujemo da za bilo koju dinamicku varijablu F'(q, p) vazi:
{F(q,p), )G +e(t){Hr, G} —v"(t) o } = 0. (3.50)

Sledi da je izraz é(t)G + e(t){ Hr, G} — v*(t) ¢, trivijalna funkcija, jednaka nuli ili nekom
stepenu veza, pa dobijamo da su zadovoljene relacije:

G =a¢,, {G,Hr}=0. (3.51)
U opstem slucaju, generatori gejdz transformacija su oblika
k
G=> "G, (3.52)
n=0
gde €™ oznacava n-ti vremenski izvod parametra e po vremenu €™ = —j Generatori GG,,, gde
jen =1,...,k, su odredeni rekurzivno Kastelanijevom procedurom i moraju da zadovoljavaju
sledece relacije:
Gy = Cpro,
G1+{G2, Hr} = Cpre, (3.53)
Go+1{G1, Hr} = Cprc,

{Go, Hr}

= OPFC'v
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gde Cppe predstavlja neku primarnu vezu prve klase. Ukupan broj generatora k je jednak
broju generacija sekundarnih veza — ako u teoriji postoje samo primarne i sekundarne veze
sledi da je k = 1. Tada, generator ima oblik:

G = e(1)Go + ¢(1) G . (3.54)

U tom slucaju, rekurzivni algoritam Kastelanijeve procedure opisan relacijama (3.53) dobija
jednostavniji oblik:

Gl = CPFCJ
Go+{G1,Hr} = Cprc, (3.55)
{G07 HT} = OPFC'v

gde Cprc predstavlja neku primarnu vezu prve klase.
Varijacija forme pri transformacijama simetrije proizvoljne varijable A definisane na faznom
prostoru se racuna primenom formule:

oA = {A,G}. (3.56)



Glava 4

B F teorijja

U ovom poglavlju predstavljena je BF' teorija, definisana za neku opstu Lijevu grupu i n-
dimenzionalnu mnogostrukost. Kao topoloska teorija, BF' teorija je teorija bez lokalnih propa-
girajuc¢ih stepeni slobode, pa se opis fizicki relevantnih sistema dobija dodavanjem odredenih
veza na topolosko BF' dejstvo, tj. definisanjem BF' dejstva sa vezama. Najpoznatiji primer
ove konstrukcije je Plebanski dejstvo [32]. Sli¢no, simetriju BF dejstva moguce je narusiti
dodavanjem ¢lana koji narusava simetriju, kao $to je to sluc¢aj u Mekdauel-Mansuri teoriji [33].

Kovarijantna kvantizaciona procedura, sprovedena za razlic¢ite izbore klasicnog BF' de-
jstva, daje topoloske kvantne teorije polja u smislu da zadovoljavaju Atijine aksiome. Pro-
cedura je rezultovala u mnogobrojnim modelima spinske pene kvantne gravitacije, pocevsi od
Ponzano-Redze modela trodimenzionalne gravitacije [5], pa sve do trenutno najsofisticiranijeg
EPRL/FK modela definisanog u ¢etiri prostorvremenske dimenzije [9], [10]. Medutim, svim
modelima spinske pene moze se zameriti da opisuju teorije Ciste gravitacije, bez prisustva polja
materije, $to je posledica ¢injenice da BF' dejstvo ne sadrzi tetradna polja u eksplicitnom obliku.
Umesto toga, tetrade se pojavljuju kao posledica klasi¢nih jednacina kretanja, pa stoga pred-
stavljaju "on-shell" varijable. 1z tog razloga u okviru BF' teorija nemoguce je dodati materiju
na kvantnom nivou. Pogledati [32], [34], [35] za viSe informacija o BF' teoriji.

Poglavlje pred nama je organizovano na sledeé¢i na¢in. U odeljku 4.1 dat je kratak pregled
topoloske BF' teorije. Pododeljak 4.1.1 sadrzi Hamiltonovu analizu BF' teorije i rezultuju¢u
kanonsku strukturu, ukljucujuci veze prve klase i veze druge klase prisutne u teoriji, kao i alge-
bru veza. U istom pododeljku predstavljen je Bjankijev identitet koji zadovoljavaju veze prve
klase, koji smanjuje broj nezavisnih veza prve klase prisutnih u teoriji. Na osnovu ovih rezulta-
ta izvrSeno je brojanje fizickih stepeni slobode u BF teoriji. U pododeljku 4.1.1 predstavljen
je oblik generatora gejdz transformacija teorije, kao i varijacije svih varijabli i njihovih kano-
nskih impulsa u teoriji, dok je Kastelanijeva procedura kojom je dobijen ovaj generator data u
Dodatku D.1. Ovaj rezultat koristimo u pododeljku 4.1.2 gde su dobijene sve gejdz simetrije
BF teorije, grupe G-gejdz i M-gejdz transformacija. Sumiranjem ovih rezultata predstavljena
je kompletna struktura grupe simetrije, uklju¢ujuéi njenu Lijevu algebru, kao i konkretan izbor
parametara kojim se dobijaju difeomorfizam transformacije u BF teoriji. Konacno, ova glava
se zavrSava odeljkom 4.2, gde diskutujemo Jang-Milsovu teoriju u ravnom prostorvremenu pre-
dstavljenu kao topolosku BF' teoriju sa vezama i odeljkom 4.3, gde je predstavljeno poznato
Plebanski dejstvo za Opstu relativnost.

51
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4.1 Topoloska BF' teorija

Za Lijevu grupu G, njenu odgovarajucu Lijevu algebru g i neku 4-dimenzionalnu prostorvre-
mensku mnogostrukost My, moZzemo definisati topolosko BF' dejstvo na sledeéi nacin:

&F:AJBAHW (4.1)

Ovde je 2-forma F' krivina za 1-formu koneksije a € A'(My, g) elementa algebre g kao §to
je definisana jednacinom (2.1), B € A%*(My,,g) je LagranZev mnoZitelj 2-forma, dok oznaka
(_,_)g oznaCava G-invarijantnu simetri¢nu nedegenerisanu bilinearnu formu. Dejstvo (4.1)
napisano je u manifestno difeomorfizam invarijantnom obliku i invarijantno je na gejdz transfo-
rmacije generisane grupom (. Variranjem dejstva (4.1) po varijablama B” i o dobijaju se
jednacine kretanja:

FP=0, VB’=dB°+ fs°a"AB°=0. (4.2)

Ovde je indeks 3 grupni indeks G grupe koji prebrojava generatore g, a f.s” oznacava strukturne
konstante Lijeve grupe G.

Na osnovu prve jednacine kretanja u (4.2) zaklju¢ujemo da je koneksija « ravna, odnosno
a = 0 (do na gejdz transformacije). Koriste¢i ovaj rezultat u drugoj jednacini kretanja dobijamo
da je Lagranzev mnozitelj B konstantan. Stoga, dejstvo (4.1) opisuje teoriju bez lokalnih
propagirajuéih stepeni slobode, odnosno topolosku teoriju’.

Formalno se broj stepeni slobode dobija Hamiltonovom analizom dejstva, $to je uradeno u
odeljku 4.1.1.

4.1.1 Hamiltonova analiza topoloske B F' teorije

Topoloska BF teorija zadata je dejstvom (4.1), odakle raspisivanjem po prostornovremenskim
indeksima diferencijalnih formi g, v... i grupnim indeksima «, ... grupe G dobijamo:

1
SBF = /M d4a; ZGMVPUBO[/“,FBpggaﬁ . (47)
4

L Topoloska kvantna teorija polja je kvantna teorija polja koja se bavi izra¢unavanjem topologkih invarijanti.
U topoloskoj teoriji konfiguracioni integral je

zl = / D¢ exp[iSror|d]], (4.3)
gde je dejstvo jednako nekoj konstanti x(Mp) koja zavisi samo od topologije:
Srorlél= [ 42 £7°7(6,06) = X(Mp). (1.4)
Mbp
Dakle, u konfiguracionom integralu konstanta exp [ix] tada izlazi ispred integrala i dobijamo:

Z" = explix(Mp)] /D(b = const - exp [ix(Mp)]. (4.5)

Ovaj konfiguracioni integral nazivamo prvom kvantizacijom. Drugu kvantizaciju, tj. konfiguracioni integral
Z!T diskretizovane teorije dobijamo sabiranjem po svim triangulacijama mnogostrukosti. Diskretizovana teorija
je topoloska ako partitivna funkcija Z! ne zavisi od triangulacije mnogostrukosti. U tom slu¢aju su I i IT
kvantizacija identi¢ne
Z"=3"7z"=2" > 1=const-Z', (4.6)
T(Mbp) T(Mbp)

gde Z! izlazi ispred sume jer ne zavisi od triangulacije. Kako nam triangulacija definise broj stepeni slobode u
teoriji, a fizicke opservable ne zavise od triangulacije, zaklju¢ujemo da fizickih stepeni slobode nema.
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Pretpostavljajuci da je prostorvreme globalno hiperboli¢no mozemo da izvrsimo folijaciju pro-
storvremena na prostorne hiperpovrsi >3 i napiSemo Lagranzijan za BF' teoriju:

_’1 vVpo o
LgBF:/Z A3z Ze“ 7B #,,Fﬁpggag. (4.8)
3

Kanonski impulsi, definisani jednac¢inom (3.16), koji odgovaraju varijablama B*,, i a®, dobijeni
variranjem Lagranzijana po vremenskim izvodima varijabli su:

W(B)Q}LV = —5L g O’
00yB~,,, 49
P A W (4.9)
(@’ = S0, 2° e

Kako ove jednacine ne mozemo resiti po vremenskim izvodima varijabli one daju primarne veze

(3.19):

|
C
Q

=

R
I
A
=3
Q

=

<
2
\.O

(4.10)

1
P(a)* = 7(a) — Eeou”pBa,/p ~0.

Koristeéi fundamentalnu Poasonovu zagradu definisanu na sledeé¢i nacin:
[ B (@), (B ()} = 26360,6509(F - 7).

(4.11)
{a®u(@), m(a)s" ()} = 056, 6T —17),

izrac¢unavamo Poasonovu zagradu izmedu primarnih veza:
{P(B)(T), P()5'(§) } = " gop 6T — 7). (4.12)
Kanonski Hamiltonijan, definisan jedna¢inom (3.20), glasi:

1

H, = . d3z [§7T(B)a’”’ 0o B% 1, + m(a) ! &px%} — L. (4.13)
3

Koristeci definiciju krivine £'¢,,,, moZzemo da prepiSemo Hamiltonijan (4.13) tako da vremenski

izvodi varijabli mnoze primarne veze, pa su u "on-shell” objektu ti ¢lanovi identicki jednaki

nuli:

1 1
Hc = — / d3f€0wk |:§Ba0i Fajk + éaaoviBajk:| . (414)
X3

Ovako napisan kanonski Hamiltonijan ne zavisi od kanonskih impulsa i sadrzi samo polja i
njihove vremenske izvode. Uvodeéi Lagranzeve mnozitelje A koji odgovaraju dvema primarnim
vezama mozemo da definisemo "off-shell” totalni Hamiltonijan, definisan jednacinom (3.21):

Hy = Hot /E 3 d%BA(B)aWP(B)aW + )\(a)a#P(a)a“} | (4.15)

Kako primarne veze moraju biti konstantne, uslovi konzistentnosti (3.26) za sve primarne veze
moraju biti zadovoljeni. Za primarne veze P(B)," i P(a),’ ovi uslovi dovode do sekundarnih
veza (3.27) u teoriji S:

1 ...

§€Oz]kFajk ~ 0 ’

1 (4.16)
3¢ ViiBaji ~ 0,
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dok u slucaju primarnih veza P(a).* i P(B)’* uslov konzistentnosti odreduje Lagranzeve

mnozitelje:

A(B)aij = ViBaoj — VjBaoi + gavﬁaﬂOB’yij )
(4.17)
)\(&)ai ~ Viaao .

Primetimo da Lagranzevi mnozitelji
)\(B)QOi ) )\(a>a0 ) (418)

ostaju neodredeni. Uslovi konzistentnosti sekundarnih veza (3.28) ne dovode do pojave novih
veza,

{S(F)*, Hr} = f3,°S(F) a7 ~0,
(4.19)
{S(VB)a, Hr} = — f3, B 0S(F)"* + f3,70%,S(VB), =~0.
Zamenjujudi izraze za Lagranzeve mnozitelje, totalni Hamiltonijan se svodi na
Hr = / 3z {A(B)am O(B)™ 4+ Ma)g P(a)* — Bagi ®(F)™ — o ®(VB)*|, (4.20)
33
gde su veze prve klase (3.34)
q)(B)az — P(B)aOi ,
®(a)* = P(a),
(4.21)
O(F)™ = S(F)* = V,;P(B)*
. 1 -
O(VB)* =S(VB)* + V. P(a)* — 3 fo52B%;P(B)Y
dok su veze druge klase (3.35):
X(B)ocjk = P(B>ozjk X(O‘)ai = P(O‘)ai- (4.22)
Poasonova zagrada veza prve klase glasi:
{Q(F)(T), 2(VB)s(§) } = [, 2(F):(2) 87T~ 7).
(4.23)
{®(VB)a(T). ®(VB)s(7) } = fas” ®(VB),(T) 69T~ 1),
dok je Poasonova zagrada veza prve sa vezama druge klase daje relacije:
{Q(F)(@), x(@)g'(§) } = —f5," x(B)7(2) 87~ 7).
{@(VB)* (D), x(a)s'(§) } = [, x()""(7) 8T~ ), (4.24)

{@(VB)* (@), x(B)s" () } = —f5," X(B)™ (&) (7 — 7).
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Komutatori veza prve klase sa Hamiltonijanom su,

{(I)(B)ozi ) HT} = (I)(F)oci )

{(I)(Oz)a ) HT} = (I)(VB)a )
(4.25)
{@(F), Hr} = —a’q f3," ®(F);

{®(VB)a, Hr} = Boi for” ®(F)" =’y fos” ®(VB),,

rezultat koji ¢emo kasnije iskoristiti da konstruiSemo generator gejdz simetrija BF' teorije i
odredimo ukupnu grupu simetrija.

Broj stepeni slobode topoloske BF' teorije

Da bi smo izra¢unali broj nezavisnih komponenti primarnih veza neophodna je primena Bjanki-
jevih identiteta.

Teorema 7 (BI za BF teoriju) Bjankijev identitet (BI) za 1-formu koneksije o, odnosno odgo-
varajucu 2-formu krivine
F*=da® + fg, "o’ Na?, (4.26)

glasi
MNP FY,, =0, (4.27)

(07 o
a%, | B,

4p 6p

Tabela 4.1: Ukupan broj inicijalnih polja u BF' teoriji.

Prebrojavanjem inicijalnih polja u teoriji prikazanih u tabeli 4.1 zakljuc¢ujemo da je N = 10p,
gde je p dimenzionalnost grupe . Sli¢no, broj veza druge klase mozemo da proc¢itamo iz tabele
(4.2) S = 6p. Posmatrajuéi veze prve klase zaklju¢ujemo da one nisu sve medusobno nezavisne

X(B)o"" | x(a)d'
3p 3p

Tabela 4.2: Ukupan broj veza druge klase u BF teoriji.

i zadovoljavaju sledeci identitet,
Vid(F)o' = "V, Foi (4.28)
Sto postaje
Vi®(F),' =0, (4.29)
kada iskoristimo da je desna strana jednacine (4.28) €7k V,F;. = 0 komponenta A = 0 BI (4.27).
Imajuéi ovu vezu izmedu veza prve klase u vidu, broj nezavisnih komponenti veza prve klase
mozemo da procitamo iz tabele 4.3. Vidimo da je broj nezavisnih veza prve klase:
F=8 —p="Tp.

U prethodnom izrazu smo od ukupnog broja veza prve klase navedenih u tabeli (4.3) oduzeli p
relacija (4.29). Dakle, broj stepeni slobode u BF' teoriji, definisan jedna¢inom (3.41) je

6
n=10p—7 —Ep:o, (4.30)

odnosno BF' teorija nema lokalne propagirajuce stepene slobode.
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D(B),' | Pla), | ®(F)™ | ®(VB)*
3p p 3p—p p

Tabela 4.3: Ukupan broj veza prve klase u BF' teoriji.

Generator gejdz transformacija za BF' teoriju

Generator gejdz transformacija za BF' teoriju glasi:
G = / Voei®(B)o' — € ®(F)y' + Voe () + € (far” Baoi®(B) — ®(VB),) .  (4.31)
Postupak izvodenja generatora Kastelanijevom procedurom prikazan je u dodatku D.1. Vari-

jacije formi varijabli i njihovih konjugovanih impulsa ra¢unamo primenom jednacine (3.56), $to
daje:

00B%; = Voe%; — fgn/"eBBng , Som(B)" = —faﬁeﬁw(B)WOi ,

6B = 2Vje* — f3,°€’ BV, 0om(B)o? = —fug7eé’n(B),7,

doa%y = Vie*, Som(@)e’ = —fupg?im(B)Y — fuglm(a),,

s = Ve, Som(@)a’ = —fap?€’im(B)y7 — fap? e’ m(a)y! + "9V jeqy,

(4.32)

4.1.2 Simetrije BF dejstva
Grupa simetrije G

Posmatrajuéi varijacije formi varijabli (4.32) primetimo da ¢lanovi odgovaraju transformaciji
definisanoj u Teoremi §,

do®,, = O,€” + fﬁvo‘o/guosg7 , doB*,, = —fm“egﬁBVW , (4.33)

gde je slobodan parametar ;% = €.
Teorema 8 (G-gejdz transformacije) U BF teoriji nad proizvoljnom Lijevom grupom G, sledeca
transformacija je simetrija:

a —do = Adja+gdg™,

B =9Bg—,
5B = ge b, c 430

%
%
gde je g = exp(eg - é) = exp(egaéa) € G, aeg: My — g je parametar transformacija.

Dokaz. Pri G-gejdz transformacijama definisanim u Teoremi 8 za parametar g € G, krivina F
se transformise na sledeé¢i nacin:

Fo P gFg (4.35)

Teoremu dokazujemo direktnom proverom:

1 Vpo (6% « € T

Spr — Shp = 1 /M d*z 7 (B — f15" €] B ) (F’ oo — fer €GF po) Gas
4

(4.36)

1 vpo e € R T
= SBF - Z /M d433’ P (f'y5 6’gyB(S;WF’ﬁpcr + fETﬁEQB ,uzzF po) Jap ,
4
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gde je drugi ¢lan jednak nuli. Takode, posmatrajuéi kona¢nu transformaciju, mozemo da pisemo

(B,F)y = (97'Bg,g"'Fg), = (B, F),, (4.37)

buduéi da je Kilingova forma (_, ) G-invarijantna. =

Posmatrajmo dve infinitezimalne G-gejdz transformacije, odredene infinitezimalnim para-
metrima €;%; i 69’82. Za izracunavanje komutatora izmedu generatora G-gejdz transformacija
koristicemo Baker-Kampbel-Hausdorf (BCH)? formulu u slu¢aju kada su parametri transforma-
cija mali

ofa"1Ga oe0”2Gs _ qea®1Gateg”2Gat 365”1 €972 [Ga,Gpl+0(eg”) (4.38)

?

iz Cega sledi:
a, A B.A B.A a. A A ~
efo 1Gaeeg 2Gg efe QGEeEEJ 1Ga Egal 6962 [Ga, G,B] + 0(693) . (439)

Koristedi jednacinu (4.39), dobijamo da generatori G-gejdz transformacija definisanih u Teoremi
8 zadovoljavaju slede¢e komutacione relacije:

[Gay Gs] = fup? G, (4.40)

gdje su fog” strukturne konstante algebre g. Primecujuc¢i da postoji izomorfizam izmedu gene-
ratora G, = 7,, zaklju¢ujemo da je G-gejdz grupa transformacija iz Teoreme 8 isto §to i grupa
GG koja odgovara formiranom BF' dejstvu.

Grupa simetrija M

Posmatrajudéi transformacije varijabli (4.32) uo¢avamo da preostali ¢lanovi oblika o B%y; = Ve;
i 09B%;; = 2V;j€; odgovaraju transformaciji definisanoj u Teoremi 9:

g, =0, 00B% 1 = 2V € 5 (4.41)

gde je slobodan parametar e, = €%,.

Teorema 9 (M-gejdz transformacije) U BF teoriji nad proizvoljnom Lijevom grupom G, sle-
deca transformacija je simetrija:

a—ad=a, B — B'= B+ Ve, (4.42)

gde je ey, proizvoljna 1-forma element algebre g, a V kovarijantan spoljasnji izvod definisan
na standardni nacin, tj.
Ven = dén + [ A €n) . (4.43)

Dokaz. Teoremu dokazujemo direktnom proverom:

1
Spr = Spr = 7 //\/{ d*z 7 (B + 20 + 2f26° 07 i) 7 pogas
4

1
= Spr — 3 /M dg errov ((%FTPU + fwToﬂuF'Bpg) 621,, g-s + Clan na granici ,
4
(4.44)
gde je drugi ¢lan jednak nuli jer je €#*7” (9,F7 o + fr57a7,F?,;) = 0 na osnovu BI (7). =
Primetimo da su transformacije definisane u Teoremi 9 linearne transformacije, a dve uzastopne

2eng. Baker-Campbell-Hausdorff formula.
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M-gejdz transformacije daju jednu M-gejdz transformaciju sa parametrom €y + €no. Ako
oznac¢imo generatore M-gejdz transformacija kao M *,

em1-M _€ma-M — e(€m1+€m2)'M (445)

€ )

e
gde je €y - M = eﬁwl\?fa“, iz Cega sledi da je komutator generatora trivijalan,

[My", Mg") = 0. (4.46)
Dakle, M-gejdz transformacije formiraju Abelovu grupu, koju ¢emo u daljem tekstu oznaca-
vati M. Prema indeksnoj strukturi njenih parametara i generatora, vidimo da je ova grupa
izomorfna grupi R*, gde je p dimenzija grupe G:

M =R, (4.47)
Zatim, moZze se ispitati odnos M-gejdz transformacija i G-gejdz transformacija definisanih u

prethodnom odeljku?,

~

[Gg ’ é7 €m * M] - (Gg > 6m) M, (448)

na osnovu ¢ega dobijamo komutator:
Gy, Mgt = fag?M*. (4.49)

Ovim smo zavrsili izraCunavanje algebra generatora gejdz transformacija u BF' teoriji.

Ukupna gejdz grupa simetrije BF' dejstva

Sumirajuci rezultate prethodnih pododeljaka, moze se zapisati algebra generatora ukupne gejdz
grupe simetrije.

e Algebra g grupe G data je komutacionim relacijama,

~

(G Gs] = fup?G,, . (4.50)
e Algebra generatora M-gejdz transformacija:
[My*, Mg"] = 0. (4.51)
e Dejstvo generatora grupe G na generatore M-gejdz transformacija:

(G, M) = fag M. (4.52)

Na osnovu komutacionih relacija (4.51) zaklju¢ujemo da je grupa M invarijantna podgrupa’
ukupne grupe simetrija Ggr. Na osnovu komutacionih relacija (4.52) dobijamo da semidirektan
proizvod podgrupa G i M daje ukupnu grupu simetrija BF' dejstva:

Gpr =G x M. (4.53)

3Dejstvo parametra €g Na parametar €m, €5 > €, je definisano kao €4 > € = >og” ego‘emﬁﬂdx”, pri Cemu je
>ag” = fap”. Sledi da je

(€50 €m) - M = fop” €g%€m”  M* .

4Podgrupa je invarijantna podgrupa neke grupe, ili ekvivalentno normalna podgrupa, ako je invarijantna pri
konjugaciji elemenata podgrupe elementima grupe. Formalno, kazemo da je grupa H invarijantna podgrupa
grupe G, ako je H podgrupa od G, tj. H < G, i za sve elemente h € H i g € G, konjugacija elementa H
elementom G je element H, tj. 3h' € H takav da ghg~! = h’. Na nivou algebre, odgovarajuéi objekt je ideal.
Odnosno, algebra A je podalgebra algebre L u odnosu na operaciju mnozenje u L, tj. [4, A] C A. Zatim,
podalgebra A algebre L je ideal u L ako njeni elementi, pomnoZeni sa bilo kojim elementom algebre, daju
ponovo element podalgebre, tj. [A, L] C A.
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Difeomorfizmi

Druga vazna tema za diskusiju je invarijantnost teorije na difeomorfizme. Iz ¢injenice da je BF
dejstvo formulisano na manifestno kovarijantni nacin preko diferencijalnih formi, oc¢igledno je
da su difeomorfizmi simetrija teorije. Medutim, gledajuéi strukturu gejdz grupe Ggp, ne vidi
se odmah da li je Diff(My, R) njena podgrupa.

Razmotrimo difeomorfizam transformacije

at — o't =t + (), (4.54)

gde je parametar £#(zx) proizvoljna funkcija koordinata. Takode, ozna¢imo parametre transfo-
rmacija gejdz simetrija ¢;(x). Ako su difeomorfizmi simetrija dejstva, onda za svako polje
¢(z) u teoriji i svaki parametar difeomorfizam transformacija £#(x), postoji izbor gejdz €;(x) i
Eno-Taitelboim® parametara %' (z), tako da:

(60528 + 6" + M) p = 0. (4.57)

Drugim rec¢ima, ako su difeomorfizmi simetrija teorije, njihove varijacije forme se mogu
izraziti kao zbir varijacija formi varijabli pri gejdz transformacijama i varijacija formi pri HT
transformacijama:

SoMT ¢ = —g8ee) — 51T (4.58)
Konkretno, BF dejstvo zavisi od varijabli a®, i B*,,, . Parametri HT transformacija e*™*
su definisani relacijama (4.55)
1 5S 95
(50HT0401# — _EHTaﬁ 5OHTBOL#V — _EHTQ,B (459)

HYp EHE UV s 3
2 éB”?,, dab,

dok su gejdz parametri €, i €, definisani u Teoremama 8 i 9. MozZemo pokazati da zaista
postoji izbor ovih parametara, tako da je jednacina (4.57) zadovoljena za sva polja. Konkretno,
ako odaberemo gejdz parametre kao

6" = =&y, en®, =B, (4.60)

a HT parametre kao
EHTaﬁqu = é)\galgeuup)\ ) (461)

primenom jednacine (4.58) dobijamo upravo standardne varijacije formi koje odgovaraju difeo-
morfizmima:

5Odiffaau — —8M§)\Oéa)\ o gAa}\aaM ’

5OdiﬁBauV = _aué)\Ba)\u - al/f)\Bau)\ - SAaABa;w .
Ovim se utvrduje da su difeomorfizmi zaista simetrija teorije, ¢ak i ako nisu sadrzani u ukupnoj
gejdz grupi simetrija Gpp, veé¢ u direktnom proizvodu ukupne grupe simetrija i HT grupe
simetrija.

(4.62)

Lako je videti da je svako dejstvo, koje zavisi od najmanje dva polja ¢1(x) i ¢o(x), invarijantno na Eno-

Taitelboim (HT) transformaciju [36], odredenu parametrom ™t
05 08
§oHT g HT () 92 508 T o = —HT ()= 4.55
0 PrL=¢ (x)&bz’ 0 ¢2=—€ (m)&m, (4.55)
Sto se moze lako proveriti izra¢unavanjem varijacije dejstva:
08 05
ST S[p1, o) = =00 1 + =60 T2 = 0. (4.56)
o1 02

Ova simetrija prisutna je ¢ak i u teorijama koje nemaju gejdz simetriju, ali se ne vidi se u generatoru gejdz
simetrija (4.31) dobijenim Kastelanijevom procedurom. Razlog za to sastoji se u tome da je HT-varijacija polja
@1 1 ¢2 uvek jednaka nuli on-shell, tj. varijacije su uvek linearne kombinacije veza, pa prema tome slabo jednake
nuli.
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4.2 Jang-Milsova teorija

U fizici smo najcesce zainteresovani za teorije koje nisu toploske, odnosno teorije koje poseduju
lokalne propagirajuce stepene slobode. Kako bi topolosko BF' dejstvo transformisali u dejstvo
sa propagiraju¢im stepenima slobode dodaje se dodatni ¢lan u dejstvo, tzv. veza jednostavnostsi.
Rezultujuce dejstvo daje BF' teoriju sa vezama.

Jedan primer takvog dejstva je Jang-Milsova teorija za SU(N) grupu u prostoru Minko-
vskog, koju mozemo da napisemo kao BF' dejstvo sa vezama na sledeéi nacin:

12
S = /B, AF! 40 A (BI — 2 Myps0° /\6b>

g (4.63)
4 ¢t (Mab,gcdefac ASIASENST — g FT NS, A 5b) .

Ovde je F = dA + A A A 2-forma krivine za 1-formu koneksije A € A'(My,su(N)), a B €
A?(My,5u(N)) 2-forma Lagranzev mnozitelj. Kilingova forma gr; = (77, T])su(N) < fre fiX
definiSe podizanje i spustanje indeksa I, J, ... koji prebrojavaju generatore SU(N) grupe, dok
f1/% oznacava strukturne konstante su(N) algebre. Dejstvo (4.63) dobijeno je nametanjem
veza topoloskom dejstvu (4.1), dodavanjem dva dodatna ¢lana u obliku proizvoda Lagranzevih
mnoZitelja, 2-forme A’ i O-forme (*, i odgovarajuéih veza. Funkcija, odnosno 0-forma, M; je
takode Lagranzev mnozitelj, dok g oznacava kapling konstantu za Jang-Milsovo polje. Najzad,
0% je nedinamicko polje 1-forma, takvo da postoji globalni koordinatni sistem u kome su njegove
komponente jednake Kronekerovoj delti 4¢,. Dakle, ova 1-forma predstavlja pozadinsko polje,
i definiSe globalnu prostorvremensku metriku jedna¢inom

Ny = nabéauébu s (464)
gde je ng = diag(—1,+1, +1,+1) metrika Minkovskog. Stoga, prostorvremenska mnogostruko-
st My je ravna. Indeksi a,b,... su lokalni Lorencovi indeksi, koji uzimaju vrednosti 0, ..., 3.

Polje 6* ima sve osobine 1-forme tetrade e* u ravnom prostorvremenu Minkovskog. Primetimo
da je dejstvo (4.63) manifestno difeomorfizam invarijantno i invarijantno pri gejdZ transformci-
jama grupe simetrija SU(N), ali nije nezavisno od pozadine zbog prisustva pozadinskog polja
5. Variranjem dejstva (4.63) po varijablama ¢!, M,,;, AL, By, i M, dobijamo jednacine
kretanja:

Mapr€eaes0 NP NGNS — Fr NS, NGy =0, (4.65)

12
— =M AGTN G+ (M g NS NGNS =0, (4.66)

g
—dBr + fiBrg A AT +d((P18a AS) — Frr ¢ kS NSy AN AT =0, (4.67)
Fr+Ar=0, (4.68)

12 )

B; — ?MQM(S“ A" =0. (4.69)

Primetimo da nismo varirali po pozadinskom polju 6*. Iz jednacina (4.65), (4.66), (4.68) i
(4.69) mozemo da izrazimo Lagranzeve mnozitelje kao algebarske funkcije ja¢ine polja F7,, za
dinamicko polje A’:
1 cd abl 1 abed 11
Mapr = @&zbchI ; ¢ = yyad Fea,
g (4.70)

cd
Mab = Frap, Bray = %gabchI
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Ovde je koriS¢ena notacija Frq, = F7,,0,"0p”, analogno za sve varijable. Takode, podrazumeva
se da je 0%, invertibilna matrica. Na osnovu jednacina (4.70) i diferencijalne jednacine kretanja
(4.67) dobija se jednacina kretanja za gejdz polje A’ ,:

V,FIP = 0,F0 4 fryl A7 PR = 0. (4.71)

Ovo je upravo klasi¢na jednacina kretanja za slobodno Jang-Milsovo polje. Dejstvo (4.63) se
moze transformisati u dejstvo koje opisuje maseno vektosko polje, sa dinamikom zadatom Proka
jednacinom kretanja, dodavanjem masenog ¢lana:

1

— AL AL Eacad® N8N 5N G, (4.72)

Prisustvo ovog ¢lana u dejstvu naravno eksplicitno narusava SU(N) gejdz simetriju dejstva.

4.3 Plebanski dejstvo za Opstu relativnost

Najpoznatiji primer BF teorije sa vezama je Plebanski dejstvo za Opstu relativnost [32], [34].
Plebanski je 1977. godine pokazao kako umesto metrike mozemo koristiti polje B kao funda-
mentalnu varijablu kojom opisujemo gravitaciono polje.

Izborom Lorencove grupe G' = SO(3,1) kao gejdz grupe, BF dejstvo definiSemo kao

S = / Bay A R (4.73)
My

Ovde je R® 2-forma krivine za spinsku koneksiju w®, B, je 2-forma Lagranzev mnozitelj, dok
je Kilingova forma definisana kao

1
Gab,ed = é(nacnbd - nadnbc) s

gde je 1., metrika Minkovskog. Antisimetri¢ni par indeksa prebrojava generatore .J,;, Lorencove
grupe SO(3,1). Dodavanjem odgovaraju¢ih veza dobijamo BF dejstvo sa vezama - Plebanski
dejstvo:
1
S = Bab A Rab + §¢abchab A BCd + ,U/Qbabcd (alg“b’Cd + CLQGade) . (474)
My

gde je Papeq Lagranzev mnozitelj O-forma koji mnozi vezu B® A B!, i je Lagranzev mnoZitelj
4-forma, a;,as € R su realni parametri, a ¢g?>°? je inverzna Kilingova forma. MoZe se pokazati
da se variranjem ovog dejstva po varijablama Bgy, W™, ¢apeq i 1t dobijaju jednacine kretanja:

Rap = $apea B =0, (4.75)

VB, =0, (4.76)

%Bab AB 4y (algab,cd X a2€abcd) —0, (4.77)
Gavea (a19°7 + aze™®) = 0. (4.78)

Resavanjem jednacine (4.77) moze se pokazati da resenje za Lagranzev mnozitelj ima oblik

B,y = %5abcdec Aed + Bea ey, (4.79)
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gde koeficijenti « i # zadovoljavaju jednacinu:

ai

aafl = Z(Oé2 - 52) .

Sada, za uobiCajeni izbor u savremenoj literaturi a; = 0 i as = 1 imamo dva moguca reSenja:

Bab - %gabcdec A ed ; ﬁ =0 ) (48())

By = fPes Ney, a=0. (4.81)

Oba resenja podrazumevaju dakle da je diferencijalna forma By, prosta®, pa se i veza
1
§Bab A Bcd + m (algab,cd + a2€abcd) ’

koja dovodi do ovog resenja zove veza jednostavnosti.

Resavanjem sistema jednacina (4.75)-(4.78) dobija se da je jednacina (4.75) ekvivalentna
Ajnstajnovoj vakuumskoj jednacini Opste relativnosti:

1
Ru = 59 R = 0. (4.82)

Primetimo da u ovom modelu polja tetrade nisu eksplicitno prisutna u modelu, veé se pojavljuju
samo kao reSenja jednacine kretanja. Na osnovu toga sledi da su tetrade on-shell objekti,
odnosno da se ne mogu kvantovati. Ovo ¢ini model Plebanskog nepovoljnim za kuplovanje
polja materije sa gravitacijom |1 1], [15], [37]. Ipak, uspesno je sproverena kvantizacija Plebanski
modela kao modela Opste relativnosti, u kontekstu modela spinske pene [1], [2], [9], [10].

SDiferencijalna 2-forma je prosta (eng. simple, decomposable differential form) ako moze da se napise kao
spoljasnji proizvod dve 1-forme.
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2B F teorija

Kako bi se resio problem kvantizacije polja materije prisutne u Standardnom Modelu kuplo-
vanih sa gravitacijom koji postoji u modelu Plebanskog, razvija se novi pravac istrazivanja —
generalizovani BF modeli u kontekstu teorije kategorija [12], videti [15], [22], [23], [37], [38]
Prvi korak ove kategorijske generalizacije — tzv. kategorijskih lestvica, je kategorijska general-
izacija pojma grupe na pojam 2-grupe. Ovaj pristup se zasniva na ideji da gejdz simetrije u
fizici osim Lijevim grupama mozemo opisati i drugim objektima. Generalizacijom BF' teorije
koja je definisana za neku Lijevu grupu, na teoriju koja je definisana za neku opstu semistriktnu
2-grupu, dolazimo do 2BF teorije, takode poznatu i pod nazivom BFCG teorija |12], [13], [17],
[59].

U kontekstu kvantizacione procedure spinske pene, teorija visih kategorija je uspesno pri-
menjena u formulaciji kvantnog gravitacionog modela, zasnovanog na Poenkareovoj 2-grupi [39]
i odgovarajuéem 2BF dejstvu, tzv. spinkub modela kvantne gravitacije. Kako su u spinkub
modelu tetrade prisutne u topoloskom sektoru teorije kao fundamentalna polja u 2B F dejstvu,
ovaj model bi u principu mogao biti prosiren tako da teorija uklju¢uje sva polja materije prisutna
u Standardnom Modelu. Ipak, da bi to bilo ostvareno na kvantnom nivou, neophodno je da
i dejstva koja opisuju polja materije budu napisana u obliku prilagodenom za kvantizacionu
proceduru spinske pene, za Sta je kako se ispostavlja neophodan jos jedan korak kategorijske
generalizacije — formulacija 3BF teorije koja ¢e biti opisana u narednom poglavlju.

Najpre, u ovom poglavlju, u odeljku 5.1 éemo definisati i analizirati simetrije 2BF' topo-
logkog dejstva. Pritom, prati¢emo sli¢nu liniju izlaganja kao u poglavlju 4. U odeljku 5.1 dat
je kratak pregled topoloske 2BF teorije. Pododeljak 5.1.1 sadrzi Hamiltonovu analizu 2BF
teorije 1 rezultujucu kanonsku strukturu, analizu Bjankijevih identiteta koje zadovoljavaju veze
prve klase, a koji smanjuju broj nezavisnih veza prve klase prisutnih u teoriji, kao i brojanje
fizickih stepeni slobode u 2BF teoriji. Kao $to je i o¢ekivano, ovom analizom je dobijeno da
je 2BF teorija topoloska, tj. teorija bez lokalnih propagirajué¢ih stepeni slobode. Na kraju
pododeljka 5.1.1, dat je konacan oblik generatora gejdz transformacija teorije, kao i varijacije
formi svih varijabli i njihovih kanonskih impulsa u teoriji, dok je Kastelanijeva procedura kojom
je dobijen ovaj generator predstavljena u Dodatku D.2.2.

Dobijene varijacije formi varijabli koristimo u pododeljku 5.1.2 kako bismo dobili oblik
konac¢nih transformacija svih gejdz simetrija 2BF teorije. Poglavlje 5.1.2 je podeljeno na cetiri
dela. Najpre, diskutujemo gejdz grupu G i odgovarajuée G-gejdz transformacije. U drugom
delu, predstavljena je grupa M, tj. M-gejdz transformacije, tre¢i deo sadrzi analizu grupe H
koja se sastoji od H-gejdz transformacija koje su ve¢ poznate iz prethodne literature, a ¢etvrti
deo sadrzi analizu grupe N i N-gejdz transformacija koje takode nastaju u teoriji. U ovom
poglavlju dati su i komutatori generatora ovih transformacija, dok su racunski detalji dati u
Dodatku D.2.3. Sumiranjem ovih rezultata predstavljena je kompletna struktura gejdz grupe
simetrije 2BF' dejstva, ukljucujué¢i njenu Lijevu algebru, kao i konkretan izbor parametara
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kojim se dobijaju difeomorfizam transformacije u 2BF’ teoriji.

Konaé¢no, modifikacijom 2B F' topoloskog dejstva dodavanjem odgovarajucih veza u odeljcima
5.2 1 5.3 formirana su 2B F dejstva sa vezama koja opisuju teorije sa netrivijalnom dinamikom
— OpS$tu relativnost 1 Ajnstajn-Jang-Milsovu teoriju. Pokazano je kako se gravitaciono i Jang-
Milsovo polje u zakrivljenom prostoru mogu zapisati u formi 2B F' dejstva sa vezama. Ovo nas
dovodi jedan korak blize zapisivanju ukupnog dejstva koje opisuje svu materiju prisutnu u Stan-
dardnom Modelu i gravitacije u obliku prilagodenom za kovarijantnu kvantizacionu proceduru
spinske pene.

5.1 Topoloska 2B F’ teorija

Koristeéi definicije 2-grupe, odnosno ukrstenog modula, 2-koneksije i 2-krivine, definiSe se gen-
ceralizacija BF' dejstva — tzv. 2BF dejstvo [13], [17]:

SQBF:/ (BAF)y+(C NG (5.1)
My

Ovde su 2-forma F € A?*(My,g) i 3-forma G € A3(My,h) komponente 2-krivine definisane
jednac¢inom (2.36), 2-forma B € A*(M,,g) i 1-forma C € A'(M,,h) Lagranzevi mnozitelji,

dok (_, )g 1 (_,_)p oznaCavaju G-invarijantne bilinarne simetri¢ne nedegenerisane forme
algebri g i h. Kao posledica strukture ukrstenog modula (videti [16]), bilinearna forma (_, )y
je takode H-invarijantna. Videti [13], [17] za detaljni pregled teorije i relevantne reference.

Sli¢no kao BF' dejstvo, 2B F dejstvo je takode topologko, kao $to se moze videti iz jednacina
kretanja. Variranjem dejstva (5.1) po varijablama B i C'* dobijamo jednacine kretanja

Fo=0, G"=0, (5.2)

gde indeks a prebrojava generatore grupe G, a a prebrojava generatore grupe H. Variranjem
po 2-koneksiji, varijablama a® i £, dobijamo jednacine kretanja za Lagranzeve mnozitelje:

dB, — fusg"By A’ —>,,"Cy A B =0, (5.3)
dC, — 0,°Ba + >ad’Cy Aa® = 0. (5.4)

Primetimo da su jednacine kretanja diferencijalne jednacine prvog reda i da opisuju teoriju
bez propagirajuc¢ih stepeni slobode. Da je zaista u pitanju teorija sa propagirajué¢im stepenima
slobode rigorozno se pokazuje primenom Hamiltonove analize, kao Sto je to uradeno u radovima
[22], [23]. Na osnovu rezultata Hamiltonove analize sledi da je 2BF' teorija topoloska teorija.

5.1.1 Hamiltonova analiza topoloske 2 B F' teorije
Topolosko 2BF dejstvo (5.1) daje Lagranzijan:
hod vVpo 1 (6% 1 a
LQBF = /E d3$ P <Z B v fﬂpg Gap + g C m gbypa gab) . (55>
, !

Kanonski impulsi za varijable B*,,,, a®,, C, 1 3%, nalaze se variranjem dejstva po vremenskim
izvodima varijabli:

oL
[ 2 —
W(B)a 580Bauy 07
L
7T<Oé)a‘u e 0 = _EOMVpBan )
m(C) = oL = 0 |
T T 50,0,
w(B) M = oL = —eOWpCap )

5805a,u1/
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Dakle, primarne veze u teoriji su izra¢unavaju se primenom jednacine (3.19):

P(B)o* = w(B)u" ~0,
1

Pla)t = 7(a)! — §€OquBal,p ~0),

(5.7)
P(C)* = 7w(C)! =0,
P(B) = w(B)a" + erC,, = 0.

Fundamentalna Poasonova zagrada varijabli i njihovih kanonskih impulsa definise se na sledeci
nacin:
{B*uw(), m(B)g”(§) } = 20507,050%(7 —7),

[kv]
{a%(@), ()" (7)} = 030,697 —7), 5.9
€@ 7O @} = 65,09@ 7). |
{62, 7(B)” ()} = 2007,6769(F - 7).
Na osnovu ove definicije, izracunavamo algebru primarnih veza
{P(B) M), P(a)s' ()} = €"* gap(7)d(7 — 1), 5.9

{P(C)" (@), PRI ()} = —e* gup(a) 09 (F =),

dok su ostale Poasonove zagrade jednake nuli. Kanonski on-shell Hamiltonijan je definisan
jedna¢inom (3.20)
1 1
H, = d3f{§7r(B)a“” 0o B +m(a)ot Qo +7(C)a" 8OC“M+§7T(5)G“” 806“,”} —L, (5.10)
X3

odnosno:

o1 1
H ~— / 4>z "I |:§Ba0i Tk + 5 Ca0 Giji
s (5.11)

2 2

U prethodnom izrazu primenili smo da su primarne veze slabo jednake nuli. Dodavanjem
proizvoda Lagranzevih mnozitelja A i primarnih veza, definiSemo totalni off-shell Hamiltonijan
definisan jednacinom (3.21):

Hy = Hot | 65| GAB) PBL + M)W Pl + NCPWPIOI + NP

(5.12)
Uslovi konzistentnosti (3.26) za primarne veze moraju biti zadovoljeni, pa za primarne veze
P(B).%, P(a),’, P(C). i P(8)." ovaj uslov dovodi do pojave sekundarnih veza S,

1

1 1
+ B%; (V]Cak — _aaaBajk> + -a% <viBajk — Cai Dap aﬁbjk>:| .

S(F' = §€Oijkfajk ~ 0,
1 ...
S(VB), = 560”k(v[i3aﬂk — Capi Do “B5p) ~ 0,
1 (5.13)
S(Q)a = EEOZ]kgaijk ~ 0 )
. | 1
S(VO)' = " (ViCayy = 504" Ba k) ~ 0,
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dok u slu¢aju primarnih veza P(a)”*, P(B)o7*, P(B)./* i P(C).* uslovi konzistentnosti odreduju
Lagranzeve mnozitelje:

A B)aij ~ ViBan—vaaori‘CaoﬂbijDabaﬂLCbiDabaﬁaoj'

—ij Dabaﬁ“olﬁLgmaO&BoB%j,

=
£
2

Via%o+0,“B%;, (5.14)

=
3
2

ViC%+C% >0 %00+ Bai0*Y,
AB) i = ViB*—V;B%i— B> a%.
Preostali Lagranzevi mnozitelji
A(B)%o; M), AC)%, A(B)%i (5.15)

ostaju neodredeni. Uslovi konzistentnosti sekundarnih veza ne dovode do pojave tercijarnih
veza, odnosno dobijamo:

{S(F)*", Hr} = [3,°S(F) 'y,
{S(VB>(1 ) HT} = fﬁwaB’yOkS(f>ﬁk + fﬁa'yaﬁOS(VB>7 + OaO >ab as(g)b
— Daa "B S(VO)F, (5.16)
{S8(G)*, Hr} = Du’BorS(F)** — a%) > °S(G)°,
{S(VC)aZ , HT} = Cbo >a baS(./T)ai + DaabaaoS(VC)bi ,
Totalni Hamiltonijan mozemo da napiSemo u slede¢em obliku:
Hp = / d%{A(B)“OZ- B(B)o' + Ma)* ®(a)y + AMC)% P(C)g + A(B) %0 (B
> (5.17)
— Bagi ®(F)® — a0 ®(VB)* — Cog B(G)* — fagi ®(VC) | |
gde su
(I)(B)az = P(B)aoza
P(a)q = Pa).’,
o(C), = P(C)aO ,
qD(ﬂ)al - P(ﬂ)a017
CID(]-")C” = 8(}")‘” — VjP(B)aij — P(C)a’Bw , (5.18)
CI)(g)a - S(g)a + va(C)al - %Bbij D01 baP(B)aij )

D(VO),! = S(VCO)a' — V;P(B)a + Cyj 1> o' P(B)* — ,°P(a)y’
O(VB)y = S(VB)+ ViP(a)s! — L Bgi;fay P(B)

_Cbi [>o¢a bP(O)ai — %ﬁbw I>aa bP(ﬁ)aij ,
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veze prve klase, dok su veze druge klase u teoriji:
X(B)o™* = P(B)a™, x(C)a' = P(O)', x(@)a' = P(a)s’, x(B)a” = P(8)a”. (5.19)

Mozemo da izracunamo Poasonovu algebru veza prve klase:

{@(@)4(@), 2VCW' (@)} = —B> " (F)* (@)% - 7)),

{@(G)1(7), 2(VB)a(i)} = P 2(G)"(&)0(F -7,

{@(VCO)(7), 2(VB)a(i) } = Bad® ®(VC)'(7) 0P (& — ), (5.20)
{@(F)*(@), 2(VB)s() } = fa" ®(F)(@) 09 (7 -5,

{®(VB)a(?), ®(VB)s(H)} = fas” ®(VB),(7) 6O (7 —7),

kao i Poasonovu algebru veza prve klase i veza druge klase:

{@(F)¥@), x() ()} = —fa," x(B)Y(2) 0 (T —7),

{@(@)(@), x(@)' ()} = —>a"x(O)(@) V(T -7),

{@@)@), x(BRI (N} = Pax(B)*(7)0%(7 - ),

{@(VO)"(@), x()d ()} = — 1w x(8)(&) 60T -7,

{@(VO)" (@), x(C)W (H)} = >ax(B)*(5)0% (& - 7). (5.21)
{@(VB)* (@), x()s'(H) } = fa," x()"'() 09(F — ),

{@(VB)*(@), x(B)a"(#) } = Paa’X(B)s"(7)8P(T —17),

{®(VB)* (@), x(B)s" () } = —fa," x(B)() (& 7).

{@(VB)* (@), x(C)'(D)} = — > *ax(O)(@) 60 (T - 7).

Mozemo da izra¢unamo i komutator veza prve klase sa Hamiltonijanom:

{(I)(B)ai ) HT} = (I)<F)ai )
{(1)(04)04 ) HT} - (I)<VB)oc )
{o(F)*, Hr} = —a’ fs," ®(F)7;,
{®(VB)a, Hr} = —Bgoi fay” ®(F)" =’ fug” ®(VB),,
(5.22)
{(b(C)aa HT} = (b(g)(m
{®(B)", Hr} = ®(VO).',
{q)(g>a7 HT} = OéaO >aa bq)(g)b - ﬂbOi >aa bq)(F)ai )

{O(VO), Hpy = 0% Do "O(VC)y — Cho g "O(F)™.
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Broj stepeni slobode topoloske 2 B F' teorije

Za odredivanje broja stepeni slobode topoloske 2BF teorije koristicemo slede¢e Bjankijeve
identitete (BI).

Lema 9 (BI za 1-forme a i C.) Odgovarajuée 2-forme krivina ovih polja
F*=da”+ fg,"a’ Na?, T =d0 + >o® a® AC?, (5.23)
zadovoljavaju Bjankijeve identitete:

PN F,, =0, (5.24)

P (V,T%, — B F*,C%) = 0. (5.25)
Lema 10 (BI za 2-forme B i 8.) Odgovarajuce 3-krivine su date izrazima
S* =dB“+ fs,*a’ N B, G =dB* + > a® A B2, (5.26)

1 zadovoljavaju Bjankijeve identitete:

2
P (gvA S% o — f5,"F° 5, Bnp> =0, (5.27)

2
EAqu (gv)\ Gaul/p o I>aba Fa)\'u ﬁbyp) =0. (528)

U slucaju 2BF teorije, inicijalan broj polja u teoriji N moze se odrediti iz tabele (5.1). Ovde
je p dimenzionalnost Lijeve grupe GG i g je dimenzionalnost Lijeve grupe H.

(67 a (0% a
%y | B | B | C%

dp | 6q 6p 4q

Tabela 5.1: Broj inicijalnih polja u 2BF" teoriji.

Prebrojavanjem polja u tabeli (5.1) nalazimo da je N = 10(p + ¢). Broj nezavisnih kompo-
nenata veza druge klase odreden je prebrojavanjem veza prikazanih u tabeli (5.2). Dobija se
daje S=6(p+q).

X(B)ajk X(O)ai X(O‘)ai X(ﬂ)aij
3p 3q 3p 3q

Tabela 5.2: Veze druge klase u 2BF' teoriji.
Veze prve klase nisu sve medusobno nezavisne i zadovoljavaju relacije
c1 1 | g g
Vi®(F)a" + §aaaq)(g)a - §3aaV¢X(C)aZ - §fﬁva8aﬁﬁain(B)mj = Vi Foji (5.29)

odnosno kada iskoristimo da je €/* V;Fj = 0 kao A = 0 komponentu BI (5.24) ovaj izraz se
svodi na:

o] 1 1 iy
Vi(I)(F)az + §aaaq)(g)a - §aaaviX(C)az - éfﬁvaaaﬂﬁain(B)vl] =0. (530)
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Sli¢no, veze prve klase zadovoljavaju relacije

) 1 )
V,®(VC), — 3 Chi & 0a’®(F)™ + 0,0 S(VB)™ +
1 . . ,
+§Fﬁz‘j >ge X(B)™ + TP 00 "X (B)*7* = 0aa Vix ()™ (5.31)

= Eijk (viTajk - DoabaF’jolégOf) )

odnosno, kako je desna strana jedna¢ine A = 0 komponenta (5.25), dobijamo da (5.31) daje
vezu:

. 1 .
Vib(VO)' = 5 Ci > ad O(F)™ + 0aaS(VB)” +

1 - . )
5775 e XY + T B "X(B)* 7 = BuaVix () = 0. (5.32)

Broj veza prve klase moze biti odreden prebrojavanjem veza u tabeli (5.3). Dobija se da je broj
veza prve klase dat izrazom

F=8p+q—(p+q=Tp+q),

gde smo oduzeli p relacija (5.30) i ¢ relacija (5.32). Dakle, na osnovu definicije broja stepeni
slobode (3.41), sledi:

6(p + q)
2

n=10(p+q) —7(p+q) — =0. (5.33)

Zaklju¢ujemo da 2B F teorija nema lokalne propagrajuce stepene slobode, odnosno da je topo-
loska teorija.

P(B)a' | ©(Ca | () | P(B)a' | R(F)™ | (G)" | (VC)™ | &(VB)"
3p q p 3q 3p—p q 3¢ —q p

Tabela 5.3: Veze prve klase u 2BF teoriji.

Generator gejdz transformacija za 2 BF teoriju

Generator gejdz transformacija u 2B F teoriji dat je izrazom:

G = /E de((Voeo‘i)CD(B)ai—eo‘i@(}")ai+(vgea)@(a)a

+ € (far" Baoi®(B)"" + Cuo b “®(C)? + Bagi Bap “®(3)" — ®(VB),) 530
5.34
+ (VOECL)(I)(C)@ — € <6b0i > aa b(I)(B)ai + <I>(g)a>

(Vo) (B)a’ — €% (Cho Baa "O(B) + B(VC),) ) |

Ovde su €, €% ¢, € i €% nezavisni parametri gejdz transformacija. Postupak izvodenja

generatora (5.34) prikazan je u Dodatku D.2.
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Varijaciju forme varijabla i njihovih konjugovanih impulsa ra¢unamo primenom (3.56):

00B%; = Ve¥ — fm"‘eﬂBVOi Som(B)Y = f057667T(B)70i ,
—€" Daq "Broi — €% Baa "Cho

8B = 2V — f3, €' BTy 60m(B)a" = fag €’ T(B)yY — €170y,
—€" Daq "Brij — 26"} Baa "Chli

doa®y = Ve, dom(@)a’ = —fag €’ im(B),"Y — fag?E'm(a),”

7€b Dod) a’”(c)a - ebi Dozb aﬂ-(ﬂ)ai )

doa®; = Ve +9,%% , Som(a)e’ = —fap€?im(B),Y — faglefm(ar) (5.35)
50C% = Ve — € >y °CY, 5om(0)e’ = € >aa 'T(O)0 + €pi Baa Pm(B)
50C% = Ve — € >4 °CY Som(C)at = € Doa MT(O) + €4 Baa bm(B)*
doB% = Voehi —€* >y B, Som(B)a” = € Daa 'T(B)” + € >aa (B),
60B% = 2V — € Dy “B%5, 50m(B)a”? = € aa "T(B) + € Dag "n(B)™
—e%,e%kg, .

5.1.2 Simetrije 2B F' dejstva

Grupa simetrija G

Dejstvo (5.1) poseduje dodatne simetrije u odnosu na transformacije simetrija definisane za BF
dejstvo u Teoremama 8 i 9.

Transformacije generisane gejdz parametrom €;%, na osnovu varijacija formi varijabli (5.35),
date su izrazima

doa®, = —8Meg°‘—f,37aaﬁuegv, 60B% = fﬁvaegﬁva,
(5.36)
50ﬂauu = Dabaegaﬂbuya 5()0@“ = [>aba€gacbu,
Sto analogno mozemo zapisati
a — o = a=Ve, B — B = B-[B,¢], (5.37)
B = B = B+e>B, C = C = C+erC, -

Na osnovu ovih infinitezimalnih transformacija, mozemo ekstrapolirati konacne transformacije,
definisane Teoremom 10.

Teorema 10 (G-gejdz transformacije) U 2BF teoriji konstruisanoj za proizvoljni ukrsteni mo-

dul (H 2, G,>), sledeca transformacija je transformacija simetrije

' = Adya+gdgt, B — B = gBg!,

(6]
g = g8, C = ¢ = g>C, (5.38)

a —
g —

gde je g = exp(ey - G) = exp(€;G) € G, a €5 : My — g parametar transformacija.



71 5.1. Topoloska 2BF teorija

Dokaz. Pri ovim transformacijama, 2-krivina se transformise na slede¢i nacin:
F oo FegFg', G —» G=g>g. (5.39)

Invarijantnost 2B F' dejstva pri ovoj transformaciji sledi na osnovu G-invarijantnosti bilinearnih
formi (_, ) 1 (_, )y

Sue = [ ((B.F)+(€.G) > Sipe = [ (l97Bo.g Fa)y+ 07 e Cg 2 G),) L (5.40)
My My
odakle dobijamo da je 2BF' dejstvo invarijantno. Invarijantnost se moze takode pokazati na
slican nacin kao u Teoremi 8. m

Prethodna teorema je generalizacija Teoreme 8 za slucaj 2B F teorije.

Grupa simetrija M

Zatim, posmatrajuci transformacije varijabli uocavamo da clanovi oblika 6gB%; = Ve i
00 B = 2V ;€5 odgovaraju transformaciji definisanoj u Teoremi 11, kao u slucaju BF' teorije.

Teorema 11 (M-gejdz transformacije) U 2BF teoriji nad proizvoljnim ukrstenim modulom

(H 2, G,>), sledeca transformacija je simetrija:

a — o = a, B — B = B-—Ve, (5.41)
B o B =B o O = O e |
gde je €y proizvoljna 1-forma element algebre g, a V kovarijantan spoljasnji izvod definisan na
standardni nacin, tj.

Ven = dém + [ A €n) - (5.42)

Dokaz. Varijacija 2BF dejstva pri M-gejdz transformacijama je

vVpo 1 o 1 a [e%
A4 e (_E(Vuem ) Fape — —'3 ofm MGWU) ) (5.43)

éBF - SQBF +/ 3

My
Primenom definicije 2-krivine (2.37), dobijamo:

1

1
d433 e/wpo( - §(vu€mau) (Fapa - aaaﬂapa) - Tgaaemau Bvuﬂapa) . (544)

spr = S3pr + / 3

My
Drugi ¢lan u zagradi i treci ¢lan se krate, pa se izraz svodi na:

1

S'spr = Sspr — B /M d'z P en WV Fopo - (5.45)

Clan PV, Fope = 0 je BI (5.24). Zakljuujemo da je 2BF dejstvo Sypp invarijantno na
M-gejdz transformacije definisane Teoremom 11. m

Ova teorema je generalizacija Teoreme 9 u slucaju 2BF' teorije. Komutatori izmedu ge-
neratora G-gejdz transformacija, izmedu generatora M-gejdz transformacija, kao i komutatori
izmedu generatora G- i M-gejdz transformacija izrac¢unati su istim postupkom kao i u sluc¢aju
BF-teorije i dobijeni su isti rezultati, odnosno jednacine (4.40), (4.46) i (4.49). Sliéno kao

u slucaju simetrija BF' dejstva, postoji izomorfizam izmedu generatora G, = 7,, tj. mozemo
zakljuciti da je grupa GG-gejdz transformacija iz Teoreme 10 upravo grupa G iz ukr$tenog modula

(H 2, G,>). Ovo je vazan rezultat, koji neée vaziti za preostale transformacije simetrije 2BF
dejstva, kao §to ¢emo videti u nastavku.
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Grupa simetrija H

Uoc¢imo u jedna¢inama varijacija formi (5.35) varijacije varijabli na prostornoj hiperpovrsi 3
koje odgovaraju parametru €*;. Na osnovu njih moZemo da ekstrapoliramo varijacije formi
varijabli koje odgovaraju parametru €, i definiSemo H-gejdZ transformacije Teoremom 12,

oo, = 0"y, 00B% = —2Caueq’ 1) >pb “9™
008" = 2V[u€ 00C = 0,

(5.46)

pri cemu identifikujemo €,%; = €%; 1 €,% = 0.
Teorema 12 (H-gejdz transformacije) U 2BF teoriji nad proizvoljnim ukrstenim modulom
(H 2, G,r>), sledeca transformacija je simetrija

a — o = a—0g, B = B = B-CA ¢,

B —= B = —Ve—e Ney, cC - ¢ = C, (5.47)

gde je €, proizvoljna 1-forma element algebre b, a oznaka V' je kovarijantni izvod sa koneksijom
o/. Preslikavanje T definisano je u Dodatku A jednacinom (A.13) i predstavlja resenge jednacine:

-
(C A" ey, F)y+(C,F A" &), =0.
Dokaz. Invarijantnost se moze pokazati direktnom proverom. Transformacija 3-krivine je

F = F = F,

G G = G-Fnr g, (5.48)

Pri transformacijama 3-krivine (5.48) i transformacijama Lagranzevih mnoZitelja, dejstvo Sspp
se transformise

S'apr = SoBr +/ (— (C" AT ey, F)y — (C, F A" €h>h) . (5.49)

My

Definicija preslikavanja 7 data jedna¢inom (A.13) osigurava da se ¢lanovi u zagradi ponistavaju,
odnosno da dejstvo ostaje invarijantno. m

Oznagimo generatore H-gejdz transformacija datih Teoremom 12 sa H,*. Istim postupkom
kojim su izvedeni komutatori G- i M-gejdz transformacija sada nalazimo komutatore H-gejdz
transformacija. Ako se izvedu dve uzastopne infinitezimalne H-gejdz transformacije, definisane
parametrima ey i €42, dobijamo

et ez H _ genzHoenr 0, (5.50)
gde je € - H = eh“uf[a“. Na osnovu prethodne jedna¢ine komutator H-gejdz transformacija je

[H.* H,Y ] =0. (5.51)

Ovaj komutator izracunat je u Dodatku D.2.3. Dakle, H-gejdZ transformacije formiraju Abe-
lovu grupu, koju éemo u daljem tekstu oznacavati H. Prema indeksnoj strukturi njenih para-
metara i generatora, vidimo da je ova grupa izomorfna grupi R*, gde je ¢ dimenzija grupe H:

H =R, (5.52)

Zatim, komutatori generatora grupa G i M i generatora H-gejdz transformacija su

(Go, H'] = Do’ Hy ., [Ha MM =0. (5.53)
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Grupa simetrija N
Teorema 13 (IN-gejdz transformacije) U 2BF teoriji nad proizvoljnim ukrstenim modulom

(H KA G,r>), sledeca transformacija je simetrija:

a — o = «a, B — B = B-3A ¢, (5.54)
8 — B = B, C —» ' = C—Ve,, '

gde je €, proizvolyna 0-forma element algebre b.

Dokaz. Dokaz je pravolinijski. Pri transformacijama definisanim u Teoremi 13 2BF' dejstvo se
transformiSe na sledeé¢i nacin:

Sapr — Sopp = /

My

datervre (1

a (o' 1 a a
4 (Ba,uu - ﬂb,uu > aa ben ) f po + § (C )% + v,uen )Gaupa)

1 1
= S2BF + / d$4euupg <__Bb/u/ >aa benafaﬂa - _vuvuenaﬁa/}a)
My 4 2

1 1
= Sopr + / dz’terr? (__5bm/ >aa bEna‘FapU + =D aFa/WanBapo) .
My 4 4

(5.55)
Ovde smo iskoristili ¢injenicu da je ¢lan

ere D> aa benaﬁbuuacaﬂcpa = euypafcabﬂlaﬁbpyﬁcpa = 07

identicki jednak nuli zbog Pajferovog identiteta (2.20) i antisimetri¢nosti strukturne konstante.
|

Grupu N-gejdz transformacija definisanih u Teoremi 13 obelezavamo sa N. Ove transforma-
cije su linearne, a kompozicija dve N-gejdz transformacije daje jednu N-gejdz transformaciju
sa parametrom €,; + €,2. Obelezavajuéi generatore grupe N sa N,, dobijamo

enl'Ne€n2'N — e(enl+5n2)'N7 (556)

€

A

gde je ¢, - N = en“Na, odnosno generatori gejdz tansformacija komutiraju:
[N, N;] = 0. (5.57)

Odatle sledi, da je grupa N Abelova, a indeksna struktura parametara i generatora pokazuje
da je ona izomorfna grupi realnih brojeva R?, gde je ¢ dimenzija grupe H. Dakle,

N =R, (5.58)

Zatim se moze ispitati komutator N-gejdz transformacija sa komutatorima G, H i M-gejdz
transformacija. Razmatranjem G-gejdZ transformacija, dobijamo'

A

g Gen Nl = (D) N, (5.59)

dakle komutator G- i N-gejdz transformacija je:

[Ga, Na] = Dad’ Ny (5.60)

'Dejstvo paraetra €5 na parametar €,, €5 > €y, je definisano kao €5 > €, = D> e’ €g%€n®. Sledi da je

(eg >€n) - N = > o’ €g€n” Ny .
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Ispitivanjem odnosa izmedu N-gejdz transformacija i H-gejdz transformacija dobijamo relaciju,

eeh-ﬁeen-N _ een-Neeh-fI — _(En AT eh) . ]\;[’ (561)

gde je dokaz dat u Dodatku D.2.3. Dobija se da je komutator izmedu generatora H-gejdz tra-
nsformacija i N-gejdz transformacija linearna kombinacija generatora M-gejdz transformacije:

[H,*, N = > o Mo* . (5.62)
Analogno tome, moze se proveriti da vazi

e MgV — genNgem M (5.63)

Sto dovodi do zakljucka da generatori M-gejdz transformacija i N-gejdz transformacija komu-
tiraju, tj. R R

(M, N,] =0. (5.64)

Ovim smo zavrsili izracunavanje algebre generatora gejdz transformacija u 2BF teoriji.

Ukupna gejdz grupa simetrije 2 BF' dejstva

Sumirajuci rezultate prethodnih pododeljaka, moze se zapisati algebra generatora ukupne grupe
gejdz simetrije na sledec¢i nacin.

e Algebra g grupe G 2-ukrstenog modula (H %a ,>, ) zadovoljava komutacione relacije:

[Car Gl = fag"C. (5.65)

Algebra grupe H koja se sastoji iz generatora H-gejdz transformacija,

[H", Hy] =0, (5.66)

Algebra generatora M-gejdz transformacija:

[My#, Mg"] = 0. (5.67)

Algebra generatora N-gejdz transformacija:

[N, Ny = 0. (5.68)

Komutatori izmedu generatora grupa M i N glase:

[M,* N,] = 0. (5.69)

Dejstvo generatora grupe H na generatore M- i N-gejdz transformacija:

[]f[alt’ Nb] = DaabMaM )
5.70
[[A{aﬂ7 Mal/] = 07 ( )
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e Dejstvo generatora grupe G na generatore transformacija H-, M- i N-gejdz transforma-
cija:

[éaa ]:-Iau} = Daab I:Ibu 5
[Go, Ms#] = fog?M,*, (5.71)
[éaa Na] = Doeab Nb .

Na osnovu jednacina (5.65)-(5.71), moZe se analizirati struktura ukupne grupe simetrije.
Na dijagramu Heseovog tipa prikazanom na slici 5.1, ukljucili smo samo relevantne podgrupe
ukupne grupe simetrije Gogp, gde su invarijantne podgrupe uokvirene.

{1}

Slika 5.1: Relevantne podgrupe grupe simetrija Gopr. Invarijantne podgrupe su uokvirene.

Grupa M-gejdz transformacija M, grupa H-gejdz transformacija Hi grupa N-gejdz tra-
nsformacija N su podgrupe ukupne grupe simetrije Gogr. Grupa M je invarijantna podgrupa,
posto su jedini netrivijalni komutatori izmedu generatora M* i generatora grupe G, jednaki
nekim linearnim kombinacijama generatora M. Grupa N nije invarijantna podgrupa, posto
su komutator izmedu generatora N, i H,* linearne kombinacije generatora M,*. Medutim,
generatori grupa NiM komutiraju, a grupa N je invarijantna podgrupa direktnog proizvoda
grupa MiN. Dobijena grupa N x M j je invarijantna podgrupa ukupne grupe simetrije.

Sa druge strane, grupa H-gejdz transformacija, zbog oblika komutatora generatora Hr i
Ny, nije invarijantna podgrupa ukupne grupe simetrija. Mozemo pomnoziti ove dve podgrupe,
od kojih je jedna invarijantna, a druga nije, koristeéi semidirektan proizvod, pri ¢emu se dobija
grupa H x (N x M ). Dobijena grupa je invarijantna podgrupa ukupne grupe simetrije Gopp.

Konaé¢no, pratedi istu liniju rezonovanja, dobijenu grupu i grupu G-gejdz transformacija
mozemo pomnoziti semidirektnim prozvodom, pri ¢emu dobijamo kompletnu grupu gejdz si-
metrija Gopr kao:

Gopr = G X (H’ X (N X M)) (5.72)

Ovim je zavrSena analiza grupe gejdz simetrija za 2B F' teoriju.
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Difeomorfizmi

Slicno kao kod BF' teorija, ako su difeomorfizmi simetrija teorije, njihove varijacije forme se
mogu izraziti kao zbir varijacija formi varijabli pri gejdz transformacijama i varijacija formi pri
HT transformacijama:

61T p = —&ee ) — 51T p . (5.73)

Konkretno, 2BF' dejstvo zavisi od parametara o®,, 8., BY,, i C%,. Parametri HT transfo-

rmacija eT? i efTeb su definisani relacijama (4.55)
1 0S 0S
) HTaa — _€HTa5 . 5 HTBa , = _€HTa,B ,
o T 2" M5B, oo 5l (5.74)
5 HTﬁa HTab 0.5 5 HTOa _ _lEHTab 0.5 ‘
0 uv uvp 5Cbp ) 0 o - 2 VP 551)”’0 )

dok su gejdz parametri €%, €%, €n®, 1 €, definisani u Teoremama 10-13. MoZemo pokazati
da zaista postoji izbor ovih parametara, tako da je jednacina (4.57) zadovoljena za sva polja.
Konkretno, ako odaberemo gejdz parametre kao

ega = _5)\05&)\ ) €ha,u = g)\ﬁa,u)\ ) Ema,u = gABa,u)\ ) ena = _5)\0(1)\ ) (575)
a HT parametre kao

GHTQB

= 5)‘9&56#1/;))\ , CHTab“yp — gAgab€)\'w/p ’ (576)

primenom jednacine (5.73) dobijamo upravo standardne varijacije formi koje odgovaraju difeo-
morfizmima:

50d%ﬂOéau = 0,80 — Eha%,,

003 = =088 — 0,8 — E00B% (5.77)
50dlﬁBauy _ uéABa)\V _ uf/\Bau)\ o an)\BauV , .
50(11&0‘1# — _augACa)\ — 5/\8)\0“# .

Ovim se utvrduje da su difeomorfizmi zaista simetrija teorije, ¢ak i ako nisu sadrzani u ukupnoj
gejdz grupi simetrija Gopr, veé u direktnom proizvodu ukupne grupe simetrija i HT grupe
simetrija.

5.2 Opsta relativnost

Bitan primer strukture ukrstenog modula je vektorski prostor V' sa grupom izometrija prostora
O. Vektorski prostor V' mozemo da posmatramo kao Abelovu Lijevu grupu sa sabiranjem
vektora kao grupnom operacijom, pa reprezentacija grupe O na prostoru V' postaje dejstvo >
grupe O na grupu V. Za definisanje ukrstenog modula (V 20 ,>>), neophodno je definisati
jo$ homomorfizam 0 : V' — O, tako da bude trivijalan, odnosno da svaki element V' preslikava
u jedini¢ni element grupe O). Poenkareova 2-grupa, odnosno njoj ekvivalentan ukrsteni modul,
je konstruisana na ovaj nacin. Izbor Lijevih grupa je

G = S0(3,1), H =R*, (5.78)

preslikavanje 0 je trivijalno, a dejstvo > je prirodno dejstvo grupe SO(3,1) na R*, definisano
jednac¢inom
My> P, = n[bcPa} , (579)

gde su sa My, i P, oznafeni generatori grupa SO(3,1) i R*. Dejstvo > grupe SO(3,1) na
samu sebe dato je konjugacijom, na osnovu definicije strukture ukrstenog modula. Na nivou
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algebre, dejstvo konjugacijom predstavlja pridruzenu reprezentaciju, tako da je dejstvo zadato
standardnim komutacionim relacijama za generatore SO(3,1):

Mab > Mcd - [Mab7 Mcd] = nadec - nachd + nbcMad - 77bd]\4ac . (580)

Zatim, 2-koneksija («, ) je zadata parom diferencijalnih formi elementima algebri, 1-formom
a € AY( My, s0(3,1)) i 2-formom B € A2( My, R?Y)

a=wM,, B = pB°P,, (5.81)

gde je w® spinska koneksija. Odgovarajuéa 2-krivina, uredeni par (F,G) dat je izrazima:

F = (dw® 4w Aw®)My,, = R®M,,),
(5.82)
G = (dB*+wy ABYP, = VP, =GP,

Primetimo da je, kako je homomorfizam 0 trivijalan, "lazna" krivina jednaka obi¢noj krivini.
Definisanjem bilinearnih formi

(Mapy Mea)y = NafcMoa) » (Pay Po)y = Nab (5.83)

moze se pokazati da se 1-forma C* tranformise na isti nacin kao 1-forma tetrade e® pri Lorenco-
vim transformacijama i difeomorfizmima, tj. da polja C'* mozemo identifikovati sa tetradom.
Imajudéi sve ovo u vidu, 2BF dejstvo (5.1) za Poenkareovu 2-grupu definise se kao:

Sopr = / Bab/\Rab—Fea ANV[G. (584)
My

Primetimo da je prepoznavanje tetrada tj. njihova identifikacija kao polja C* = e®, bio kru-
cijalan korak, omogucéavajuéi da polja tetrade budu eksplicitno prisutna u 2BF dejstvu za
Poenkareovu grupu. Kako bi u dejstvo (5.84) uveli stepene slobode koji odgovaraju teoriji
opste relativnosti, nephodno je napisati dodatni ¢lan:

1
S= [ B®ARy+esAVE — Mg A (B“b ——_otdg ed) . (5.85)
My ].67Tlp

Ovde je Ay 2-forma Lagranzevog mnozitelja, a [, oznacava Plankovu duzinu. Variranjem dejstva
(5.85) redom po varijablama By, €4, Wap, Ba 1 Aap, dobijaju se jednacine kretanja:

Rap — Aap = 0, (5.86)

1

)\bc d _ .

Vﬁa + _87'('[12) Eabed Ne 0 s (5 87)
VBab - e[a VAN ﬁb] = 0, (588)
Ve, =0, (5.89)

1

ab abcd —

B —167Tl12)€ ecNeg=0. (5.90)

Iz jednacina (5.89) i (5.90) sledi da je VB = 0, §to dalje povlaci, primenom jednacine (5.88),
jednakost e, A By = 0. Pretpostavljajuci da su tetrade invertibilne, e = det(e®,) # 0, moZe se
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pokazati da je ovaj zahtev ekvivalentan jedna¢ini 5* = 0 [15]. Dalje, iz jednacina (5.86), (5.88),
(5.89) 1 (5.90) dobijamo:

1
lew/ = R“b“,,, B =0, Bapw = Wgabcdecﬂed,,, w“b“ = A“b#. (5.91)
p
Ovde su Ricijevi koeficijenti rotacije dati izrazom
1
Aab“ = §<Cabc o Ccab + Cbca)ecu’ (592)
gde je
e = etye”, (9,e", — 0,e%,) . (5.93)

Poslednja jednacina predstavlja spin koneksiju w® izrazenu kao funkciju tetrada, sto dalje

povlaéi da i 2-formu R® moZemo napisati u tom obliku. Preostala jednacina (5.87) predstavlja
jednacine kretanja za tetrade:
Eavea R N e = 0. (5.94)

Lako se uo¢ava da ovaj izraz predstavlja nista drugo no Ajnstanove jednacine kretanja zapisane

na jeziku diferencijalnih formi:

1
Ruy - §g‘w/R =0.

Zaklju¢ujemo da je dejstvo (5.85) klasi¢no ekvivalentno opstoj teoriji relativnosti.

5.3 Ajnstajn-Jang-Milsova teorija

Kao 8to smo veé naveli, osnovna prednost teorije (5.85) nad Plebanski modelom lezi upravo u
¢injenici da su polja tetrade eksplicitno prisutna u topoloskom sektoru teorije. Ova ¢injenica
nam omogucava da kuplujemo polja materije sa gravitacijom, kao §to je uradeno u radu [15].
Ipak, moguée je kuplovati i Jang-Milsovo polje materije u okviru formalizma 2-grupe [10].
Naime, Poenkareovu 2-grupu mozemo prosiriti tako da obuhvati SU(NN) gejdz polja. Da bi se
to uradilo biramo sledece Lijeve grupe kao elemente ukrstenog modula

G = S0(3,1) x SU(N), H =R*, (5.95)

dok se dejstvo > grupe G bira na sledeé¢i nac¢in. Kao $to je to bio sluc¢aj kod Poenkareove
2-grupe, grupa GG deluje na samu sebe konjugacijom. Dejstvo grupe G na grupu H je takvo da
pogrupa SO(3,1) deluje na R* vektorskom reprezentacijom (5.79), kao §to je to bio slucaj kod
Ponkareove 2-grupe, dok je dejstvo podgrupe SU(N) na grupu H trivijalno

> P, =0, (5.96)

gde su 77 generatori SU(N) grupe. Preslikavanje 0 : H — G ostaje trivijalno. Oblik 2-koneksije
(e, B) oslikava strukturu grupe G, pa na osnovu direktnog proizvoda imamo razlaganje koneksije
a na dva sabirka, od kojih svaki odgovara jednoj podgrupi:

a=wMy+ Alry,  p=p5"P,, (5.97)
gde A oznacava 1-formu gejdz koneksije. Element F uredenog para 2-krivine F, G postaje

F=RMy+ Flr;,  Fl=dA" + fi"AT A AKX (5.98)
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dok element G ostaje isti kao u slu¢aju Poenkareove 2-grupe, $to sledi iz dejstva (5.96). Najzad,
struktura direktnog proizvoda prisutna u grupi G znaci da se Kilingova forma ( , ) o razdvaja
na dve podgrupe, odnosno na Kilingove forme za SO(3,1) i SU(N), odnosno da vazi

<Mab7 Mcd) = na[c‘nb‘d} ) <TI7 TJ> == 51] ) <MabJ Tl>g == O . (599)

Na osnovu definicije ukrstenog modula sledi da je Kilingova forma definisana na ovaj nacin
invarijantna na G-gejdz transformacije i na H-gejdz transformacije. Topolosko 2BF' dejstvo
(5.1) definisano za ovakav izbor ukr§tenog modula je dato izrazom

Sopr = / BN Ry, + B A Fp+e, NVSY, (5.100)
My

gde je B! € A*(M,,su(N)) novi LagranZev mnozitelj. Dejstvo (5.100) je topolosko dejstvo
i neophodno je dodati odgovarajuce veze kako bismo ga transformisali u dejstvo koje opisuje
teoriju sa odgovarajué¢om netrivijalnom dinamikom. Veza koja dovodi do jednacina kretanja
za opStu relativnost data je izrazom (5.85), dok veza koja dovodi do odgovarajuée dimanike za
gejdz polja data kao u dejstvu (4.63), pri ¢emu je u¢injena smena § — e®. Dakle, dejstvo za
Jang-Milsovo polje kulovano sa Ajnstajn-Kartanovom gravitacijom dato je izrazom:

S:/ B® ARy + B A Fp+ e, NV
My

12
A (Bab - eede A ed> FAA (BI — = Mpre® A eb) (5.101)
g

167?[%

+ ¢! (Mabjacdefec Net Ne Nel — gr F7 Aeg A eb) )

Vidimo da je veza koja dovodi do pojave Jang-Milsovog polja u zakrivljenom prostorvremenu
u dejstvu (5.101) dobijena iz dejstva za Jang-Milsovo polje u prostoru Minkovskog (4.63) za-
menom nedinamickog pozadinskog polja 6 prisutnog u dejstvu (4.63) sa dinamic¢kim poljem
tetrade e®. Veza izmedu ova dva polja veé¢ je nagovestena jednacinom (4.64), koja opisuje
vezu izmedu ¢ i metrike ravnog prostora Minkovskog 7,,,. Posle zamene ovog polja poljem e?,
ovo polje postaje dinamicko zbog gravitacionog sektora dejstva, dok jednacina (4.64) postaje
uobicajena relacija koja povezuje polja tetrade i prostorvremensku metriku,

G = Tap€ €’ . (5.102)

Ovom smenom dejstvo (5.101) postaje nezavisno od pozadine, kao $to je ocekivano u opstoj
relativnosti. Napomenimo jos jednom da je ova konstrukcija moguca na osnovu prisustva
tetrada u topoloskom sektoru dejstva (5.85).

Varirajem dejstva (5.101) redom po varijablama By, Wab, Bas Aapy C°L, Muyr, By, M, ALi
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e, dobijaju se jednacine kretanja:

R® — X" =0, (5.103)
VB® — el n gl =0, (5.104)
Ve =0, (5.105)
Bay — L — eweac N et =0, (5.106)
16712
Mabjgcdefec/\e NefANel —FrhegNey =0, (5.107)
—?AI Ae® Aed + C“blacdefe NeltAef Nef = (5.108)
Fr+M\=0, (5.109)
By — % e Ae? =0, (5.110)
—dB; + Bg A fiN AT + (e A ey) — (Peg Ney A N AT =0, (5.111)

24
vﬁa 5abcd)\bc 6 - _Mabl)\l A 6 + 4<ef Meflgabcde Aef N 6 - 2<abIFI A 6 =0.
g

1
8l
(5.112)

Ovaj sistem jednacina opisuje dva dinamicka polja e, i A, dok sve ostale varijable moZemo
izraziti preko njih i njihovih izvoda, kao $to sledi iz jednacina (5.103)—(5.110):

e
o
)\ab;u/ = Rabuua 5aull = Oa Waby = Aabua /\abI = Fab[a B,uy[ = _2ggquUFp I,
B _ 1 d M _ 1 Hrpo g b abl __ 1 Ky po b
abpry — 2€abcde,ue I Z8) abl — — € V€p60'7 C -— ¢ Vepea-
8ml, deg  deg

(5.113)
Koris¢éenjem ovih izraza za varijable u jednac¢inama kretanja (5.111) i (5.112) dobijamo jed-
nacinu kretanja za A’:

VpFlpu — GpFIW + Fp,\pFI’\“ + fJKIAJpFKW =0, (5.114)

gde je I'*,, standardna oznaka za Levi-Civita koneksiju, i jednacinu kretanja za e®

1
R — g™ R = 8wl TH (5.115)
gde je
1
™ = I (F, o' FP7 g + AF* (V7Y (5.116)

Sistem jednacina (5.113)-(5.116) ekvivalentan je sistemu jednacina (5.103)—(5.112). Primetimo
da smo ponovo dobili identitet 5% = 0, kao $to je to bio sluc¢aj kod ¢iste gravitacije.

Generalizacija izbora gejdz grupe za Jang-Milsovu teoriju sa SU(N) na kompleksiji slucaj,
recimo SU(3) x SU(2) x U(1), je pravolinijska.
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3B F teorija

Premda je struktura 2-grupe uspeSno primenjena za opisivanje gravitacionog i gejdz polja,
nedovoljna je da opiSe ostala polja materije, kao Sto su skalarno i fermionsko polje. Da bi
opisali ova polja neophodno je izvrsiti jo§ jedan korak kategorijskih lestvica, kategorijskom
generalizacijom algebarske strukture 2-grupe na strukturu 3-grupe. Ispostaviée se da struktura
3-grupe uspesno opisuje sva polja prisutna u Standardnom Modelu kuplovana sa gravitacijom.
Pored toga, struktura 3-grupe poseduje i treé¢i tip gejdz transformacija, koji je novitet u odnosu
na strukturu 2-grupe i odgovara izboru skalarnih i fermionskih polja prisutnih u teoriji. Ovaj
neoCekivan i intrigantan rezultat detaljno je analiziran u [L0].

Struktura ovog poglavlja prati strukturu prethodnih poglavlja 4 i 5 u kojima su razmatrane
BF i 2BF teorija. Najpre, u odeljku 6.1 ¢emo definisati i analizirati simetrije 3B F topoloskog
dejstva. Pododeljak 6.1.1 sadrzi Hamiltonovu analizu za 3BF' teoriju, koja rezultuje komple-
tnom kanonskom strukturom teorije, kao i vezama prve klase i vezama druge klase prisutnim u
teoriji i njihovom algebrom. Zatim, na osnovu ovih rezultata, u nastavku pododeljka 6.1.1 ana-
liziramo Bjankijeve identitete koje zadovoljavaju veze prve klase, koji smanjuju broj nezavisnih
veza prve klase prisutnih u teoriji. Kona¢no, sumiranjem ovih rezultata dobijen je broj lokalnih
propagirajucih stepeni slobode prisutnih u 3B F teoriji, tj. da je 3BF' teorija topoloska teorija.
Konac¢no, ovaj pododeljak se zavrSava konstrukcijom generatora gejdz simetrija za topolosku
teoriju, na osnovu Kastelanijeve procedure za konstrukciju generatora ¢iji su racunski detalji
prikazani u Dodatku D.3.2; i izraCunavanjem varijacija formi za varijable prisutne u teoriji i
njihove konjugovane impulse.

Pododeljak 6.1.2 sadrzi glavne rezultate naseg rada i posveéen je analizi gejdz simetrija
3BF dejstva. Na osnovu rezultata prethodnog pododeljka, varijacija svih varijabli i njihovih
kanonskih impulsa, a imajuéi u vidu da ove varijacije predstavljaju infinitezimalne transfo-
rmacije gejdz simetrije na nekoj prostornoj hiperpovrsi 3 koje odgovaraju nultoj vremenskoj
komponenti parametra transformacija, mozemo ekstrapolirati infinitezimalnu transformaciju
varijabli na ¢itavom prostorvremenu. Zatim, za ove infinitezimalne transformacije pogoden je
oblik konaé¢nih transformacija i na taj nacin je dobijeno pet vrsta gejdz transformacija u teoriji
— veé poznate G-gejdz, H-gejdz i L-gejdz transformacije, kao i M-gejdz i N-gejdz transformacije
koje predstavljaju nov rezultat. Analiza transformacija simetrija, tj. izracunavanje komutatora
generatora ovih transformacija, nam ukazuje na jednu bitnu razliku u odnosu na 2B F’ teoriju,
a to je da u 3BF-teoriji H-gejdz transformacije ne ¢ine grupu. Vide¢emo da u strukturi 3BF
teorije bitnu ulogu igra gejdz grupa Hj koju ¢ine H-gejdz i L-gejdz transformacije. Racunski
detalji izracunavanja komutatora prikazani su u Dodatku D.3.3. Rezultati ovog pododeljka su
na kraju sumirani u kompletnoj strukturi gejdz grupe simetrije.

Zatim, modifikacijom topoloskog 3 BF' dejstva dodavanjem odgovarajucih veza, formirana su
3BF dejstva sa vezama koja opisuju teorije sa netrivijalnom dinamikom. Vide¢emo u odeljcima
6.2 1 6.3 kako se Klajn-Gordonovo i Dirakovo polje u zakrivljenom prostoru mogu zapisati u
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formi 3BF dejsva sa vezama. Radi kompletnosti, u 6.4 analizirana su i Vajlova i Majorana
polja u interakciji sa Ajnstajn-Kartanovom gravitacijom. U odeljku 6.5 vide¢emo kako se svi
ovi rezultati mogu primeniti za konstrukciju 3BF dejstva sa vezama koje opisuje svu materiju
prisutnu u Standardnom Modelu kuplovanu sa gravitacionim poljem. Na kraju ovog poglavlja,
predstavljen je jednostavan model koji opisuje skalarnu elektrodinamiku kao 3BF' teoriju sa
vezama, dok je u Dodatku C uradena kompletna Hamiltonova analiza ove teorije.

Zaklju¢ujemo da su gravitacija, gejdz polja i polja materije uspesno obuhvacena formali-
zmom 3-grupe. Klasi¢na teorija time je uspes$no zapisana u obliku prilagodenom za kovarijantnu
kvantizacionu proceduru.

6.1 Topoloska 3B F’ teorija

Slicno kao kod BF i 2BF dejstva, definiSemo gejdz invarijantno topolosko 3BF' dejstvo za
mnogostrukost My i 2-ukrsteni modul (L SHSG, >, { ., }:

SgBF:/ (BANF)g+(CNANG)y+ (DAH). (6.1)
My

U prethodnoj jednacini 2-forma F € A*(M,,g), 3-forma G € A*(My,h) i 4-forma H €
A*(My, 1) oznacavaju komponente 3-krivine definisane jednac¢inom (2.118). Pored Lagranzevih
mnozitelja 2-forme B € A?(M,,g) i 1-forme C € A*(My,b) prisutnih i u 2BF teoriji, u 3BF
teoriji imamo i Lagranzev mnozitelj D € A°(My,[) koji ima interesantnu fizicku interpretaciju
koju ¢emo diskutovati kasnije. Zagrade (_, )4, (_, )y 1 (_, ) oznacavaju G-invarijantne
bilinarne simetri¢ne nedegenerisane forme algebri g, b i [.

Variranjem 3BF topoloskog dejstva (6.1) po varijablama B®, C* i D# (gde indeksi A pre-
brojavaju generatore grupe L), dobijaju se jednacine kretanja:

F*=0, G'=0, H'=0, (6.2)
dok se variranjem dejstva po varijablama a®, 3% i ¥4 dobijaju:

dBa — foaB’Yny VAN Oé’B — DaabC’b A ﬁa + DQBADA A ’yB =0, (63)
dC, — 0,"Ba + aa"Cy A ™ + 2X(ay*Da A 2 =0,
dDy — DQABDB Aa®+04°C, =0.

6.1.1 Hamiltonova analiza topoloske 3 B F' teorije

U ovom odeljku prikazacemo kompletnu Hamiltonovu analizu topoloske 3B F teorije [19]. Pret-
postavljajué¢i da je prostorvremenska mnogostrukost M, globalno hiperbolicka mozemo da
definiSemo Lagranzijan na prostornoj folijaciji X3 za 3BF' dejstvo:

1 . 1
5 C I gbypo Gab + _DAHBW/pggAB) . (66)

1
Lipr = / 4’z evrr (_ Baw/ Fﬁpa Gap t
Sa 4 4!



83

6.1. Topoloska 3BF teorija

Za Lagranzijan (6.6) konjugovani impuls

i koji odgovaraju varijablama B¢, a%,, C%,, B,

D4 i ~4,,,, dobijeni varijacijom LagranZijana po vremenskim izvodima varijabli, su:

oL
5(903‘1#,/

oL
530&‘1#

oL
580C,
6.7
. (6.7)
580['3“ v

oL
809 DA

oL
5807A;_Lup

EOMVpDA.

Kako relacije (6.7) ne mogu biti invertovane po vremenskim izvodima varijabli, zaklju¢ujemo

da imamo sledeé¢e primarne veze u teoriji

Koristimo fundamentalnu Poasonovu zagradu definisanu na sledeéi nacin,

{B%u/(T), m(B)s" (4) }

{a®u(7), m(a)s”(¥) }
{Cu(@), m(C)"(¥) }
{Ba/ﬂ/(f) ) W(B){)po(g’)

{D4(E), 7(D)s(9) }

{7 wn(@), (NN T =

da izracunamo algebru primarnih veza:

{P(B)o’"(Z) , P(a)s'(

{P(C)"(E), P(B)Y(7) }

{P(D)a(@), P(7)5""(7) }

m(B) " =0,
()t — %EOWPBOM) ~0,
m(C)H =0,
(6.8)
7(B)a + P C,, ~ 0,
W(D)A ~ 07
7T(Y) 4P — P Dy = 0.
= 263(5[’;53] 5B (@ —19),
= 6501601z — ),
= 60 00(T - 7).
(6.9)
} = 2555[’253} 5(3)(5—5),
3164 67,6765 0 (& — ),
7N}y = 9 gap(d) 60T~ 7)),
= =" gy () 0BT — 1), (6.10)
= Vit gaB(T) 5 (7 — 7).
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Sve ostale Poasonove zagrade su jednake nuli. Kanonski "on-shell” Hamiltonijan je:

1
He= /dgf{iﬂB)a“" QB + (@)’ Gy, + 7(C)a" 9O,
> . (6.11)
_|_

1
§”<5)“W 0B + (D)4 0D + gw(y)wp Oy | — L.

Raspisivajem 3-krivine, odnosno zamenom relacija (2.3.5), Hamiltonijan (6.11) prepisujemo u
formi ¢lanova koji su jednaki proizvodu primarnih veza i vremenskih izvoda varijabli i ostatka.
Primarne veze su nula "on-shell" tako da kanonski Hamiltonijan postaje:

= 0ij ]' Q ]' a a 1 «
H. =~ — / d*z "9k |:§Ba0i]: jk T 600’0 G%ijk + i (VjCa,k - §3a Baji + ﬂbjk D4 X{ab}A)
2
1 1 1
+ iaao (Vz'Bajk — Cli o “ Bk + gDA Dap '7Bz‘jk> + 57'401‘]‘ (VkDA + Car 5,4“)} -
(6.12)

Dodavanjem proizvoda Lagranzevih mnozitelja A i primarnih veza za svaku vezu mozemo da
dobijemo "off-shell" totalni Hamiltonijan:

1
Hy = Hot [ @7 0B WP + Na)'WPla).! + O, PO
1
]

(6.13)

5B wP(B)a + MDY P(D)a+ 520wy P()4|

Kako bi primarne veze bile o¢uvane u toku evolucije sistema one moraju da zadovoljavaju uslove
konzistentnosti

P={P,Hr}~0, (6.14)

za svaku primarnu vezu P. Koris¢enjem (6.14) za primarne veze P(B),”, P(a).’, P(C).°,
P(8),% i P(v) 4" dobijamo sekundarne veze S:

S(]_—)ai = %Eom‘k;}-ajk ~0,

S(VB)y, = %EOijk (ViBajjk — Cai >ab “ Bk + %DA Bap " Yir) &0,

S(g)a = %GOijkgaijk ~ 0, (6‘15)
S(VC),' = (V[ Cuy — %&f‘Ba i+ 8% Da Xy 0,

S(VD) 49 = €*(ViDa+ Cor04®) = 0.
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dok u sluéaju primarnih veza P(a).”, P(B).'*, P(B).*, P(C).*, P(v)a%* i P(D), uslovi
konzistentnosti odreduju Lagranzeve mnozitelje:

AB)aij = ViBaoj—V;iBaoit+Cuofi>ab* +Chit>a’a%;
—Cyi>a’aB%i+ f 0?0 BY i+ Dy 0ii>a” 4,
Ma)¥ = Via%+0,%B%:,
MO & ViC%+C>0 00 —280i Da X P44 Bogi0°,
(6.16)
MB)% = ViB%—V;B%i—B%>aa%0+740i04%,
AD)a = a%Dp>aa®—Caoda”,
/\(’Y)Aijk ~ —25a0i5bij{ab}A+25a0j5bikX{ab}A—QBGOkain{ab}A
— a0V ik Viv o —Viv o+ Viytoij-
Preostali Lagranzevi mnozitelji
B, A@)%, MO, AB) 0 A o (6.17)

ostaju neodredeni iz uslova konzistentnosti primarnih veza. Sekundarne veze takode moraju
biti o¢uvane, pa se zahtevaju i uslovi konzistentnosti sekundarnih veza, koji u ovom slucaju ne
dovode do pojave novih veza u teoriji:

{S(F)*, Hr} = f3,°S(F)"a7y,
{S(VB)a , HT} = fgfyanokSQF)ﬁk + fga’yOé’B()S(VB)mf + Ca() > ab “S(g)b
— Daa Bk S(VO) + £ o Pay?ojnS(VD) g%
{§(9)*, Hr} = D" BuS(F)* — a% >y °S(G)°,
{S(VC’)ai ,Hry = Cpoba bGS(.F)M + Daabaa()S(VC)bi + 2X{ab}AﬁbojS(VD)Aij ,

{S(VD)Aij, HT} = a% >aa BS(VD)Bij.

(6.18)
Najzad, totalni Hamiltonijan moze da se zapiSe u sledeé¢em obliku:

Hr = [ @F[AB0 0B+ M@ el + MO0 §Ch+ B (5N + A0 s b(r),”

) o1 g
— Booi ®(F)" = a0 ®(VB)* = Cao ®(G)" = faoi ®(VC)™ = S 74035 <I><VD>A”} :
(6.19)
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gde su

®(VD) 4%

veze prve klase, a

S(F)™ - V,;P(B)* — P(C), 0™,

. 1 ..
S(G)y + ViP(C)," — 5@,@- > Y P(B)% + P(D)"6 4, (6.20)
S(VO)' = V,;P(B)," + Cyy 1> "o P(B)*
—0,"P(a)’ + 2D A X (any P(C) + B 1 X 1any P(7) 7%,

. 1 ..

S(VB)y + ViP(a)," — 3 for" BpijP(B)"Y

. 1 .
_Cbi I>aa bP<C>M - iﬁbij I>aa bP(ﬁ)mJ

1 ..

~P(D)*Dg >qa ® + §P(7)A”k73iﬂc >ap
S(VD) 47 + Vi P(7) 47" — P(8),90,4* — P(B)* >, 4Dp,

X(B)’* = P(B)™,  x(O)' = P(O)', X(D)a=P(D)a,
X(@)a' = Pla)a's  x(B)a” = P(B)”,  x(7)a"" = P(7)a"", o2
veze druge klase.
Poasonova algebra veza prve klase je:
{2(g)" (@), (VC)'(9) } = = > " O(F)(T) (T~ ),
{2(VO)'(7), (VO ()} = —2Xay" ®(VD)47(7)6P(Z - 7),
{2(9)" (@), 2(VB)a(¥) } = Du’ ©(9)"(2) (7 - 7),
{B(VO) (@), ®(VB)a(®)} = Pad ®(VC)(7) 67— 7)), (6.22)
{2(F)(@), ®(VB)s(H) } = [f5," ®(F)i(2) 6T~ ),
{®(VB)a(7), ®(VB)s(5) } = fap” B(VB),(7) 6P (7F — ),

{®(VB)a(?), ®(VD). ()} = 2aa®@(VD)p(2)0™(7 — 7).
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Poasonova zagrada veza prve klase sa vezama druge klase je:

{@(F)@), x(@) @} = —fo,"x(B)Y(&) 0P (T - 7),

(BO1(@ (@@} = —E O IOE-7),
DO @ xO@} = B (B IO —y),
{BVB)@), (@)@} = — 5w X85 I - 7).
{BVBY@), (O} = —2X Mg x(3)44() 697 - 7).
{BVO) (@), MCW@ ] = BB -7,
(BVB@), XD} = X \(C) (@) s~ ).
(BB @), (@@} = @) (@) - 7). (6.2
{BTB @), (D) = e XOWIE) IO~ ),
{RTB @), XA @)} = — B aa® X570 00— ),
{BVB) @), (B @)} =~ (B 69— ).
[(BVBP@, X(OW@) = — B ux(C(E) 8 - ).
(BVBP@ . D@} = — > Pax(D)s(@) T -7,
(BUDAIE), M)} = — B ()@ 6O ),
(BUDIE, \(D)s} = 5 ban (B () 6 ).

Najzad, korisno je izrac¢unati Poasonovu zagradu izmedu veza prve klase i Hamiltonijana:

{o(F)*, Hr} = f3, " ®(F)a,
{®(VB)a, Hr} = [37aB"a®(F)* + f5,7050P(VB), + Cap b “®(G)°
1 .
— Paa bﬁa(]kq)(vc)bk + 5 >a BA’YAOjk(I)<VD>BJk )
{®(9)*, Hr} = Du’Bor®(F)* — a% >, “@(G)°,
{(I)(VC),IZ , HT} = Cipo >qo baq)(f)ai + Daabaao(I)(VC)bi + 2X{ab}Aﬂboj¢)(VD)Aij ,

{®(VD)4", Hr} = a% >aa "®(VD)p".
(6.24)

Broj stepeni slobode topoloske 3B F' teorije

Bjankijevi identiteti (BI) za 1-forme o i C'i 2-forme S i B dati su izrazima kao u sluc¢aju 2BF
teorije (5.24), (5.25), (5.26) i (5.27). Osim njih, u 3BF teoriji postoji Bjankijev identitet koji
odgovara 0-formi D.

Lema 11 (BI za 0-formu D) Definisanjem varijable
Q" = dD? + >.pa® A DP | (6.25)
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dobijamo da vazi sledeci identitet:
A (V,Q4, — >ap™F,,DP) = 0. (6.26)

Bjankijevi identiteti igraju vaznu ulogu u odredivanju broja stepeni slobode u dejstvu.

Obelezimo sa p dimenzionalnost grupe G, sa ¢ dimenzionalnost grupe H i sa r dimenziona-
Inost grupe L. Sada moZemo dobiti broj inicijalnih polja u 3BF teoriji prebrojavanjem polja
navedenih u tabeli 6.1.

O[oz“ Bauu ’yAuup Ba/u/ Cau, DA
4p 6q 4r 6p 4q r

Tabela 6.1: Inicijalna polja u 3BF' teoriji.

Dobijamo da je N = 10(p + ¢) + 5r. Sli¢no se moze odrediti broj nazavisnih komponenata
veza druge klase prebrojavanjem komponenti veza prikazanih u tabeli (6.2).

X(B)o™ | x(O)a" | x(D)a | x(@)o’ [ x(8)a" | x(7)a”*
3p 3q r 3p 3q T

Tabela 6.2: Veze druge klase u 3BF' teoriji.

Dobijamo da je S = 6(p + q) + 2r.

Veze prve klase nisu sve medusobno nezavisne. Osim identiteta (5.30) i (5.32) koji su
zadovoljeni i u slucaju 2BF' teorije, u 3BF' teoriji pojavljuje se novi identitet. Naime, veze
prve klase zadovoljavaju:

V,B(VD) A7 + %M‘S (VO = ViVix(1)a”* + %x(ﬁ)a“ 04" = % >a "aDp®(F)a! 627
+ % >a P 4Dpd, x(C)Y = %EOijk(viQAk + >aa"F* 3 Dp), |
odnosno, kako je desna strana upravo A = 0 komponenta Bjankijevog identiteta (6.26), dobija
se:
Vi®(VD) 4" + %5Aas(vc)aj — ViVix(7)a”" + %x(ﬁ)ﬂ'w 6.28)
B % >a PaDp®(F)a’ + % >q P 4Dpd"x(C)7 = 0. |

Broj nezavisnih komponenti veza prve klase moze se odrediti prebrojavanjem veza prikazanih
u tabeli 6.3, a zatim oduzimanjem broja nezavisnih Bjankijevih identiteta od tog broja.

P(B)a' | 2(Cla | P()a | 2(B)a’ | ()4 | P(F)™ | 2(G)" | 2(VC)” | &(VB)* | &(VD)4"
3p q P 3q 3r 3p—p q 3g—q P 3r —2r

Tabela 6.3: Broj veza prve klase u 3BF’ teoriji.

Broj nezavisnih komponenata veza prve klase je:

F=8p+q)+6r—p—q—2r="7p+q) +4r,

gde smo od broja komponenta veza prve klase navedenih u tabeli 6.3 oduzeli p relacija (5.30), ¢
relacija (5.32) i 2r nezavisnih' relacija (6.28). Najzad, koriste¢i formulu za izrac¢unavanje broja

! Jednagina (6.28) se sastoji od 3r identiteta, ali od njih su samo 2r medusobno nezavisni. Izra¢unavanjem
divergencije izraza (6.28), dobijamo da je ona automatski jednaka nuli na osnovu Bjankijevog identiteta (5.24).
Oduzimanjem od ukupnog broja relacija (6.28) ovih r relacija divergencije koje ne predstavljaju nove identitete
koje veze u teoriji zadovoljavaju, dobijamo 2r nezavisnih identiteta (6.28).
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stepeni slobode u teoriji (3.41), dobija se da je broj stepeni slobode u 3BF teoriji

6(p+q)+2r

=10(p+q) +5r —T(p+q) — 4r — 5

=0, (6.29)

odnosno da 3BF' teorija nema propagirajucih stepeni slobode.

Generator gejdz transformacija za 3B F teoriju

Generator gejdz transformacija u 2B F teoriji dat je izrazom:

G = /Z d?’f((VOeO‘Z-)QD(B)ai—eo‘iCI)(]-")ai—|—(Voea)q)(a)a—i—eo‘(fmﬁBﬁOi@(B)W

+ C1(10 >ab aq)(cv)bo + 6&01' >ab aq)(ﬂ)bOz - _’YAOij >aa Bq)(’Y)BZ] - q)(VB)oz)

2
+ (Voe")@(C)q — € (Broi Baa "®(B)™ + ®(G),)
) (ﬁ)ai - Eai (ObO > aa b(I)(B)ai - 25b0jX{ab}A(I)(7)Aij + (I)(VC)aZ)

1 g L
§<voe OO = 5AHTDLY).

A

(6.30)
Ovde su €%, €, €*, €*; and eAl-j nezavisni parametri gejdz transformacija. Postupak izvodenja
generatora (6.30) prikazan je u dodatku D.3.

a

Varijaciju forme varijabli i njihovih konjugovanih impulsa ra¢unamo primenom (3.56):

60Ba0i = VQéai — f[jvaéﬁB’YOi (Soﬂ(B)aOi = 7fa[j76’87T(B)70i,
—e? >aa bBbOi - eai >aa beO )

(e — PRI alBRY.. A B gy — VB j

6B = 2Ve®y — f3,°€"BYj —€%ij>oa "D dom(B)o” = —fog?e"m(B),",
—€" Dag bﬂbi]’ - 26a[j| >aa be|i] ’

do®y = Vope*, Som(a)y’ = —fa/ﬂeBm(B)VOi—fa[ﬁeﬁﬂ(a)vo

— Doy 267(C)° — >apetim(B)

A_B

3 B>aB "€ ijﬂ(’Y)A

doa®; = Ve + 9,%%, Som(a)y’ = —fap€?im(B), 7 — fopleP (),

0
’

— Do “€T(C)ot — Dap®e’m(8),Y

1 i, i,
A_B k 0ijk
—=DaB € jkW(V)AZ] + €™ Vjeak7

i
+2€0Uk * > ab aﬁ ik
500110 _ V()Ga — @ Db aobo’ (SOW(C)U,O = @ D> oa bﬂ'(C)bO — €; Doa bﬂ_(B)QOi ,
500(11' = viea — € >ab aCbi 507(C)ai = € >aa bﬂ—(c)bi — €pj >aa bﬂ-(B)aij 5

+Eaiaaa - 2€bi Dy X{bc}Agac >
(6.31)
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008%; = Vo —€* >y “Broi Som(B)a” = € Dua 'T(B)Y — € Dag P (B)Y
+2€; X (an A (7) 2%,

SoB% = 2V — € Dap “B%; + €104, Som(B)a? = € oo 'T(B)Y — € Boq P (B)™
+2€, X (apy () 47F

— Yk e, — €"9R¢* 10,
Sov i = —€*7P0i Dap * + Vot Som(7)a" = € >aaBw(7)5%,
431 8% Xany ™
Sov ik = —€“YPik Dan A+ Viedji Som(1)a"" = € >aaPr(y)p7F — k5, 4€"
=V, + Vet — 31 B Xanp?
oD = —e5,A—eDP o5, Gom(D)a = 2¢": X(apyam(C)"
_%GB” >aa ' (B) i

+€e >aa BW(D)B .

6.1.2 Simetrije 3BF dejstva

Dejstvo (6.1) poseduje dodatne simetrije u odnosu na transformacije simetrija definisane za
2BF dejstvo u Teoremama 10, 11 i 12. Naime, vaze sledece teoreme [19].

Grupa G

Na' re osmatrajmo inﬁnitezimalne transformaci’e odredene arametrom e date varijaci-
) g >
jama f()I’]Ili

(SOOKO{M = - OMEQO‘ — fﬁ’yaaﬁuegv R 6()Bauy = fB,YaEgBB’Y,uV s
505ap,u = Dabaegaﬂbuu ) 500(1# = DPw aegacb# s (632)
507Auup = DaB Aega73uup ) 50DA = DaB AGQQDB ,

koje analogno mozemo da zapiSemo na slede¢i nacin:

a — o = a+ Ve, B — B = B+[B,¢],
= [ = B—e>f, C —- O = C—-¢>C, (6.33)
v = Y = -, D — D = D—-¢>D,

Na osnovu ovih infinitezimalnih transformacija mozemo ekstrapolirati kona¢nu transformaciju
definisanu u Teoremi 14.

Teorema 14 (G-gejdz transformacije) U 3BF' teoriji nad proizvoljnim 2-ukrstenim modulom

(L SHS G,>,{_,_}pr), sledeca transformacija je simetrija,
a — o =Ad,a+gdgt, B — B =g¢Bg,
B = p=g>p, C = C'=yg>C, (6.34)
v o2 =g, D — D'=gr>D,

~ A

gde je g = exp(ey - G) = exp(€;G*) € G i €5 : My — g parametar transformacije.



91 6.1. Topoloska 3BF teorija

Dokaz. Transformacija 3-koneksije definisana u Teoremi 14 dovodi do sledeée transformacije
3-krivine:

F = F =gFgt, G - G=gG, H — H=g>H, (6.35)

Primenom ove transformacije, 3BF dejstvo postaje:

S = [ ((B.F)y 4 (C.0), + (D))
. (6.36)
— Spp = /M ((ng_l,gfg‘1>g +(g>C,g>G)y+ (9> D, g > 7—[)[> :

Iz G-invarijantnosti bilinearnih formi (_, ), (_, )y i (_,_)sledi da je 3BF dejstvo invari-
jantno. Invarijantnost se moze takode pokazati na slican nac¢in kao u Teoremi 8. m

Razmatranjem dve uzastopne infinitezimalne G-gejdz transformacije, odredene malim para-
metrima €, i €;%5, izra¢unavamo komutator dva generatora G-gejd transformacija na sli¢an
nacin kao sto je to uradeno u slucaju BF teorije. Dobijamo da generatori G-gejdz transformacija
definisanih u Teoremi 14 zadovoljavaju komutacione relacije

(G, Gs] = fup? G, (6.37)

gde su f,37 strukturne konstante algebre g. Primetimo da, isto kao §to je to bio slu¢aj kod BF
i 2BF transformacija, postoji izomorfizam izmedu generatora G, = 7, tj. mozemo zakljuciti
da je grupa G-gejdz transformacija iz Teoreme 14 upravo grupa G iz 2-ukr$tenog modula

(L SHS G,>,{_, _}pr). Ovo je vazan rezultat, koji nece vaziti za preostale transformacije
simetrije, kao Sto ¢emo videti u nastavku.

Gejdz grupa H;
Razmotrimo sada varijacije formi koje odgovaraju parametru transformacija €,%;. Na primer,
iz jedna¢ina (6.31) se moze videti da je varijacija formi promenljivih a®y i o®;:

5an¢0 = 0, (SoOéai = —aao‘eh“i . (638)

Uzimajuéi u obzir da dejstvo generatora (6.30) daje transformacije simetrije na jednoj pros-
tornoj hiperpovrsi X3 sa vremenskom komponentom parametra transformacije jednakom nuli
er®o = 0, moZze se ekstrapolirati transformacija za parametre prostorvremenskih gejdz transfo-
rmacija €,*,. Dobijamo da je varijacija forme promenljive o,

o™, = —0,%€r 6.39
H h p

a slino se moze zakljuciti i za preostale varijable. Tako je infinitezimalna transformacija u
celom prostorvremenu koji odgovara parametru €,, data varijacijama formi:

o0y = —0.%", 0B = QCa[MIEbeV} > pb ‘g7,
80B% = —2Vue, 00C% = 2DaX(an) e’y (6.40)
50’}/A#Vp = S!B“[Wehbp]X(ab)A 3 50D = 0.

Za ove infinitezimalne transformacije dobijaju se konac¢ne transformacije simetrije date u Teo-
remi 15.
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Teorema 15 (H-gejdz transformacije) U 3BFE teoriji nad proizvoljnim 2-ukrstenim modulom

(L S HS G, {_,_}pt), sledeca transformacija je simetrija:
o — o/ = a—agh’ B — B/ = B—C//\TEb—Eh/\DEb/\DD,
6 — ﬂ/ = ﬂ—vlﬁb—ﬁb/\ﬁb, C — C/ = C—D/\Xlﬁh—D/\XQEh,
v o= Y = v+ {B e ter + {en: Bl D — D' = D,

(6.41)
gde je parametar e, € A'(My,h) proizvoljna 1-forma element algebre b, a oznaka V' je ko-
varijantni izvod sa koneksijom «'. Preslikavanja T, D, Xy i Xy su definisana v Dodatku A,
jednacinama (A.13), (A.51), (A.AT7) i (A.48).

Dokaz. Primetimo da se 3-krivina pri transformacijama simetrije definisanim u Teoremi 15
transformiSe na slede¢i nacin:

F — F=F,
G = G=G-FAN g, (6.42)
H = H =H+{G e}tor —{en, G-

Koristedi izraze za transformacije 3-krivine (6.42) i za transformacije Lagranzevih mnozitelja,
dobija se da je transformisano dejstvo S§pp:

( —(C' AT e, F), — (g AP & AP D, F), — (C',F A" &), — (DAY €. G)

S'spr =S3pr + / b

My
- <D A €h) g>h + <D7 {g’ 6f)}pf>[ - <D7 {]: g €h; E'J}Pf>[ - <D’ {eh ) g}pf>[> .
(6.43)
Koristedi definicije preslikavanja 7, D, X} i X5, date u Dodatku A, vidimo da se preostali ¢lanovi
medusobno pokrate, tj. da dejstvo ostaje invarijantno pri ovim transformacijama S’'sgr = S3pr.
Konkretno, prvi ¢lan se skra¢uje sa tre¢im, drugi sa sedmim, cetvrti sa osmim i peti ¢lan se
skrac¢uje sa Sestim ¢lanom. m
Mozemo pokazati da H-gejdz transformacije ne ¢ine grupu. Naime, moze se proveriti da dve
uzastopne H-gejdz transformacije ne daju transformaciju iste vrste, tacnije, aksiom zatvaranja
grupe nije zadovoljen. Analogan slucaj imamo kod dobro poznate strukture Lorencove grupe,
gde bust transformacije nisu zatvorene tj. ne formiraju grupu. Zaista, moraju se uzeti u obzir
i rotacije i bustovi da bi se dobio skup transformacija koje formiraju Lorencovu grupu. U
slucaju H-gejdz transformacija, pokaza¢emo da pored njih treba uzeti u obzir i transformacije
koje odgovaraju parametru €;;. Iz jedna¢ina (6.31) vidimo varijacije formi na prostornoj
hiperpovrsi X3 koje odgovaraju ovom parametru. Slicno kao sto smo to uradili u slucaju H-
gejdz trasformacija, mozemo ekstrapolirati prostorvremenske varijacije formi koje odgovaraju
parametru € ,,:

50aau = 07 50Bauu = —Dy >sB AE[B,quaB ’
50Bam/ = 5Aa€[AuV ) 600(1“ =0 5 (644)
50’7A,pr - v,ue[Aup - vuelAup + vaIAm/ ) 60DA = 0.

Ove infinitezimalne transformacije odgovaraju kona¢nim transformacijama simetrije definisanim
u Teoremi 16.
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Teorema 16 (L-gejdz transformacije) U 3BF' teoriji nad proizvoljnim 2-ukrstenim modulom

(L N A G,>,{_,_}pt), sledeca transformacija je simetrija:
a — o = «, B — B = B+ DA€,
g — B = [+de, cC - ¢ = C, (6.45)
v = v = v+ Ve, D —- D = D,

gde je parametar transformacije ¢, € A%(My, 1) proizvoljna 2-forma element algebre |, a presli-
kavangje S je definisano u Dodatku A jednacinom (A.43).

Dokaz. Pri transformacijama definisanim u Teoremi 16 3-krivina se transformise na sledeci
nacin:

F - F = F,

g —- ¢ =g,

H — H = H+Fnreg.

Uzimajuéi u obzir transformacije 3-krivine (6.46) i transformacije Lagranzevih mnozitelja, 3BF
dejstvo se transformise:

(6.46)

S'spr = S3pr +/

(<D NS e, F), + (D, F A e[>[) . (6.47)
My

Primenjujuéi definiciju preslikavanja & datu u Dodatku A, ¢lanovi u zagradi se pokrate. m

Oznac¢imo generatore H-gejdz transformacija definisanih u Teoremi 15 kao H" i generatore
L-gejdz transformacija definisanih u Teoremi 16 kao L 4" . Sada mozemo proveriti da li H -gejdz
transformacije definisane u Teoremi 15 formiraju grupu. Ako izvr§imo dve uzastopne H-gejdz
transformacije, definisane parametrima €y i €52, dobijamo

e Hema H _ gen Hooor H — 9 (feo 1 A egador — {€ga A €y1 bor) - Lo, (6.48)

gde € H = ehaM]:Ia“ ie-L = %e[AMVﬁA“”. Koristedi jednac¢inu analognu BCH formuli (4.38), do-
bijamo da je komutator generatora dve H-gejdz transformacije generator L-gejdz transformacije
(detalji racuna dati su u Dodatku D):

[[A{al’“’ ]:Iby] = 2X(ab)AIA/AIW . (649)

Transformacije definisane u Teoremi 16 su linearne transformacije, a dve uzastopne L-gejdz
transformacije daju L-gejdz transformaciju sa parametrom €;; + €9, tj. formalno zapisano:

eﬁu'ﬁeem'ﬁ — e(6[1+6[2)~f17 (650)
Na osnovu ovoga zakljuc¢ujemo da L-gejdz transformacije komutiraju:
[La", Lp”]=0. (6.51)

Stoga, L-gejdZ transformacije ¢ine Abelovu grupu L. Prema strukturi indeksa parametara i
generatora, mozemo zaklju¢iti da je grupa L izomorfna grupi R®", gde je r red grupe L:

L =R (6.52)

Obratimo paznju da Abelovu grupu L ne treba pomesati sa ne-Abelovom grupom L koja je

deo strukture 2-ukrstenog modula (L 506, {_, o)
Razmotrimo sada odnos izmedu H-gejdz transformacija i L-gejdz transformacija. Na osnovu

jednakosti,

e€h~HeE['L — eE[’Leeh~H’ (653)
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mozemo zakljuciti da je komutator izmedu generatora H-gejdz transformacija i generatora L-
gejdz transformacija jednak nuli:
[H,M, LA =0. (6.54)

Na osnovu relacija (6.49), (6.51) i (6.54) vidimo da H-gejdz transformacije zajedno sa L-gejdz
transformacijama formiraju grupu, obelezimo je kao Hy. Na kraju, dejstvo grupe G na H-gejdz
i L-gejdz transformacije dobijamo izrac¢unavanjem sledec¢ih izraza,

A ~ ~ ~

leg-Grey-H = (eg>6)-H, [e-Ge-L] = (g>¢)-L, (6.55)

na osnovu kojih dobijamo komutacione relacije

[Gaa Ha,u] - [>aab ]:Ibu )
o ) (6.56)
[Ga; LAMV] = DozAB LBMV .

Teoreme 14, 151 16 predstavljaju G-, H- i L-gejdz transformacije, za vise informacija videti

[15], [40])

Grupe MiN

Zatim, razmotrimo infinitezimalnu transformaciju sa parametrom €,%;, datu varijacijama formi
(6.31). Sli¢no kao $to je to u¢injeno u prethodnom delu, na osnovu varijacija formi varijabli
dobijenih kao rezultat Hamiltonove analize tj. transformacija na jednoj prostornoj hiperpovrsi
Y3, mozemo pogoditi transformacije u celom prostorvremenu. Imajuéi u vidu da varijacije na
hiperpovrsi imaju vremensku komponentu parametra jednaku nuli €,%) = 0, ekstrapoliramo
varijacije formi na celom prostorvremenu koje odgovaraju parametru €, ,:

(50ao‘u = 0, 5OBO‘MV = —QV[MemaM 3
0B = 0, 0C", = =0y, (6.57)
(50’7Aw,p = 0, 50DA = 0.

Na osnovu ovog rezultata, dobija se kona¢na transformacija simetrije u celom prostorvremenu,
kao $to definisano Teoremom 17, koje nazivamo M-gejdz transformacijama.

Teorema 17 (M-gejdz transformacije) U 3BF' teoriji nad proizvoljnim 2-ukrstenim modulom

(L SHS G,>,{_,_}pt), sledeca transformacija je simetrija
a — o = «a, B — B = B-—Ve,,
g = 8 =8, Co = O = O — Phen®, (6.58)
v = 7 = 7, D — D = D,

gde je parametar transformacija ey € A'(My, g) proizvolina 1-forma element algebre g.

Dokaz. Razmotrimo transformaciju 3BF' dejstva pri transformacijama definisanim u Teoremi
17. Dobijamo:

1
_'aaa€ma#gaupa> . (659)

Si/’)BF = Sspr + / 3

1
d4l' ervre —_(Vuemau)fapa -
My 2
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Primenom definicije 3-krivine (2.3.5):

1 1
d4l' Euupa( - i(vuemau) (Fapo' - aaaﬂapa) - ?aaaemau (Svyﬁapo— - 5Aa7Aypo) ) .

(6.60)
U prethodnom izrazu drugi i treéi ¢lan se pokrate, dok je poslednji ¢lan nula zbog identiteta
(2.73), pa sledi:

Si/‘)BF = S3pr + /

My

1

S'spr = Sspr — B /M d'z P e,V Fopg - (6.61)
4

Na kraju, ¢lan e*??V, F, ,, = 0 je upravo BI (5.24). Zaklju¢ujemo da je Ss3pp invarijantno pri
transformacijama definisanim Teoremom 17. =

MozZemo pokazati da su transformacije definisane u Teoremi 17 linearne transformacije, tj.
da dve uzastopne M-gejdz transformacije daju jednu M-gejdz transformaciju sa parametrom
€m1 + €m2. Ako generatore M-gejdz transformacija obelezimo sa M,*, mozemo pisati

eemrf\;leelnz'M — e(€m1+€n12)'M’ (6.62)

gde je €y - M = emauMa“. Dobijamo komutacionu relaciju:
[My", Mg") = 0. (6.63)

Stoga, M-gejdz transformacije formiraju Abelovu grupu M. Prema strukturi indeksa njenih
parametara i generatora, vidimo da je ova grupa izomorfna sa grupom R*, gde je p dimenzija
grupe G:

M =R (6.64)

Zatim se moze ispitati odnos M-gejdz transformacija sa G, H i L-gejdz transformacijama
definisanim u prethodnim delovima. Konkretno, za generatore G-gejdz transformacija vazi
relacija,

~

leg - Grem-M] = (g0 €n) - M, (6.65)

na osnovu ¢ega dobijamo komutator:
[éa ’ Mﬁu] = faﬁ’yM'y'u . (666)

Za generatore H- i L-gejdz transformacija, dobijamo relacije

ey H e Nt e

e = ¢

esh~H ’

(6.67)

ev-Lgem M em M gerL ’

€ = €

na osnovu Cega zaklju¢ujemo da generatori M-gejdz transformacija komutiraju kako sa gene-
ratorima H-gejdz transformacija, tako i sa generatorima L-gejdz transformacija:

[Hy, M" =0, [La"™, M,]=0. (6.68)

Poslednji tip transformacija dobijamo razmatranjem varijacija formi varijabli dobijenih u
(6.31) koje odgovaraju parametru transformacija €,%,

500404# = 0 > 5OBOém/ = ﬁb,uu B>o/a benagoza' )
60ﬁa,uu = 0 ) 500(1“ = _v,uena ) (669)
607Aul/p = 0 ) 50DA = 6Aa€na .

Ove, N-gejdz transformacije, definisane su Teoremom 18. Primetimo da su N-gejdz transfo-
rmacije transformacije u celom prostorvremenu, posto parametar ne nosi prostorvremenske
indekse.
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Teorema 18 (IN-gejdz transformacije) U 3BFE teoriji nad proizvoljnim 2-ukrstenim modulom

(L N A G,>,{_,_}pt), sledeca transformacija je simetrija
a — o = «a, B — B = B-pAe,
B = B = B, C — C = C—Ve, (6.70)
v = 7 = 7, DA — D4 = DA+,

gde je parametar €, : My — b proizvoljna 0-forma element algebre by.

Dokaz. Pri transformacijama definisanim Teoremom 18, 3BF' dejstvo se transformise na sledeci
nacin:

1 1 1
dx4€w/p0 (Zﬁbuu >aa b€nafapo Yl quna)gano + ZéAaenaHA ,prcr> .

Sypr = S3pr + / 3|(
(6.71)

My

Primenom definicije 3-krivine (2.118), dobijamo:

1 1
dx4€uupa (Zﬁbul/ Daa bena (Fapa - aca/gcpa) - 7(vu6na) (SVVBGPU - 5Aa’7AVpo)

SéBF = Sspr + / 3]

My
1
+ I(SAa‘{a (4v;/7A vpo + 6X(bc)ABb;chp0) ) .
(6.72)
Nakon parcijalne integracije poslednji ¢lan u prvom redu jednacine (6.72) i prvim ¢lan u drugom
redu se skra¢uju. Takode, koristeci identitet

1 1
2" (Vo Ve Voo = =1 B Baa "en F (6.73)

pokratiée ¢e i prvi i treé¢i ¢lan u prvom redu. Kona¢no, dobijamo izraz:

1 1
S'spr = Sspr + / dlAGquU(ZLena D> a(o| aa|c)a5bm/ﬂcpa + ZﬁnaéAaX(bc)AﬁbuuﬁCpa> . (674)

My

Zbir preostala dva ¢lana jednak je nuli zbog simetrizovanog oblika identiteta (2.87),
>a 00" + 064" Xpo™ = fu* =0,

zbog antisimetri¢nosti strukturnih konstanti. Zakljuc¢ujemo da dejstvo S3gr ostaje invarijantno
pri transformacijama definisanim u Teoremi 18. m

Transformacije definisane Teoremom 18 — N-gejdz transformacije, formiraju grupu koju
obelezavamo sa N. Imamo na kraju da su ove transformacije takode linearne, a dve N-gejdz
transformacije daju N-gejd7 transformaciju sa parametrom e,; + €q0. Ako generatore grupe N
obelezimo sa Na, mozemo da piSemo

enl-Neenz-N — e(€n1+5n2)'N’ (675)

e
gde je €, - N = e,°N,. Iz ovoga sledi da je komutator dva generatora N-gejdz transformacija,
[Na, No] =0, (6.76)

tj. da je N Abelova grupa. Pritom, indeksna struktura parametara i generatora ukazuje na to
da je N izomorfna sa grupom RY, gde je ¢ dimenzija grupe H:

N

I

RY . (6.77)
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Zatim se moze ispitati odnos N-gejdz transformacija i G, H i L-gejdz transformacijama defini-
sanim u prethodnim delovima. Konkretno, za generatore G-gejdz transformacija vazi relacija

A

leg-Gren-N] = (> €) N, (6.78)

tj. komutator G-gejdz i N-gejdz transformacija je:
[Ga, Na] = Dad’ Ny (6.79)

Ispitajmo sada odnos izmedu N-gejdz i H-gejdz transformacija, izra¢unavajuci sledeéi izraz:

eEn'N . een-Neeh-I:I — _(En /\T eh) . M (680)

Dokaz je dat u Dodatku D. Dobijamo da je komutator H- i N-gejdz transformacija linearna
kombinacija M-gejdz generatora:

eEh-I:I

[H," N = o M (6.81)
Analognim postupkom, dobijamo relacije
el en-N en-N eI em-M en-N

el N = gonNeerl - gem Meen N — gen Ngem M (6.82)

iz kojih sledi da generatori L- i M-gejdz transformacija komutiraju sa generatorima N-gejdz
transformacija:

~ A ~ A

VLA N =0,  [La™ NJ]=0. (6.83)

Ukupna gejdz grupa simetrije 3B F' dejstva

Sumirajuci rezultate prethodnih delova, moze se napisati ukupna algebra generatora grupe
gejdz simetrija na sledec¢i nacin.

e Algebra g koja odgovara grupi G iz 2-ukrStenog modula (L N SN G.>.{_,_ }u)
data je komutacionim relacijama:

[GOHGﬁ} = faBWG'w (684)

e Algebra koja odgovara grupi Hj, sastoji se od generatora H- i L-gejdz transformacija koji
zadovoljavaju komutacione relacije:

(" Hy) = 2X @y La", (LA™, Lp™] =0,  [H/, Ly =0. (6.85)
e Algebra generatora M-gejdz transformacija odredena je komutacionim relacijama:

(M, Mg"] = 0. (6.86)

e Algebra generatora N-gejdz transformacija odredena je komutacionim relacijama:

[N, Ny = 0. (6.87)
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e Komutatori izmedu generatora grupa M i N:

[M,* N,] = 0. (6.88)

e Dejstvo generatora grupe H; na generatore M- i N-gejdz transformacija:

[ﬁaﬂ’ Nb] - DaabMau )
[[A{aﬂa May] = 0 )
. . (6.89)
[La", M| = 0,
[La* N, = 0.
e Dejstvo generatora grupe GG na generatore H-, L-, M- i N-gejdz transformacija:

[Gaa f{au] - |>aab ]:—Ibu )
[éaa iAMV] = DaABf/BuV )

U . (6.90)
(Gos Mp"] = fapg? M,
[GaaNa] - [>aab Nb-

Na osnovu jedna¢ina (6.84)-(6.90) dobijamo strukturu ukupne gejdz grupe simetrija. Na
dijagramu Heseovog tipa prikazanom na slici 6.1, prikazane su sve relevantne podgrupe ukupne
grupe simetrija Gsgp, pri cemu su invarijantne podgrupe uokvirene.

éK(F[LD((NXM))

P

G Hy, % (N x M)

Slika 6.1: Relevantne podgrupe ukupne grupe simetrija Gsgp. Invarijantne podgrupe su
uokvirene.

Na osnovu komutacionih relacija vidimo da su grupe L, M i N podgrupe ukupne grupe
simetrija Gsgp. Da su grupe L i M invarijantne podgrupe zaklju¢ujemo na osnovu toga $to
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su jedini netrivijani komutatori generatora L4, odnosno Ma“, i generatora grupe G jednaki
nekoj linearnoj kombinaciji generatora grupe L, odnosno M. Da grupa N nije invarijantna
podgrupa, zaklju¢ujemo na osnovu komutatora generatora N, i generatora H» koji su jednaki
linearnim kombinacijama generatora M,H. Ipak, generatori N i M medusobno komutiraju, pa
je grupa N invarijantna podgrupa direktnog proizvoda grupa M i N tj. grupe N x M. Grupa
N x M j je invarijantna podgrupa ukupne grupe simetrija.

Sa druge strane, u prethodnom delu smo videli da generatori H-gejdz transformacija zajedno
sa generatorima L-gejdz transformacija formiraju grupu Hy. Da ova _grupa nije invarijantna
podgrupa ukupne grupe simetrija Gzpr vidimo iz oblika komutatora H,* i N,. Sada, ove dve
podgrupe, NxMiH 1, formiraju semidirektan proizvod H L X (N x M ). Proizvod je semidirektan
jer grupa H ¢ nije invarijantna podgrupa grupe H; x (N x M ), zbog oblika komutatora izmedu
generatora H,"i Ny, dok j je grupa N x M invarijantna podgrupa iste grupe. Grupa H x (N X M)
je invarijantna podgrupa ukupne grupe simetrija G3gp.

Na kraju, uzimajuéi u obzir generatore G-gejdz transformacija, tj. komutacione relacije
(6.90), a po istom principu zaklju¢ivanja, dobija se ukupna gejdz grupa simetrija Gspp:

Gspr = G % (Hp x (N x M)). (6.91)

Difeomorfizmi

Druga vazna tema za diskusiju je invarijantnost 3BF teorije na difeomorfizme. Sli¢no kao u
slucaju 2BF teorije, ako su difeomorfizmi simetrija teorije, njihove varijacije forme se mogu
izraziti kao zbir varijacija formi varijabli pri gejdz transformacijama i varijacija formi pri HT
transformacijama:

S0t o = —gp8eeh — 6T . (6.92)
Konkretno, 3BF' dejstvo zavisi od parametara a®,, 8., fyAWp, B, C%, i DA . Parametri
HT transformacija e78 ,, efTab i HTAB - su definisani relacijama (4.55)
1 0S 0S
HT  « HTa HT pa HTa
N = g g, O = g
0S 1 58
HT jpa HTab HT ~a HTab
(50 ﬁ v = € W,F,W, (50 C m == —5 yﬂ“(;ﬁb , (693)
§oHTAA _ _HTAB 5§ §HTDA = 1 yrap (fs
uvp wesDB 3! wvp 5'73qu )

dok su gejdZ parametri €;, €%, e[AW, em®y 1 €% definisani u Teoremama 14-18. MoZemo
pokazati da zaista postoji izbor ovih parametara, tako da je jednacina (4.57) zadovoljena za
sva polja. Konkretno, ako odaberemo gejdz parametre kao

A A A A
ega = —f O-/Oé/\a Ehau :5 Bauz\7 6[ uv 5 ’7 HUA Emau = g Bau)\a Eua = _5 Ca)\)
(6.94)
a HT parametre kao
HTap A af HTab __ ¢Aab HTAB __ ¢A _AB
€ urp — f €pvp s € urp — § g €Exuvp s € urp — 5 g €uvp (695)

primenom jednacine (6.92) dobijamo upravo standardne varijacije formi koje odgovaraju difeo-
morfizmima:

Solifac, = —0,a% — ha”,,

50diffﬂauy = — MSABG)\V - VS)\/BGM/\ - gAa)\ﬁam/ )

(SOd?HPYA/wp = = MfA’YA/\Vp - 81/5)\'714#)\,0 o PékfyA‘“’)‘ N fka)\fYAw/p ’ (6 96)
50d1HBam/ = - uf/\Ba)\u - ayfABaW\ - gkﬁ)‘Ba‘“’ ! |
50diffca# — _8H§A0a>\ — f*@AC’“u s

50diffDA — _év\@)\DA )



Glava 6. 3BF teorija 100

Ovim se utvrduje da su difeomorfizmi zaista simetrija teorije, ¢ak i ako nisu sadrzani u ukupnoj
gejdz grupi simetrija G3gpr, veé¢ u direktnom proizvodu ukupne grupe simetrija i HT grupe
simetrija.

6.2 Klajn-Gordonova teorija

U ovom odeljku ¢emo demonstrirati kako mozemo da iskoristimo strukturu 3-grupe, odnosno
odgovarajuc¢u 3BF teoriju da opisemo Klajn-Gordonovo polje koje interaguje sa gravitacionim
poljem [16]. Najpre, neophodno je precizirati 2-ukrsteni modul za koji se definise 3BF teorija,
a zatim se teorija sa odgovarajuc¢om dinamikom konstruise dodavanjem odgovarajuc¢ih veza

topoloskom 3BF' dejstvu. Definisimo 2-ukrsteni modul (L Snla >, {_,_}pr), nasledeci
nacin. Lijeve grupe G, H i L su:

G=S0(,1), H=R'  L=R. (6.97)

Grupa G deluje na samu sebe konjugacijom, na grupu H po vektorskoj reprezentaciji, dok
je dejstvo grupe G na grupu L trivijalno. Ovim je definisano dejstvo >. Preslikavanje 0 je
trivijalno, kao $to je to slucaj kod ¢iste gravitacije. Preslikavanje 9 je takode izabrano da bude
trivijalno, odnosno svaki element grupe L se preslikava u jedini¢ni element grupe H. Najzad,
Pajferovo podizanje je takode trivijalno, odnosno svaki uredeni par elemenata grupe H se
preslikava u jedini¢ni element grupe L. Ovo definiSe jedan odredeni izbor 2-ukr$tenog modula,
koji odgovara jednom skalarnom polju u interakciji sa gravitacionim poljem, kao $to éemo to
demonstrirati u ovom odeljku.

Za ovaj izbor 2-ukrstenog modula, 3-koneksija («, 8 ,7) je
a=w’My, B=p0P, =11, (6.98)

gde | oznacava generator Lijeve grupe R. Kako su preslikavanja 9, § i Pajferovo podizanje
trivijalni, lazna 3-krivina (2.118) se svodi na obi¢nu 3-krivinu,

F=R"M,,, G=VpB'P, H=dy. (6.99)

Ovde je iskoriS¢ena c¢injenica da je dejstvo grupe G na grupu L trivijalno, tj. M, > 1 = 0.
Ovo znaci da se 3-forma v transformise kao skalar pri Lorencovim transformacijama. Dakle,
odgovarajuci Lagranzev mnozitelj D se transformiSe na isti nacin, $to vidimo na osnovu njegove
indeksne strukture. Kako je D O-forma, on se transformise kao skalar i pri delovanju simetrije
difeomorfizama. Na osnovu ovoga sledi da se Lagranzev mnozitelj D transformiSe kao realno
skalarno polje pri svim transformacijama, odnosno mozemo ga oznaciti kao D = ¢, i napisati
topolosko 3BF dejstvo (6.1) kao:

SSBF = / Bab A Rab + €4 A vﬁa + ¢d7, (6100)
My

gde je bilinearna forma na L definisana kao (I, 1), = 1.

Da bi opisali skalarno polje mase m sa odgovaraju¢om dinamikom opisanom Klajn-Gordo-
novom jednac¢inom u interakciji sa gravitacionim poljem neophodno je dodati odgovarajucée veze
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topoloskom dejstvu (6.100):
S:/ B A Ry + e, AVB* + ¢ dy
My

- /\ab N (Bab - €ade€c AN 6d>

16712
1
+AA ('y - §Habce“ Ael A ec> (6.101)

+ A% A (Habcecdefed NecNep—do Neg A eb>

— ﬁmggb%abcde“ Ael Aef Ael.
U prethodnom izrazu prvi red predstavlja topoloski sektor (6.100), drugi red je poznata simpli-
city veza za gravitaciju uvedena u dejstvu (5.85), trecii etvrti red nove simplicity veze u kojima
se pojavljuju 1-forme Lagranzevi mnozitelji A i A®’ i O-forma Lagranzev mnozitelj H., dok
poslednji red obezbeduje odgovaraju¢u masu m skalarnog polja ¢. Variranjem dejstva (6.101)
redom po varijablama By, Wap, Bas Aabs Nabs Vs Ay Hape, @ 1 €* dobijamo jednacine kretanja:

R® — )\ =0, (6.102)
VB® — ¢l ppY =0, (6.103)
Ve =0, (6.104)

1
Bab 167 l2€abcd€ VAN 6 = 0 (6105)
Hye% ey A e, A ef—dpAe, Ney =0, (6.106)
dp—A=0, (6.107)

1
Y — 5 Hanee" A " Net =0, (6.108)
1
—5)\/\6‘1AebAec+ECdefA“bAed/\ee/\ef:O, (6.109)
1

dy —d(A® Aeg A ey) — om 2oeapeac® NP NeC Net =0, (6.110)

4]

3
V By + ——apeal A e + 2HabCA ANeP A e+ 3HY cpoales N e® A e

1
l2
o (6.111)

1
—2A b/\d¢/\€ -2

4|m2¢5ab6deb ANeCAhel=0.

Ovaj sistem jednacina opisuje dva dinamicka polja, tetrade e i skalarno polje ¢, dok se sve
ostale varijable mogu izraziti kao funkcije njih i njihovih izvoda:

e

§5qu080¢7

5 JurE Aupaay¢e p6 ) )\u = u¢7 (6112)
1
82

)\ab,uy = Rab,u,u ) wab,u = Aab,u ) Yuvp = —
1
12e

1
abc vpo
H*» = —665“ P70,0e" e pe o By =

ﬂaul/ — O, Aabu

d
Eabcde n€ v
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Za razliku od jednacina kretanja za Lagranzeve mnozitelje, jednacine kretanja za e i ¢ su dife-
rencijalne jednacine kretanja, pri ¢emu jednacina kretanja za ¢ (6.110) daje Klajn-Gordonovu
jednacinu kretanja,

(V. V¥ —=m?®) ¢ =0, (6.113)
dok je jedna¢ina kretanja za polja tetrada (6.111)
v 1 12 v
R — ¢ R = 8wl T (6.114)

gde je tenzor energije-impulsa realnog skalarnog polja

TH = 9Hpd” ¢ — %g’“’ (0,00°¢ + m*¢?) . (6.115)

6.3 AjnStajn-Kartan-Dirak teorija

Kako bismo opisali Dirakovo polje koje interaguje sa Ajnstajn-Kartanovom gravitacijom defi-
nisemo 2-ukrsteni modul (L SHSG >, {_, _}pr) na sledeéi na¢in [16]. Lijeve grupe G, H
i L su

G=S50(3,1), H=R' L=R¥G), (6.116)

gde je G oznaka za skup Grasmanovih brojeva. Preslikavanja 0, 0 i Pajferovo podizanje ostaju
trivijalni, kao $to je to bio slu¢aj kod skalarnog polja. Grupa G deluje na samu sebe kon-
jugacijom, na grupu H po vektorskoj reprezentaciji, dok na grupu L deluje po spinorskoj
reprezentaciji. Formalno zapisano, ako su P, i P* 8 generatora Lijeve grupe R%(G), pri ¢emu
indeks a uzima vrednosti 1,. .., 4, dejstvo I> grupe G na grupu L definisano je na sledeéi nacin:

1 1
My, > P, = é(aab)ﬁan, My, > P* = —E(aab)aﬁpﬁ, (6.117)

gde je koriséena standardna notacija za o4, = %[%, ), gde su 7, Dirakove matrice, koje zado-
voljavaju antikomutacione relacije

{Yar W} = YaWo + WYVa = —20ap -

Kao $to je to bio slucaj kod skalarnog polja, vidimo da izbor grupe L odreduje polja materije
prisutna u teoriji, dok dejstvo > grupe G na grupu L osigurava odgovarajuée transformacione
osobine polja.

Sada kada smo upotpunili definiciju 2-ukrstenog modula, moZzemo definisati odgovarajuce
3BF dejstvo. Uredena trojka 3-koneksije («, 5,7) za ovaj izbor 3-grupe je:

a=wM,, B =p*P,, v =Y*P, + JoP*, (6.118)
dok je 3-krivina (F,G ,H):
F=R"My, G=VB'PF,,
1 1
H = (dva + §w“”(aab)“mﬂ)Pa+<d% - Ew“”%(aab)%) P (6.119)
- (0% —F (6%
= (Vy)*P,+ (V) P

U prethodnim izrazima koris¢ena je definicija dejstva t> (6.117). Bilinearna forma (_, ), je
definisana delovanjem na generatore grupe L, na sledec¢i nac¢in

(Pa,P3) =0, (P>, PP) =0,

(P, PPy = —05 (P, Pg), = 05 .
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Primetimo da je bilinearna forma definisana na ovaj nacin antisimetri¢na kada deluje na gene-
ratore, za razliku od bilinearne simetri¢ne koju smo imali u primerima do sada. Motivacija za
ovako definisanom bilinearnom formom sastoji se u slede¢em. Za elemente A, B € [ bilinearna
forma je simetri¢na bilinearna nedegenerisana forma. Razvijajuéi elemente A i B po bazisu
algebre vidimo da je:

<A, B>[ = AIBJg[J, <B, A>[ = BJAIgJ[. (6121)

Kako bilinearna forma mora biti simetri¢na, dva izraza u prethodnoj jednacini moraju biti
jednaka. Kako su koeficijenti u [ Grasmanovi brojevi, imamo da je A’ B’ = —B7 A! iz ¢ega sledi
da je gr; = —gy;. Sada je jasna antisimetri¢nost (6.120) — ona kompenzuje antikomutirajucéu
prirodu Grasmanovih brojeva, osiguravaju¢i da bilinearna forma bude simetri¢na za bilo koja
dva elementa A, B € [.

Dejstvo > grupe G na grupu L se definiSe tako da obezbedi spinorsku prirodu Lagranzevog
mnozitelja D u dejstvu (6.1). Grupa L odreduje strukturu polja D tako da su njegove kom-
ponente 8 nezavisnih Grasmanovih polja materije. Dalje, na osnovu ¢injenice da je polje D
diferencijalna 0-forma i da se transformise po spinorskoj reprezentaciji pod dejstvom grupe
SO(3,1), mozemo ga identifikovati sa Dirakovim bispinorom:

D = ¢*P, + ¢, P". (6.122)

Kao u slucaju skalarnog polja, ovo je demonstracija kako struktura sektora materije prisutne
u teoriji moze biti zadata odredenim izborom grupe L i dejstvom > grupe G na nju, kompo-
nentama 2-ukrstenog modula. Transformacione osobine polja pri delovanju Lorencove grupe
definiSemo odgovarajué¢im izborom dejstva .

Za ovaj izbor 2-ukrstenog modula, a nakon izvrSene identifikacije polja, mozemo definisati
odgovarajuce 3BF' dejstvo:

— _ =
Sspr = / B® A Ry + eq AVB* + (V) o™ + 0o (Vy)“. (6.123)
My

Kako bismo definisali spinorska polja sa odgovaraju¢om dinamikom kuplovana sa Ajnstajn-
Kartanovom gravitacijom, neophodno je dejstvu (6.123) dodati odgovarajuce simplicity veze:

— =
S :/ B® A\ Ry, + €4 A VB 4+ (V) o)™ + 10 (Vy)®
My

— Aap N (B“b — ——_gbedp A ed>

167?1%

— XA (%1 - égabcde“ Ael A ec(@’yd)a> (6.124)

+ A A (70‘ + %&;bcd@a Aeb A ec(yd@D)O‘)

— %m V) Eapeac® N €7 A €€ A e + 27m'lf) Yrysy Eabea’ N €€ A B2
Analogno prethodnom sluc¢aju skalarnog polja, prvi red je topoloski sektor dejstva (6.123), drugi
red je gravitaciona veza, dok su treci i ¢etvrti red nove simplicity veze za Dirakovo polje, u
kojima se pojavljuju 1-forme Lagranzevih mnozitelja A* i A,. Peti red sadrzi maseni ¢lan za
Dirakovo polje i ¢lan koji osigurava odgovarajucu interakciju izmedu torzije i spina Dirakovog
polja. Na osnovu Ajnstajn-Kartanove teorije imamo da je

T, = Ve, =2rl2s,, (6.125)
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jedna jednacina kretanja, gde je

Sa = 1€aheat’ N €UPrysy L) (6.126)

2-forma Dirakovog spina. Naravno, alternativni izbori su moguéi, ali ¢emo se u ovom izlaganju
ograniciti na ovaj.

Variranjem dejstva (6.124) redom po varijablama By, A%, Fa, 7%, A%, A, Ya, %, €%, %1
w®, dobijamo jednacine kretanja:

R® — X" =0, (6.127)
1
Bab 167 l2 5abcde A 6 = 0 (6128)
(V¢)a —A=0, (6.129)
_ _
(OV)a — Ao =0, (6.130)
Vo — ésabcde“ Ael A ec(gl;fyd)a =0, (6.131)
¥+ éeabcde“ Aeb A (i) =0, (6.132)
) 1

dy* +ws A 75 + %)\ﬂ A Eapea® N € A ecfydaﬁ + Emeabcde Ael Aec A edwa

(6.133)
+ 272 apeae” N €” A (157 ")* =0,
) — 1

d¥e — Y8 A W + é)\g A Eapea® N €8 A ecfyd'g — Emgabcde AeP A e A ey,

(6.134)
- i27rl;€abcdea A eb A Bc(l/)r%ryd)& =0 ’

V/Ba + 25‘:abcd)\bC A ed - EZ':abcd)‘OC A eb A ec(d}yd)a + 3E‘:abbcdj\oz A eb A ec(/ydd])a

2 2 (6.135)
1 b c d 7 2. b c, 7. d '
~ 3abed® N eS N emipyp — Amlicapeae” N fPys7°Y =0,
Ve, — i27rl§€abcdeb A eysyy =0, (6.136)
1 -1

VB, — ejq N By + 75[%7 V) + @/)g[%u Y)Y = 0. (6.137)

Jedina dinamicka polja u teoriji su e®, 1/ i 1, dok se preostala mogu algebarski izraziti u funkciji
dinamickih polja i njihovih izvoda:

1 d e < a Ay S
Babw/ = S 125abcd€ w€ v, A = (VMD) s )‘au = (wvu>a7
7auup 1€ abed ,uebue (@E'Vd)a, ’Ya,wp —1E€apedC” ue el (’y @/J) (6138)
ﬁam/ =0, /\ab,uu = Rab,uy > wab# = Aabu + Kab# .

Ovde je K%, tenzor kontorzije, definisan na standardan nac¢in kao funkcija tenzora torzije.
Pored toga, vidimo dejstvo daje odgovarajucu torziju, kako dobijamo da je jedna jednacina
kretanja upravo (6.125):

T, = Ve, =2rl’s,. (6.139)
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Najzad, jednadine kretanja za varijable v i 7 su standardne kovarijantne Dirakove jednacine
kretanja

—
(iv*e" )V, —m)y =0, (6.140)
i konjugovana,
_
Y(IV ety +m) =0, (6.141)

gde je e, inverzna tetrada. Jednacina kretanja za polje tetrade e® je

1
R — g™ R = 8rl2 TH (6.142)
gde je tenzor energije-impulsa:
7 - 1 _ ~
™ = iwfy“V”e“az/J — ig‘“’lp (z'fy“Vpepa — 2m>¢, (6.143)

“ — —

Ovde je koris¢ena notacija V.= V — V. Kao §to je ocekivano, jednacine (6.139), (6.140),
(6.141) i (6.142) su upravo jednacine kretanja koje opisuje Dirakovo polje koje interaguje sa
Ajnstajn-Kartanovom gravitacijom.

6.4 Vajlova i Majorana polja u interakciji sa AjnsStajn-Kartanovom
gravitacijom

Kao $to znamo, resenje Dirakove jednacine nije ireducibilna reprezentacija Lorencove grupe. Di-
rakove fermione moguce je prepisati tako da razdvojimo polja leve kiralnosti i polja desne kiral-
nosti, koji su ireducibilne reprezentacije, odnosno koji pri Lorencovim transformacijama ne me-
njaju svoju kiralnost. Da bismo u okviru naseg pristupa razmatrali ove spinorske reprezentacije
neophodno naprepisati teoriju levog i desnog Vajlovog polja kao 3BF' dejstvo sa vezama. Radi
jednostavnosti, ovde ¢emo razmatrati samo levo kiralno polje, pri ¢emu se teorija desnog ki-
ralnog polja definiSe analogno. Vajlovi i Majorana fermioni mogu se tretirati na ovaj nacin, pri
¢emu je u slu¢aju Majorana fermiona dejstvu neophodno dodati dodatni maseni ¢lan.

Odgovarajuéi 2-ukrsteni modul (L 7% a >, {_,_}pr) se definiSe na slede¢i nacin
[16]. Lijeve grupe G, H i L su:

G =50(3,1), H=R*, L =RG). (6.144)
Preslikavaja 0, § i Pajferovo podizanje su trivijalna. Dejstvo > grupe G na grupe G, H i L je

definisano na isti nacin kao u sluc¢aju Dirakovih fermiona, pri ¢emu je spinorska reprezentacija
za levo kiralno polje:

1 1 ;
My, > P* = 5(aab)aﬁw, My, > Py = 5(5—@)%%, (6.145)
gde suo® = —g% = 1(0%0" — 0%6*), za 0* = (1,5) i 0 = (1, —7), pri emu oznaka ¢ oznacava

tri Paulijeve matrice. Cetiri generatora grupe L su oznacena sa P® i Py, gde Vajlovi indeksi
a, & uzimaju vrednosti 1, 2.
Odgovarajuca 3-koneksija («, 3 ,7) za ovakav izbor 2-ukrStenog modula ima sledeéi oblik

a=w’My, B=pFPF, 7=7P"+7"Fs, (6.146)
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dok je odgovarajuca lazna 3-krivina (F,G,H) definisana jednacinom (2.118):

F:RabMab7 g:VBaPa’

1 o, 1 —ab\a = f3 - o &
H = (d% + —wab(a“b)ﬁavg)Pa + (dy + §wab(0 %) 575)]3@ = (V7)o P+ (V)P .

2
(6.147)
Analogno sluc¢aju Dirakovih spinora, Lagranzev mnozitelj D identifikuje se sa spinorskim poljima

Yo 1%

D = o P* + Py, (6.148)
dok se bilinearna forma (_, ), na grupi L definiSe delovanjem na generatore
(P PPy = ¢ (Pay Pg), = €4 » (P, Py) =0, (Ps, P%), =0. (6.149)

U prethodnim jednacinama £ i €44 su standardne oznake za dvodimenzionalan Levi-Civita
simbol. Sada je moguée definisati topolosko 3BF" dejstvo (6.1) za spinorska polja i gravitaciju

“—

S3pr = / B A Ray + €4 AVB* + 0% A (VY)a + tha A (FV)*. (6.150)
My

Kako bismo dobili teoriju sa odgovaraju¢om dinamikom Vajlovih spinora, neophodno je dejstvu
(6.150) dodati odgovarajuce simplicity veze, tako da je 3BF dejstvo sa vezama:

—

— _ .
S :/ B A Rapy + €4 AVB* + 0 A (V7)o + s A (FV)Y
My

1
— )\ab A (Bab — Wgab0d60 A\ €d)
o | (6.151)
—ATA (et %eabcde“ Ae® Aeal 507) = Xa A (T + %Eabcdea Aeb A ecaiPapg)

— 47Tl§€abcd€a Ael A 50(1/_1a5dd’8¢5) .

Tredi red sadrzi nove veze i 1-forme Lagranzevih mnozitelja Ao i A% Cetvrti red osigurava
odgovarajucu interakciju izmedu torzije i spina Vajlovog polja. Ovde smo koriste¢i interakciju
torzije i spina u sluc¢aju Dirakovih Cestica, definisali odgovarajué¢u interakciju spina Vajlovog
polja

Sy = 1€apea’ N €° waodaﬁzﬁg , (6.152)
i torzije na sledeéi nacin:
T, = Arl’s, . (6.153)
Majorana polja su definisana analogno, pri ¢emu se dejstvu dodaje jo§ i maseni ¢lan :
1 o
—Emeabcde“ Ael AeS A ed(wawa + Pa1p®) . (6.154)

Variranjem dejstva (6.151) redom po varijablama Bay, A, Ya, 7%, Aa» AY, Ve, %, €2, 32
i w® dobijamo jednac¢ine kretanja, koje su prikazane u dodatku B. Jedini dinamicki stepeni
slobode su polja 14, ¥* i €%, dok je preostale varijable moguce algebarski izraziti kao funkcije
ovih polja i njihovih izvoda:

1 —. .
ab ab c _d & &
A uy — R I Babuu = 87Tl2€abcde w€ v, )\a,u = vuwou A T V;ﬂﬁ )

p

. a b ¢ _d T ~Q . a b ¢ =d&
Vapvp = 1€abed€” u€ € p0 a51/)5, N wp = 1€abed€” € € 0 51/15, Wabp = Davy + Kapy, -

(6.155)
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Primetimo da je rezultat § = 0 nepromenjen. Najzad, jednacine kretanja dinamickih polja u
teoriji su
7' Pel Vg =0, J“a/ﬂae“avuﬂﬁ. =0,

1
RM — 5gWR = 8xl2 T,

D,V + wbeww 9= (wae VAU + 00", Va0 )

(6.156)

T =

DN =

U Majorana slucaju jednacine kretanja (6.155) ostaju ista, dok su jednacine kretanja za
polja ¥, i 9%,

i0% 5V —mip =0, i7" e Vs — my = (6.157)

a tenzor energije-impulsa ima oblik:

1;5’ e bV”¢ + wabe”bV“z/J

5 Vb + ipo®e Vb — —m (v + Wb)}
(6.158)

l\DI»—

1
2

6.5 Standardni Model

Odgovarajucéa 3-grupa koja opisuje sva polja prisutna u Standardnom Modelu sa odgovaraju¢om
dinamikom dobija se izborom Lijevih grupa G, H i L na sledeéi nacin [16]:

G =5S0(3,1) x SU3) x SU(2) x U(1), H=R* L=R*C)xR*G) xR*G) xR*G),
(6.159)
gde je C oznaka za skup kompleksnih brojeva. Motivacija iza ovog izbora grupa postaje jasna

analizirajuci tabelu 6.4.

I generacija leptona

crvena boja

I generacija kvarkova

zelena boja

I generacija kvarkova

plava boja

I generacija kvarkova

(),

(i),

(),

(UT)R

(ug)r

(ub)R

(dr)R

(dg)R

(db)R

Tabela 6.4: Polja materije prisutna u Standardnom Modelu ¢estica (I generacija).

Prebrojavanjem polja u tabeli 6.4 zaklju¢ujemo da je neophodno definisati 16 spinora kako
bismo definisati prvu generaciju spinorskih polja materije prisutnih u Standardnom Modelu
¢estica, odnosno da grupu L treba izabrati na sledeé¢i na¢in L = R%(G). Kako postoje ukupno
tri generacije materije, ukupna podgrupa grupe L koja opisuje fermionska polja u teoriji je
L = R%(G) x R%(G) x R*(G). Da bismo definisali Higsov sektor neophodno je definisati dva

+

bo
Standardnog Modela je L = R*(C).

kompleksna skalarna polja ), odnosno pogrupa grupe L koja odgovara skalarnom sektoru
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Dalje, kako bi definisali 2-ukr$teni modul kome odgovara 3BF' dejstvo sa odgovaraju¢om
dinamikom, neophodno je definisati preslikavanja 0, ¢ i Pajferovo podizanje da budu trivijalna.
Takode, dejstvo grupe GG na samu sebe je, po definiciji 2-ukrstenog modula, konjugacija. Dejstvo
podgrupe SO(3, 1) grupe G na grupu H je po vektorskoj reprezentaciji, dok je dejstvo podgrupe
SU(3)xSU(2) xU(1) grupe G na grupu H trivijalno. Dejstvo podgrupe SO(3,1) na podgrupu
grupe L koja odgovara skalarnom sektoru materije, tj. R*(C) podgrupu grupe L, je trivijalno,
dok je zadato spinorskom reprezentacijom za svaku cetvorku generatora koja opisuje jedno
skalarno polje, kao sto je to prikazano u odeljku 6.3. Transformacione osobine spinorskih polja
pod dejstvom podgrupe SU(3) x SU(2) x U(1) grupe G zadate su dejstvom ove podgrupe na
grupu L.

6.5.1 Leptoni i elektroslaba interakcija

Demonstrira¢emo proceduru definisanja 2-ukrstenog modula na jednostavnom primeru jedne
leptonske familije i elektroslabe interakcije. Ostatak Standardnog Modela definiSe se analogno.
Lijeve grupe G, H i L definiSemo na sledeci nacin:

G =S80(3,1) x SU(2) x U(1), H=R*, [1eptoniilligsovbozon _ RI6(G) » RY(C). (6.160)
Zatim, odgovarajuca 3-koneksija je:

azwabMab+WITI+AY7 ﬁ:BaPa; PYZFYaLPaL—i_PY LP +7aRPaR+7 RP +7aP
(6.161)

Ovde indeksi [, J,... uzimaju vrednosti 1,2,3 i prebrojavaju Paulijeve matrice, generatore

grupe SU(2), dok indeksi L,L,... uzimaju vrednosti 1,2 i prebrojavaju komponente levog

dubleta, R oznaGava desni singlet (e”)p i desni singlet (Ve)r, dok indeksi a,b,... uzimaju

vrednosti 1,2 i prebrojavaju komponente skalarnog dubleta. Takode, definigimo indeks i =

(L, R) koji uzima vrednosti 1, ..., 4.

Dejstvo grupe GG na grupu L definiSe se na sledeé¢i nacin:

MabDPaZO,

1 1 '
My > P = §(Uab)aﬁp’8i> May & Pai = 5(5‘“’)55"]361"

]_ = ]_ T
Tr> P = (o))" jP*;, Tr> Paj = §(UI)L iPairs

2
1 -
i P =0, T;>Pap =0, TIDPaZE(UI)ban, (6.162)

YDPai:—Pai, YDP“R:—2P°‘R, YDP&IP&,
YDPdi:—Pdi, YDP@R:—ZPO'{R.

Odgovarajuée 3-krivine za ovaj izbor 2-ukrstenog modula su:

F =RY®M,, + FIT; + FY, G =VpP,,

= 2 s s i (6.163)
H=(Vy)al + (72V) " Pa” + (VY )aP g + (YRV) Pa + Ay Fa .
Topolosko 3BF' dejstvo je:
— =
S:/BabRabJrBlFf+BF+eav5a+w;(vfw)a RICAY ) + ¢%d; . (6.164)

Sada moZemo pojednostaviti notaciju uvodenjem indeksa & koji prebrojavaju generatore grupe
(G, indeksa a grupe H i indeksa A grupe L. Kako bismo u teoriju uveli odgovarajuée stepene
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slobode koji opisuju teoriju prve leptonske familije u interakciji sa elektroslabim gejdz poljima,
Higsovim poljem i gravitacijom, neophodno je topoloskom dejstvu (6.164) dodati odgovarajuce
simplicity veze, na slede¢i nacin

S:/B@Afd+e@Ag&+DAAHA
+ <Bd - C@BMCdBeC A ed> AXY — (%& —e"NeP A eCCABMabCB> AN
+C% A (Mabé‘scdefec NegNe.Nep— F%Ae, A ed)
+¢% 5 A (MabcAgc“lefed NecNeyp— FANe, A €b>
~ Capeac” A" et n et (VageDADPDC + MypDAD® + Ly, D DP D DP)

— 47 12 Egpeac® A € A DT DB
(6.165)
gde su:

Ba=[Bw B B], F*=[Rs F; F|T, Dj=[ ¢*; va; ¥k Yar @i,

i — — . — — . o _ o _
HA: [(V’}/E)a (’_}/£V)a (V’YR)a (’_)/RV)OC d"}/a} T7 ’YA: [’7 i Yol R 702}} 7&}7

)\d = [_)\ab /\I /\} T7 Mcdd = [5abcd Mcd[ Mch
M= [)\aL DL W )\a} T (e, = [0 ¢ced, Ccd}’ CabA: [Cab 0 0}7

Mape ; = [€abcd0da5¢_f’3L Eabed® Pg 1 5abcd0da5‘¢_}’3R Eabead PP s Mabca]

Matrice O, CAE, Mg, Yiger Ligep i TdAB su konstantne matrice koje nose informa-
ciju o odgovarajué¢im konstantama interakcije, masi Higsovog polja, Jukava kaplingu, uglovima
mesanja, Higsovoj konstanti samointerakcije i torziji.

6.6 Skalarna elektrodinamika kao 3 B F’ teorija sa vezama

Kao prvi korak ka proucavanju Hamiltonove strukture 3BF' teorija, razmatran je najjednosta-
vniji netrivijalni primer — teorija skalarne elektrodinamike kuplovane sa gravitacijom [24].

Standardni nacin da se definiSe skalarna elektrodinamika kuplovana sa gravitacijom je de-
jstvom:

1 1
R—=¢g"¢"F, F,, + ¢"V ,0*V, 6 — m2d*o| . 6.166

S = /d4k;\/—_g {—

Ovde je g, metrika prostorvremena, g = det(g,,) je njena determinanta, R je Ricijev skalar, a
I, je Plankova duzina. Kovarijantniizvod V, kompleksnog skalarnog polja ¢ je definisan izrazom
V¢ = (0,+ikA,)¢, gde je A, elektromagnetni potencijal, a k oznac¢ava konstantu interakcije,
tj. elektri¢ni naboj polja ¢. U ovom odeljku ¢emo preformulisati ovaj model kao 3BF teoriju sa
vezama za odredenu 3-grupu. Razmatrana je Hamiltonova struktura teorije, koja je neophodan
korak njene kanonske kvantizacije. Radi jednostavnosti, Hamiltonova analiza je za sada uradena
samo za topoloski sektor teorije, zanemarujuéi sektor sa vezama, videti Dodatak C.
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Kako bi se dobila teorija skalarne elektrodinamike u interakciji sa Ajnstajn-Kartanovom
gravitacijom ukrsteni modul se bira na sledeé¢i nacin. Lijeve grupe G, H i L su:

G=S0(,1)xU(1), H=R' L=R?,

Preslikavanja 0 i § su trivijalna. Dejstvo algebre g na algebre b i [ definisano delovanjem na
generatore:

My > P = Dab,cd Py = 5[a|d77|b]c Py = MNvle -P\a] ) T P, =0,

MabDPA:O, TDPA:DABPB (6167)

gde su M, Sest generatora s0(3,1), T je generator u(1), P, su ¢etiri generatora R? i P4 su dva
generatora R?. U prethodnom izrazu dejstvo > 47 algebre u(1) na algebru R? je definisano kao

{10
DAB =1q [0 _1} .
Dejstvo algebre g na samu sebe zadato je pridruzenom reprezentacijom i za izbor g =
s0(3,1) x u(l) glasi

Mab > Mcd = Dab,cdef Mef = fab ,cd€f Mef = nadec + 77170]\4ad - 7/]ac]\fbd - nbdMatm
(6.168)
Myp>T =0, T>Myp=0, T>T=0,

kao posledica strukture direktnog proizvoda i toga §to je grupa U(1) Abelova podgrupa. Pa-
jferovo podizanje,
{_, }pe:HxH—1L,

je takode trivijalno, tj. svi koeficijenti X, su jednaki nuli:
{P,, P}t = Xy Ta =0. (6.169)
Odgovarajuca 3-krivina za ovaj izbor 2-ukrstenog modula dobija najpre definisanjem konek-
sije («, 3,7), a zatim primenom formule (2.118). Na osnovu strukture direktnog proizvoda,
koneksija o € A'(My,g) se moze zapisati kao @ = w + A, gde su w € A" (My,50(3,1)) i
A e AY(My,u(1)) diferencijalne 1-forme elementi odgovarajucih algebri. DefiniSemo i konek-
sije 8 € A2 (M4,RY) iy € A3(M,4,R?). Sada moZemo naéi odgovarajucéu 3-krivinu (F,G,H)
primenom formule (2.118):
F = R®My+FT = (dw”+w'cAw®)My+dAT,
G = GgeP, = (dB* +w™ A B°) Py, (6.170)
H = HAP, = (d7A+I>BAA/\vB)PA.

Primetimo da koneksija w® nije prisutna u poslednjem izrazu, $to sledi na osnovu definicija
dejstva > 1 Pajferovog podizanja {_, _},¢, videti (6.167) 1 (6.169):

H = dy+aA>y+{BAS}
= dy*Ps+ (W My, + AT) A™ (4 P4)
= Ay Py +w® AYAMy > Py + AANYAT > Py (6.171)
= dyAPs+ ANy >4 BPp

= (Y +>p?ANAP)Py.
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Koeficijenti diferencijalnih 2-formi F i R®, 3-forme G, i 4-forme H su:

FMV == auAy - auAu )
Rabuy — aﬂwaby _ Vwab'u 4 wac‘uwcby _ Wacywcb‘u 7
ga/u/p = a,uﬁaup + auﬁapu + apﬁa;w + wab,u ﬁbzxp + wabu ﬁbpu + wabp Bbul/ ; (6172)

H oo = 01 p0 — 07 pou + 07 o — Bov
+ o5 A0 00 = B AN o + AN 0 — BB A -
Sada mozemo definisati 3BF dejstvo:
Sspr = /M ((B,]:>g +(C,G)y + (D,’H>[> , (6.173)
4
gde su B € A*(My,50(3,1)), C € AY(M,,R*) i D € A (My4,R?) LagranZevi mnozitelji.

Forme (_, )., (_,_), 1 (L, _) su G-invarijantne bilinearne simetricne nedegenerisane forme
na g, b i [, redom, definisane delovanjem na generatore

<Maba Mcd>g = Yab,cd » <T7 T>g =1 > <Mab7T>g = 07 <Pa7 Pb)a = Nab » <PA7 PB>[ = 3dAB,
gde su

-1 0 0 0

0 1 00 01
gab, cd = na[c|nb|d] Y 77ab = 0 O 1 O b gAB = 1 O .

0 0 01

Identifikovanjem Lagranzevog mnozitelja C? kao tetrade e?, i LagranZevog mnozitelja D4 kao
dubleta skalarnih polja ¢4,

¢ =¢"Pa= P+ ¢*Ps,

na osnovu njihovih transformacionih osobina, kao $to je diskutovano u odeljku (6.2), dejstvo
(6.173) mozemo zapisati u sledec¢em obliku:

1 1 1 1
SSBF = /M d4.T ere (Z Bab,uz/ RCdpo Jab, cd + - B/,Lqua + = ea,u gbypa Tab + E ¢AHB,uupa gAB) .
4 .

4 3!
(6.174)
Variranjem dejstva (6.174) dobijamo jednacine kretanja:
§B» . 2Ry =0,
dw® VB — €la| N B\b] =0,
0B F=0,
SA  : dB+ o4 >ptyP =0,
(6.175)
56“ . ga = Oa
o Ve, =0,
6¢A : Vya=0,
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Kako zelimo da dobijemo teoriju koja opisuje dublet skalarnih polja ¢ mase m i naelek-
trisanja ¢ minimalno kuplovanih sa gravitacijom i elektromagnetnim poljem, dejstvu (6.174)
je neophodno dadati odgovarajuce veze kako bismo dobili jednacine kretanja ekvivalentne jed-
nacinama kretanja dobijenih variranjem dejstva (6.166):

S= [ BPARy+BAF+e, ANVB*+ ¢y VA4
My

A <B“b — gabede A ed>

1671'[]2,

1
+ A A (7A - §HabcAe“ Ael A ec> + A®A A (HabcAecdefed NeeNep —VosANe, N eb>

12
+ AA (B — — M pe* A eb> + (% (Mabacdefec NelANefNel — FAe, A eb>
q

1
— ﬂm2¢A gbAsabcde“ Ael Aef el
(6.176)
Variranjem dejstva (6.176) redom po varijablama By, B, Wap, Bas Aap, A%, ¥4, A Hapen,

C® My, N\, A, ¢* i e* dobijaju se jednacine kretanja:

R — )\ =0, (6.177)
F+X=0, (6.178)
VB® —¢ldl p gl =0 (6.179)
Ve =0, (6.180)
B L aedg eq =0 (6.181)
16712 ¢ ’ '
HabcAé“CdEfﬁ’d/\ee/\ef —V¢AA€GA€b :O, (6.182)
Vos—Ia=0, (6.183)
1
Y4 = 5 Haeae® A e Net =0, (6.184)
1
—§AA/\e“AebAeC+ecdefA“bAAedAee/\ef =0, (6.185)
Mapecdere€ N e'Ne Nel —FAhe,Nepy=0), (6.186)
12 a b ab c d e f
——ANe"Ne"+ (Vecqeret Ne" NeC Nel =0, (6.187)
q
12 b
B——Mge*Ne” =0, (6.188)
g
—dB + d(C“bea Nep) — palp AyB _ANPA BB b ANeg ANey =0, (6.189)
1
Vs — V(A4 Neg Aey) — ZmZ GaCapeat® NP NeS Ned =0, (6.190)

(6.191)
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1 3
VB, + . 12€abcd)\bc Aet + 2HabcA)\ A€’ Aef + 3H e oqlea A el A et
1
= 20ua AVO! N e =2 5m?ps ¢ emae’ A et A e (6.192)

24
— M A+ 4CefMef€abcdeb Ae Aed — 2Cap N e =0.
q

Dinamicki stepeni slobode su tetrade e?, skalarno polje ¢* i elektromagnetni potencijal A,
dok preostale varijable mogu biti odredene kao funkcije dinamickih varijabli i njihovih izvoda.
Jednacine (6.177)—(6.188) daju izraze za nedinamicke varijable:

1 o LA
%‘?u,l/pon5
1 vpo a a 1
= 75 9u\e )\pv¢A peba> 5/“,:0, Bab“V:8l2

12e¢
aoc. 1 vVpo
H = 6eﬂpv¢ euepeaa )‘Au:vu¢’ (6.193)
1
Aw=Fu, B,=-—-—
12 14 2€q

1 1
“{ab — __ ghvpo F e? eb Cab _—_ghwvpo F €8 eb .
- pt o> pt o
4e deq

ab ab A
)\abuV:Rab,uua w ,LL:A o Y opp = —

abA d
A Eabed€ ue vV

po
,uupoF

Primetimo da na osnovu jedna¢ina (6.179), (6.180) i (6.181) sledi da je koneksija 5* = 0
kao $to je to bio slucaj kod dciste gravitacije. Jednacina kretanja (6.190) daje kovarijantnu
Klajn-Gordonovu jedna¢inu za skalarno polje kuplovano sa elektromagnetnim potencijalom A,

(V. V¥ —m?) s =0. (6.194)

Jednacina (6.189) daje diferencijalnu jednacinu kretanja za elektromagnetni potencijal A:
V=g e (VV¢A 58 4bp — daA DB Avwﬁ) — ig (w* 6 — ¢*v¢>) . (6.195)
Najzad, jednacina kretanja (6.191) za e® nakon sredivanja daje:

1
R — S g R=8xl} T,

1 1
T = VoAV = 50" (Voa Vom0 6%) = 1o (FpoFY7g 4 AFWE)

(6.196)

Sistem jednac¢ina (6.177)—(6.191) je ekvivalentan sistemu jednacina (6.193)—(6.196).
Kompletna Hamiltonova analiza topoloskog sektora skalarne elektrodinamike data je u Do-
datku C.
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Deo 11

Kvantna teorija
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Glava 7

Modeli spinske pene: B F' teorija

AjnStajnova opsta teorija relativnosti dovela je do naSeg shvatanja prirode prostora i vre-
mena kao manifestacije gravitacionog polja. Kao sto i ostala fizicka polja ispoljavaju njihova
kvantna svojstva na odredenoj skali, prirodno je ocekivati da i gravitaciono polje, pa time i
prostorvreme, poseduju odredena kvantna svojstva. Stoga, neophodno je modifikovati nase
razumevanje prirode prostora i vremena, kako bismo uzeli u obzir ove kvantne osobine. Prob-
lem lezi u tome da sadasnje teorije, opSta teorija relativnosti i kvantna teorija polja, ne mogu
da opisu kvantno ponasanje gravitacionog polja. Neophodna je kvantna teorija gravitacije koja
ima prediktivnu moé¢ da opiSe fenomene gde i gravitacija i kvantna teorija igraju ulogu, kao $to
je to slucaj kod crnih rupa, ranog univerzuma, fizike na malim rastojanjima itd.

Godine 1936. Bronstajn je ponovio Bor-Rozenfeldovu analizu za elektromagnetno polje
u slucaju gravitacionog polja i pokazao da kvantna teorija zabranjuje odredivanje polja u
proizvoljno maloj oblasti prostorvremena. Ako merimo polje u tacki z, koju zelimo da odredimo
sa preciznoséu L, zbog postojanja Hajzenbergove relacije neodredenosti koja povezuje poziciju
i impuls Cestice, sledi da neodredenost impulsa mora biti Ap > h/L. U ultrarelativistickom
limitu imamo da je energija E ~ cp, pa vidimo da oStra lokalizacija zahteva veliku energiju. Na
osnovu opste teorije relativnosti znamo da energija zakrivljuje prostor, a krivina raste kako je
energija koncentrisanija u prostoru, sve do tacke formiranja crne rupe kada je masa M ~ E/c?
koncentrisana u radijusu R ~ GM/c?. Zahtevanjem bolje lokalizacije, dolazimo do tacke gde je
Lpiani = R ispod koje je nemoguce i¢i, jer bi tada lokalizacija bila sakrivena horizontom crne
rupe'. Na osnovu prethodnih relacija dobija se:

hG
Lpiank = = ~10733¢cm .

Na skalama ve¢im od one odredene Plankovom duZinom Lpignk, prostorvreme mozemo po-
smatrati kao glatku mnogostrukost, dok ispod nje kvantne fluktuacije prostorvremena postaju
nezanemarljive i vise nema smisla pri¢ati o duzini.

Prethodna analiza sugeriSe da kvantna teorija polja, formalizam u kome su kvantna polja
definisana na nekoj prostorvremenskoj mnogostrukosti, nije dobra slika sveta u teoriji kvantne
gravitacije. Neophodan je kvantni opis geometrije, gde je geometrija opisana kvantnim stanjima,
a prostorvreme je semiklasi¢na aproksimacija takve kvantne konfiguracije. Jedan moguéi opis
kvantnih stanja geometrije, tj. gravitacionog polja, nam obezbeduje formalizam teorije kvantne

gravitacije na petliama®.

'Pri tom se podrazumeva da Opéta teorija relativnosti vaZi u neizmenjenom obliku i na skalama manjim od
Plankove, tj. da postoji reSenje Ajnstajnovih jednacina koje opisuje tako malu crnu rupu.
2eng. Loop Quantum Gravity.
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Kvatna gravitacija na petljama

Kvantna gravitacija na petljama je pristup kvantovanju gravitacije star preko trideset i pet go-
dina, zapocet Astekarovim radom 1986. godine. Kao teorija Ciste gravitacije ne nastoji da resi
problem unifikacije, tj. da objedini interakcije i smanji broj stepeni slobode Standardnog Mode-
la. Kvantizacija teorije u okviru kanonske kvantizacione procedure podrazumeva izbor algebre
polja koja postaju kvantni operatori, Sto je u ovom slucaju algebra zasnovana na holonomijama
gravitacione koneksije. Holonomija postaje operator koji formira stanje petlje. Teorija je neza-
visna od pozadine, i stanje petlje je relevantno samo u odnosu na druge petlje i infinitezimalni
pomeraj petlje ne proizvodi novo stanje, ve¢ stanje ekvivalentno do na gradijentnu transfo-
rmaciju. Prostor stanja teorije je separabilan Hilbertov prostor sa bazisom stanja petlji, gde
konac¢ne linearne kombinacije stanja petlji zovemo spinskim mreZama.

Kvantne osobine se manifestuju diskretnim spektrom svojstvenih vrednosti operatora koji
odgovaraju velicinama koje opisuju lokalne osobine gravitacionog polja, kao $to je na primer
operator pridruzen svakom linku grani¢nog grafa dualne triangulacije

El = 87T’}/hGEl s (71)
koji su normale na grani¢ne trouglove triangulacije kojima odgovara operator povrsine:
A, = 8TyhG|L|?. (7.2)

Ovaj operator ima diskretni spektar,

A=8mhG/j(j+1), j=0,

gde je v Barbero-Imirci parametar bezdimenziona konstanta u teoriji, ¢ija je vrednost odredena
tako da broj mikrostanja u KGP odgovara semiklasi¢no izra¢unatoj entropiji crne rupe [11],

12
2

DO | —

[12]. Takode, jo$ jedna opservabla u ovoj teoriji je orijentisana zapremina tetraedra,
022 R ) 2 i i Tk
V = §<E1 . EQ) X E3 = §€ijkE1E2E3 y (73)

odnosno operator zapremine V'

—

. 9 E—
koji takode ima diskretan spektar:
Vin) = Viy) . (7.5)

To znaci da prostor mozemo posmatrati kao sastavljen od celija prostora, tj. tetraedara koji
imaju zapreminu odredenu ovim spektrom.

Cetiri operatora povrsine fla i operator zapremine 1% formiraju maksimalno komutirajuci
set operatora koji opisuje kvantno stanje jednog tetraedra, pa se istovremeno mogu dijagona-
lizovati, a kvantna stanja geometrije tetraedra su jedinstveno odredena njihovim svojstvenim
vrednostima |j,, V). Kako je za jedinstven klasi¢an opis tetraedra inace potrebno Sest brojeva,
recimo Sest duzina njegovih ivica, vidimo da, kao Sto je i o¢ekivano u kvantnoj teoriji, kvantno
stanje tetraedra poseduje izvesnu kvantnu neodredenost na Planovoj skali.

Ova kvalitativna slika kvantne strukture prostorvremena je o¢uvana u kovarijantnoj kvanti-
zaciji, tj. kvantizacionoj proceduri spinske pene. U okviru kovarijantne kvantizacione procedure
spinske pene podrazumeva se funkcionalni pristup kvantovanju gravitacije u kom se konfigura-
cioni integral definiSe na isti nacin na koji je to uradeno u Fajnmanovoj definiciji integrala po
putanjama.
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Po definiciji Majkla Atije, (n+ 1)-dimenzionalna topoloska kvantna teorija polja (TKTP) je
funktorijalno pridruzivanje kona¢nodimenzionalnog Hilbertovog prostora Hy svakoj zatvorenoj
orijentisanoj n-mnogostrukosti 3 i vektora Zy; € Hy svakoj orijentisanoj (n + 1)-mnogostru-
kosti M koja ima ¥ kao svoju granicu. Ako posmatramo kvantno stanje prostora formirano
od |As| tetraedara u KGP teoriji, mozemo ga predstaviti kao graf u dualnoj triangulaciji, gde
verteksi odgovaraju tetraedrima, a linkovi izmedu njih trouglovima koje razdvajaju dva susedna
tetraedra. Analogno Atijinoj opstoj definiciji, model spinske pene svakom orijentisanom grafu®
I" pridruzuje Hilbertov prostor Hr, a svakoj peni* C, koja ima graf I' kao svoju granicu®, vektor
Zc € Hr. Pritom su zadovoljene sledece aksiome [13]:

—_

(multiplikativnost) Hr,ur, = Hr, ® Hr,,

[N}

. (dualnost) Hy = Hj., Zp = Z],

3. (funkcionalnost)® Ze, e, = (Z¢,12¢,)ur = (Z¢,12¢,) 1z
4. Hy =C,

5. Zp. = idsg.

Dinamika kvantne gravitacije na petljama odgovara ovoj definiciji, pri ¢emu je Hilbertov
prostor pridruzen grafu I' refetkasti SU(2) Jang-Millsov prostor L2(SU(2))/Erl/SU(2)INrl| gde
je svaki verteks v u dualnoj triangulaciji prostorvremena obojen sa i, koji odgovara svojstvenoj
vrednosti operatora zapremine V' za tu ¢eliju, a svaki link € u dualnoj triangulaciji prostorvre-
mena je obojen sa j. koji odgovara svojstvenoj vrednosti povrSine A koja spaja te dve Celije
prostora. Ovakvo kvantno stanje prostorvremena nazivamo spinskom mreZom. Dalje, ako pos-
matramo evoluciju spinske mreZe u vremenu, dobijamo da i, koji je bojio verteks spinske mreze
sada boji ivicu spinske pene, dok j. sada boji stranu. Amplitude pene Z. su definisane kao
sumiranje amplituda spinske pene Z¢(o) po bojama stranica triangulacije o = {js}, odnosno
po irreducibilnim reprezentacijama j; grupe SU(2),

Ze=Y,2¢(0),

kao $to je to pokazano u narednim odeljcima.
U narednim odeljcima fokusira¢emo se na konstrukcije topologkih BF suma po stanjima u
sluc¢aju trodimenzionalne i ¢etvorodimenzionalne mnogostrukosti uobic¢ajenom kvantizacionom

3Graf je uredeni par I' = (Nr, Lr), gde je Nr konacan skup &évorova i Lr skup uredenih parova &vorova,
tj. linkova grafa I'. Cvorovi n i n/ linka [ = (n,n’) se nazivaju izvor i meta linka [ i oznacavaju (1) i d* (1),
redom. Inverzni link je definisan kao I=! = (n/,n), a ' je inverzni graf grafa I' dobijen inverzijom svih linkova
grafa I

4Pena je uredena trojka C = (V¢, Ec, F¢), gde je Ve konacni skup verteksa, E¢c set uredenih parova verteksa,
tj. ivica e = (v,v’), i F¢ konac¢ni skup strana. Strana je konaCan niz ivica f = (e1,..., ey, ), gde je 0 (e,) =
O~ (en41) 1 vazi 07 (en,) = 07 (e1). Primetimo da bilo koji podskup F skupa strana Fe prirodno definise
podkompleks pene C, sa¢injen od verteksa, ivica i strana koje se pojavljuju u F. Pena dobijena od C inverzijom
svih njenih ivica i strana oznacava se sa C.

5Tvice F¢ koje se pojavljuju tacno jednom i pripadaju samo jednoj strani pene zovemo njenim linkovima, dok
su ostale ivice unutrasnje ivice. Analogno, vertekse V¢ koji se pojavljuju samo jednom u unutradnjim ivicama
nazivamo nodovima, dok preostale nazivamo wunutrasnji verteksi. Skupovi nodova i linkova pene C u opstem
sluéaju ne formiraju graf, ali kada to ¢ine i kada se orijentacija svakog linka poklapa sa onom indukovanom
jedinstvenom stranom koja prolazi kroz nju, takvu penu nazivamo prava pena. U tom slu¢aju definiSemo
granicu pene OC kao podkompleks pene C kom pripadaju sve strane C koje sadrze najmanje jedan link. Graf
koji odgovara OC je granicéni graf C.

SDefinise se kompozicija dve prave pene Cy i Cy duz orijentisanog grafa I', koju obelezavamo C; Ur Co, ako je
I" povezana komponenta grani¢nih grafova C; i Co. Kompozicija se dobija uklanjanjem I' i spajanjem, za svaki
nod, jedinstvenih ivica e; € C; i eg € Cy koje sadrze taj nod u jednu ivicu, a za svaki link [ jedinstvenih strana
f1 €Ci1i fa € Cy u jedinstvenu stranu.
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procedurom spinske pene. U trodimenzionalnom slucaju, dobijena suma po stanjima pred-
stavljena u odeljku 7.2.1 daje kvantnu teoriju trodimenzionalne gravitacije — Ponzano-RedZe
model, Sto je posledica ¢injenice da na klasicnom nivou odgovarajuca teorija nema lokalne
propagirajuce stepene slobode. Kao sto znamo, to nije rezultat u realnom céetvorodimenzional-
nom slucaju, pa kvantnu teoriju gravitacije moramo dobiti modifikacijom amplituda topoloske
sume po stanjima Ouguri modela predstavljene u odeljku 7.2.2. Ipak, ova konstrukcija je van
okvira nase diskusije, pogledati 2| za pedagoski pristup kovarijantnoj kvantizacionoj proceduri
formiranja sume po stanjima koja opisuje teoriju gravitacije u cetiri dimenzije.

7.1 Gejdz invarijantni objekti

Klasi¢ne jednacine kretanja BF' teorije namecu uslov da je gejdz koneksija ravna, tj. na jeziku
holonomija, da svaka nul-homotopna kriva odgovara identitetu gejdz grupe. U Lemi 12 razma-
trana je granic¢na kriva trougla i uslov ravnosti gejdz koneksije formulisan je za ovaj element
triangulacije mnogostrukosti.

Lema 12 Posmatrajmo trougao (jkC). Ivice trougla (jk),j < k su obeleZene grupnim elemen-
tima g, € G. Razmotrimo dijagram (7.6).

9kl 9ik
Pl N

le ke o . (7.6)

NS

951
Kriva v1 = gregji je jednaka krivoj vo = gje , tJ. vazi identitet:

gjt = Greik - (7.7)

7.2 Kvantizacija topoloskog B F' dejstva

U ovom odeljku predstavljen je postupak kvantovanja BF' dejstva uobic¢ajenom heuristickom
kvantizacionom procedurom spinske pene. Najpre, konfiguracioni integral topoloske sume po
stanjima dat je izrazom:

Z:/DaDBexp (z /M(B/\]—">9) | (7.8)

Formalnom integracijom po Lagrazevom mnozitelju B dobijamo izraz:
Z=N / Da(F). (7.9)

Zatim, 1-forma koneksije a € A'(My, g) se diskretizuje bojenjem ivica triangulacije € = (jk) €
A; grupnim elementima g. € G. Meru konfiguracionog integrala (7.8) diskretizujemo smenom:

/ Da 1T /G dg; , (7.10)

(Gk)EM
gde dg; oznacava integraciju sa Harovom merom na grupi G.
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Uslov nestajanja krivine diskretizuje na svakom trouglu (jkl) € Ay o-funkcija 6(F). Pri-
likom prelaza sa glatke mnogostrukosti na njenu triangulaciju, d-funkcija definiSe se na skupu
trouglova triangulacije,

H 5@ gjkg (7.11)

(]kf EAQ

gde je za svaki trougao (jkl) € Ay odgovarajuca d-funkcija é¢(g;r) data izrazom:

Sc(gire) = Oc (gre 9sx 930" - (7.12)

Identitet (7.12) je posledica jednacine (7.7) iz Leme 12.
Zamenom prethodno definisane diskretizovane mere (7.10) i o-funkcije (7.11) u jednacinu

(7.9) dobija se suma po stanjima’:

z= N ] /dgjk( IT da( gjkf) (7.18)

(Jk)eM G (jkl)EA2

Zatim, zamenom izraza (7.12) u izraz (7.18), dobijamo eksplicitni izraz za sumu po stanjima
date triangulacije prostorvremenske mnogostrukosti M. Odgovarajué¢im izborom konstante is-
pred integrala ', dobijene nakon integracije po Lagranzevom mnozitelju B, ova suma postaje
nezavisna od integracije, tj. invarijantna na Pahnerove poteze. Upravo zahtevanjem ove invar-
ijjantnosti, za sve Pahnerove poteze, dobijamo odgovarajuéi izbor konstatne N, dat definicijom
7.2.1.

“Sli¢an postupak mozemo sprovesti i u dualnoj triangulaciji. Najpre, diskretizujmo dejstvo:

Spr[B,a] - S4B, a] = Z tr [Bygr], (7.13)
feAs

gde smo integral tenzora krivine zamenili sumom holonomija gy po svim poligonima f dualnim sklopkama
triangulacije, u trodimenzionalnom slu¢aju ivicama (jk) € A1, na kojima je krivina razli¢ita od nule, dok smo
mnozilac B zamenili njegovom vrednos¢u By na svakom poligonu f. Holonomija gy na poligonu f se moze
napisati kao proizvod holonomija g; redom po svim ivicama [ € A} datog poligona f € A} [38]:

=9 (7.14)

lef

Zatim, integracijom po svim mnoziteljima i holonomijama

Z%Zdisc:/< 11 DBf> / ( 11 Dgz)eXp(i dotr [BngzD

fen; lEAT fen: lef

(7.15)
:/( H Dgl) (/DBfGXp(Z tr [ Bngl )) ,
leAy feEAs lef
gde prepoznajemo da je
/DBfexp<ztr By Hgl > N§( Hgl =N'd(gy), (7.16)
lef lef

dobija se suma po stanjima:

gdise _ <l£[*/pgl> ( I1 5(gf)). (7.17)

FEA}

Dobijena suma po stanjima ekvivalentna je jednacini (7.18) ali je izraZena preko elemenata dualne triangulacije.
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Definicija 7.2.1 Neka je My kompaktna i orijentisana kombinatorna d-mmnogostrukost, d &
{3,4}. Suma po stanjima topoloske gejdz teorije je definisana kao:

7 ’G|*|A0|+|Al‘*|A2‘ ( H /dgjk) ( H (SG(gngkgj_gl)) (7.19)

(jk)€A1 G (jkE)GAQ

U prethodnoj definiciji integracija se visi po elementima g¢;; € G za svaku ivicu (jk) € A;.
Podintegralna J-funkcija namece sledeéi uslov.

e Za svaki trougao (jk() € Ay, uslov gy gji = gje (videti Lemu 12).

Teorema 19 Neka je My zatvorena i orijentisana kombinatorna d-mnogostrukost za d € {3,4}.
Suma po stanjima (7.19) je invarijantna na Pahnerove poteze.

Za sada Teoremu 19 ostavicemo bez dokaza. U poglavljima 8 i 9 razmatrane su generalizacije
ove teoreme u okviru teorije kategorija i njihovi dokazi, pa se dokaz prethodne teoreme moze
jednostavno dobiti pojednostavljivanjem ovih opstijih slucajeva.

7.2.1 d = 3: Ponzano-RedZe model

Trodimenzionalna kvantna gravitacija moze biti definisana na viSe nacina, a prvi uspesSan
pristup je Ponzano-RedZe model kvantne gravitacije na diskretizovanoj trodimenzionalnoj mno-
gostrukosti formiranjem BF sume po stanjima za izbor gejdz grupe G = SU(2).

Topoloska suma po stanjima dobijena u prethodnom odeljku se posle izbora konkretne gejdz
grupe G dalje transformise koris¢enjem Piter-Vejlove ili Plangarelove teoreme®. Prirodan izbor
grupe G je grupa izometrija datog prostora, $to je u trodimenzionalnom sluc¢aju grupa SO(3),
odnosno SU(2). Stoga za grupu SU(2) mozemo pisati:

6(gr) = %: (dimjf> tr [D(jf)(gf)] , Jr €40, % 1, g 3 (7.20)

Zamenom prethodnog izraza za d(gy) u izraz za sumu po stanjima u dualnoj triangulaciji (7.17)
dobijamo:

Zdisc:N/(H’Dgl) I1 ( S (2jf+1) tr {HD(jf)(gz)D

leAy feAs JrENG/2 lef (7 21)
=N ( 1T @ir+ 1)) / ( 11 Dgl) (...D(jf)z(gl) DU () )
{ry " fen; leAT

8Piter-Vejlova, odnosno Plangarelova teorema, obezbeduju dekompoziciju funkcija na grupi u sumu po odgo-
varajuéim ireducibilnim reprezentacijama grupe. Teorema nosi ime Piter-Vejl za slucaj kada je grupa G kom-
paktna, dok je Plansarel dokazao analognu teoremu u sluc¢aju nekompaktne grupe G.

Teorema 20 (Piter-Vejl, Plan3arel teorema) Za d-funkciju ¢iji je argument element grupe g; € G vaZi,

8(gr) =Y dim(Ag) x(gs, Ay),
Ay

gde su Ay unitarne ireducibilne reprezentacije Lijeve grupe G, x(gf, Af) je trag elementa gy u reprezentaciji Ay
i dim(Ay) je dimenzija reprezentacije.
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gde su u poslednjem redu svi indeksi kontrakovani. Preuredivanjem elemenata proizvoda u
zagradi u prethodnom izrazu tako da grupiSsemo reprezentacije elementa g; dobijamo:

zte = NS < IT @is + 1)) tr [H (/DgzD(jl)Z(gz)D(”)Z(gz)D(jS)i(gz)>] . (722)

{if} > fen; leAT

Ocigledno je da postoje tri takve reprezentacije, odnosno tri stranice f kojima odgovaraju
brojevi j¢, koje dele ivicu [, kao §to je prikazano na Slici 7.1. Razlog za to je jer ivici [ dualne
reSetke odgovara trougao, koji ima tri ivice, kojima odgovaraju stranice f. Za grupu SU(2)

Slika 7.1: Jedna ivica [ dualne resetke i stranice fi, fo i f3 kojima je zajednicka.

i broj reprezentacija n = 3 nekog elementa grupe, postoji samo jedan intertvajner’ i on je

{3j}-simbol za koji vazi

- \a b e abe. o J2 J3 o J2 3
'Dng(m)a(gl)D(Jz) (gl>D(J3) (g1) = i% fagy = ( ) ( > . (7.24)
/ ’ ! ! a b c)oy\a B V) gy

Koris¢enjem (7.24) jednacina (7.22) postaje:
disc _ : Ju g2 g3\ (Jr J2 Js
7 —Nz(n<zjf+1>)trln(a I 7)] 729
{ir} “feAd lEAT

Daljim grupisanjem intertvajnera po zajednickom verteksu, na nacin prikazan na Slici 7.2,
dobijamo:

Zdisc:NZ(H(ij—l—l)) I1 ((JC; J; Jes) (jbz ‘7; ?) (303 ]65 ?) <jal ]bQ j;))

{jr} “feAs vEA]
(7.26)

9Za svaki element grupe g € G i njene reprezentacije A; postoji jedan ili vise objekata koje zovemo intertva-
gneri [1] koji zadovoljavaju jednakost:

DAL () D)5 (g) DA (g) - DAY (g)ihals ) — il A (7.23)

abc---n afy--v

Intertvajneri zavise od n, grupe G i njene reprezentacije, ali ne i od elementa grupe g € G.
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Slika 7.2: Cetiri ivica i Sest stranica koje se sastaju u jednom verteksu dualne triangulacije 3D
mnogostrukosti.

Jednom verteksu odgovara Sest'" stranica i ¢etiri ivica u dualnoj triangulaciji. Cetiri {3j}-

simbola grupisana u zagradi ¢ine {6; }-simbol, funkciju sest brojeva f(j1,--- ,Jjs)'", pa moZemo
pisati:
|A3] IAG
Z%se — ./\/Z Z <H 2jr + 1)) <H{6j}gU(2)) : (7.27)
Jag S f=1 v=1
Zapisano preko elemenata triangulacije suma po stanjima Ponzano-RedZe modela je:
| A1 | Az
VA Nz Z (H 2je + 1)) (H{6j}g‘U(2))‘ (7.28)
JiAq e=1 =1

Konstruisana BF suma po stanjima daje kvantnu teoriju gravitacije u sluc¢aju trodimenzion-
alne prostorvremenske mnogostrukosti. Stoga, klasi¢na teorija mora biti dobijena u klasi¢nom
limitu ove kvantne teorije. U kvantnoj mehanici, klasican limit se dobija u limitu velikih kvant-
nih brojeva, gde kvantna diskretnost postaje zanemarljiva. Ponzano i Redze su ukazali, a
Roberts je formalno dokazao, da u limitu velikih kvantnih brojeva j vazi

67}~ T
gde je V zapremina tetraedra, a S klasi¢no Redze dejstvo tetraedra. Raspisivanjem kosinusa i
koris¢enjem adicionih formula za kosinus dobijamo:

{67} ~ xp(iS) +

cos(S + — ) (7.29)

1

—————exp(—19). 7.30
j—oo 24/ —12¢ V 2V 12inV p( ) ( )
U limitu velikih kvantnih brojeva, zbir po spinovima u jednacini (7.28) mozemo aproksimirati
integralom po duzinama u RedZe geometriji. Na osnovu jednacine (7.30) vidimo da integrand
ima oblik eksponenta dejstva, pa se ispostavlja da se Ajnstajn—Hilbertovo dejstvo krije u {6;}
simbolu. Stoga, u klasi¢nom limitu dobijamo'? integral po putanjama za Ajnstajn-Hilbertovo
dejstvo:

Z ~ /DgeéquR. (7.31)

10Verteks dualne triangulacije odgovara tetraedru obiéne triangulacije 3D mnogostrukosti, etiri ivice koje
se sastaju u verteksu dualne triangulacije odgovaraju trouglovima 7T (M3), Sest stranica dualne triangulacije
odgovara Sest ivica T(M3), itd.

117 jednom verteksu sastaju se Getiri ivice, gde za svake dve postoji stranica koja ih obe sadrzi. Intertvajneri
oblika i7" nose informaciju o tri stranice p, ¢ i r kojima je zajednicka ivica kojoj odgovara taj intertvajner,
odnosno tri broja j; koje stranice nose.

2Primetimo da u izrazu (7.30) postoje dva ¢lana sa suprotnim predznacima dejstva u eksponentima, pa je
dobijeni izraz malo komplikovaniji od jednacine (7.31).
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Cetvorodimenzionalni sluc¢aj se ispostavlja neznatno komplikovanijim, Sto je i ocekivano
jer u cetiri dimenzije gravitacija nije topoloska teorija bez lokalnih propagirajuéih stepeni slo-
bode. Konstrukcija BF' sume po stanjima za slucaj ¢etvorodimenzionalne mnogostrukosti je
predstavljena u narednom odeljku.

7.2.2 d = 4: Ouguri model

U slucaju cetvorodimenzionalnog prostorvremena BF' topolosko dejstvo je zadato na isti nacin
kao i u trodimenzionalnom slucaju,

Spr[B,w] = / B A Ry, (7.32)
My

pr ¢emu su sada krivina Rg, = dwep 4+ Waee Aw® i Lagranzev mnozitelj B 2-forme. Ponavljajuéi
postupak iz odeljka 7.2.1 za BF dejstvo definisano za trodimenzionalnu prostorvremensku
mnogostrukost, dolazimo do jednac¢ine (7.17). Primenom Teoreme 20 za grupu G = SO(4)
dobijamo da suma po stanjima ima oblik (7.21), pri ¢emu indeks j; sada oznacava ireducibilne
reprezentacije grupe SO(4).

Zatim, proizvod u zagradi sume po stanjima (7.17) se preureduje tako da grupiSsemo repre-
zentacije elementa grupe g;, pri ¢emu imamo u vidu da sada postoje Cetiri takve reprezentacije,
tj. Cetiri broja jr. Na Slici 7.3 je demonstrirano da u 4D postoje Cetiri stranice f koje dele
ivicu [, iz razloga sto ivici [ dualne resetke odgovara tetraedar, koji ima cetiri trougla, kojima
odgovaraju Cetiri stranice f.

f27j2

Slika 7.3: Jedna ivica [ dualne resetke i stranice fi, fo, f3 1 f1 kojima je zajednicka.

Koriséenjem definicije intertvajnera za grupu SO(4), moze se dokazati sledeé¢a teorema:

N . \b - \C - Nd -abed -
/Dng(]l)a(gl)D(]2)6<gl)D(J3)’y(gl)D(j4)5<gl) = Zzllb dzifﬁya- (7.33)

I

Primecujemo da za razliku od grupe SU(2), koja ima samo jedan intertvajner {3;} za dati skup
reprezentacija, u slu¢aju grupe SO(4) postoji vise intertvajnera koji zadovoljavaju definicionu
jednacinu (7.23). Ti intertvajneri se u jednacini (7.33) prebrojavaju nekim dodanim indeksom
1.
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Suma po stanjima koju dobijamo iz (7.21) odgovaraju¢im preuredivanjem i primenom jed-
nacine (7.33) je

dise _ Z ( H dimjf) tr </Dng(J1) (gl)D(D) (gl)D(B) (gZ)D(M) (gz))]
{r} NfeEA; LI€AT
.. abcd -1
=T [ TS
{is} ~rens LIeA] I (7.34)
= Z Z H dlmjf) tr |: H Zalbwldl 2151%51]
{is} {1} (feA* teA]
= ZZ ( H dlmjf) H (zzfgbﬁglczgljazgﬁzdz?:cd> )
{gs} I} ~feAS vEAG

U poslednjem koraku smo grupisali intertvajnere po zajednickom verteksu kao sto je prikazano
na Slici 7.4. Jednom verteksu odgovara deset'? stranica i pet ivica u dualnoj triangulaciji. Pet
intertvajnera grupisanih u zagradi predstavljaju {155} so()-simbol, funkciju petnaest brojeva
f(L, - Is, 41, , ji0)**. Kona¢no, dobijamo da suma po stanjima topoloske BF teorije za

Slika 7.4: Pet ivica i deset stranica koje se sastaju u jednom verteksu dualne triangulacije 4D
mnogostrukosti.

¢etvorodimenzionalnu prostorvremensku mnogostrukost ima oblik:

A3 IAG

2 =% LYY (H dlmjf) (H{15j}go(4)> , (7.35)
J1 Jiag N Iiax|
odnosno zapisano preko elemenata triangulacije:
[Az] [ A4l
SR HIDY ( Il dlmm) (H{15j}go(4)) | (7.36)

Jagl D1 Iiag

Dobijena suma po stanjima predstavlja Ouguri model |1].

13Verteks dualne triangulacije odgovara 4-simpleksu obi¢ne triangulacije 4D mnogostrukosti, pet ivica koje
se sastaju u verteksu dualne triangulacije odgovaraju tetraedrima 7 (My), deset stranica dualne triangulacije
odgovaraju deset trouglova T (My), itd.

MIntertvajneri oblika i7" nose informaciju o ivici I i o €etiri stranice kojima je ona zajednicka p, g, r i s, tj.
o broju I; koji nosi ivica i brOJevima Jjr koje nose stranice.
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Za razliku od trodimenzionalnog slucaja gde je opsta teorija relativnosti teorija bez lokalnih
propagirajuc¢ih stepeni slobode, u ¢etiri dimenzije BF' teorija nije ekvivalentna opstoj teoriji
relativnosti. Da bi smo dobili teoriju koja opisuje OTR, neophodna je modifikacija BF dejstva
dodavanjem odgovarajuc¢ih veza, tj. formulacija Plebanski dejstva (4.74) na nivou klasi¢ne
teorije, ili deformacija topoloske sume po stanjima (7.36) u netopolosku sumu po stanjima na
nivou kvantne teorije. Deformacija sume po stanjima se postize izborom drugacijih amplituda u
modelu, procedurom opisanom u [9][10]. Ovaj postupak rezultuje EPRL/F K modelom spinske
pene, koji predstavlja jednu mogucéu kvantizaciju Opste teorije relativnosti.

Kvantovanje BF' teorije sa vezama i konstrukcija kvantne teorije gravitacije prevazilazi
okvire nase diskusije, pa zainteresovanog ¢itaoca upucujemo na literaturu [9][10].
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Glava 8

Formiranje topoloske sume po stanjima: 2B F
teorija

U ovom poglavlju fokusira¢emo se na drugi korak kovarijantne kvantizacione procedure spinske
pene za 2BF teoriju. Demonstrira¢emo kako se konstruise suma po stanjima Z koja je neza-
visna od triangulacije, na osnovu klasi¢nog 2B F' dejstva za opstu striktnu 2-grupu i bilo koju
triangulaciju bilo koje glatke d-dimenzionalne prostorvremenske mnogostrukosti, za slucajeve
d € {3,4}. Za d = 3, kontruisana suma po stanjima je upravo Jeterov model, dok se za d = 4
poklapa sa Porterovom TKTP zad=4in = 2.

Da bismo proverili da je konstruisana suma po stanjima topoloska, analiziramo njeno pon-
asanje pri Pahnerovim potezima, lokalnim promenama triangulacije koje ¢uvaju topologiju, tako
da su bilo koje dve triangulacije iste mnogostrukosti povezane kona¢nim brojem Pahnerovih
poteza. U trodimenzionalnom sluc¢aju postoji ¢etiri Pahnerova poteza — potezi 1 <+ 41 2 <> 3
i njihovi inverzi, dok u 4 dimenzije postoji pet razli¢itih Pahnerovih poteza — potezi 3 <> 3,
4 <+ 215 < 11 njihovi inverzi. Postavka analize ponasanja konstruisane sume po stanjima
pri ovim Pahnerovim potezima predstavljena je u odeljku 8.3, dok su detalji proracuna dati
u Dodatku E.1. Dobijeno je da suma po stanjima nepromenjena pri ovim transformacijama
mnogostrukosti, Sto dokazuje da je topoloska invarijanta mnogostrukosti. Kako je nezavisna od
triangulacije, suma po stanjima je nepromenjena pri proizvoljnom usitnjavanju triangulacije i
stoga definiSe teoriju kontinuuma na glatkoj mnogostrukosti.

Pogledati rad Zirelija, Pfajfera i Popeskua za vise informacija [13].

8.1 Gejdz invarijantni objekti

Dejstvo klasi¢ne BF' teorije izabrano je tako da bude nezavisno od bilo kakve pozadinske
metrike, tj. da zavisi samo od prostorvremenske mnogostrukosti. Klasi¢ne jednacine kretanja
namecu uslov da je gejdz koneksija ravna, tj. na jeziku holonomija, da svaka nul-homotopna
kriva odgovara identitetu gejdz grupe. U okviru visih gejdz teorija, konkretno 2-gejdz teorije
i odgovarajuée 2BF teorije, ovaj uslov se generalizuje zahtevom da povrsSinska holonomija
grani¢ne 2-sfere svake 3-lopte bude trivijalna.

U odeljku 2.2 uveli smo niz operacija pomoc¢u kojih na jeziku 2-gejdz teorije definisu kom-
pozicije proizvoljnih puteva i povrsina, sve do proizvoljno velikih. U ovom odeljku ¢emo koristiti
ove kompozicije kako bismo konstruisali gejdz invarijantne veli¢ine koje odgovaraju zatvorenim
putevima i povrsinama. U Lemama 13 i 14, ovaj se postupak koristi za grani¢nu putanju trougla
i grani¢nu povrsinu tetraedra, kao sto je izvedeno u radu [13].

Lema 13 Posmatrajmo trougao (jk¢). Ivice trougla (jk),j < k su obeleZene grupnim elemen-
tima g; € G, a trougao (jkl),j < k < { je obeleZen elementom hjp, € H. Razmotrimo

129
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dijagram (8.1).

Ikl 9jk gkz gjk gkl gﬂc
S —
lo ke o] = Uhjkl lo =
9gji

Ihigsk hjki) gkigjk

(8.1)
Kriva v1 = gregji je izvor 2-morfizma, a kriva v2 = gje je meta povrsinskog 2-morfizma ¥ :
Y1 — 72 obeleZenog sa hjye,
gje = O(hjre) gregj - (8.2)

Lema 14 Posmatrajmo tetraedar (jkém). Ivice (jk),j < k su obeleZene grupnim elementima
gjk € G, trouglovi (jk0), j < k < { grupnim elementima h;,, € H. Orijentisali smo trouglove
(kL) tako da je kriva gregji izvor 2-morfizma, o kriva gj meta, tj. zadovoljen je uslov gj, =
O(hjre) Gregjn -

Najpre, presecemo povrsinu tetraedra po granici (jm). To odreduje redosled vertikalne kom-
pozicije sastavnih povrsina. Moramo biti sigurni da su sve povrsine kompozibilne, tj. da imaju
odgovarajuce referentne tocke i ispravnu orijentaciju za vertikalnu kompoziciju.

Analiziragmo prvo kompoziciju prikazanu na dijagramu (8.3). Prvo pomeramo krivu od
Gregjr do krwe gj. U ovom stadijumu dobijeni rezultat nije vertikalno kompozibilan sa trou-
glom (j0m), prvo mu moramo dodati ge, sa leve strane. Sada su ova dva morfizma vertikalno
kompozibilna, a dobijeni 2-morfizam previaci krivu do gjm,. Dobijeni 2-morhizam je:

ke 9jk

L P
me < of ok i = (gemGie, hjem) 2 (Gem#1 (Guegjns hine)) = (GemGrein, Pjom (Gem > hike)) -

\ﬂhﬂcl
7lm

gjim
(8.3)
Razmotrimo dijagram (8.4). Prvo prevla¢imo krivw gemgre do krive grm,. Da bi vertikalna
kompozicija dobijenog rezultata sa trouglom (jkm) bila mogucéa, najpre mu dodamo krivu g
sa desne strane. Sada su dva morfizma vertikalno kompozibilna i dobijeni 2-morfizam previaci
krive na g;m,. Dobijen je sledeci 2-morfizam:

gem 9ke
VS LT gj .
me ol ok < ®) = (kagjm hjkm)#Q ((gémgkéa hkém)#lgjk) = (Qemgkzgjm hjkmhkem) .

ﬂhu \\Jli ky
km

gjm
(8.4)
Dve povrsine X1 1 gemGredik — Gim 22 © JemGreGjk — Gjm 0PISUIU isti 2-morfizam, odnosno

(9emGreGin jrmMem) = (GemTreGjns Niem (Gem ™ hire)) (8.5)

na osnovu cega dobijamo relaciju:

PjkmProem = Pjom (Gom > Pjke) - (8.6)

8.2 Kvantizacija topoloskog 2B F' dejstva

U ovom odeljku predstaviéemo kombinatorni opis konstrukcije sume po stanjima za 2B F teoriju
formiranu za triangulaciju mnogostrukosti dimenzije d = {3,4}.
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Kvantovanje 2BF' klasi¢nog dejstva, datog jedna¢inom (8) radi se na isti na¢in kao i u
slucaju BF' teorija, uobi¢ajenom heuristickom kvantizacionom procedurom spinske pene. Na-
jpre, konfiguracioni integral topoloske sume po stanjima dat je izrazom:

:/DaDBDBDC’exp (Z/M (B/\}")Q—HCAQ);)) : (8.7)

Formalnom integracijom po Lagrazevim mnoziteljima B i C' dobijamo izraz:
Z = ./\//Da DBO(F)o(G). (8.8)

Sli¢no kao i u obi¢noj gejdz teoriji 1-forma koneksije a € A'(My, g) se diskretizuje bojenjem
ivica triangulacije € = (jk) € Ay grupnim elementima g. € G, dok se 2-forma koneksije 8 €
A%(Mg, b) diskretizuje bojenjem trouglova A = (jk() € A, elementima grupe ha € H. Mere
konfiguracionog integrala (8.7) diskretizujemo smenom:

/Da — 11 /dg]k, (8.9)

(Gk)eA

/ DS 11 / dhie (8.10)

jk‘g €Ag

gde dgji, 1 dhjie oznacavaju integraciju sa Harovom merom na grupama G'i H. Uslov nestajanja
lazne krivine zadaje se na svakom trouglu (jkl) € Ao dikretizacijom 0(F). Prilikom prelaza
sa glatke mnogostrukosti na njenu triangulaciju, ¢ distribucija definiSe se na skupu elemenata
triangulacije,

= [I dclgwo). (8.11)

(jkO)eA2

gde je za svaki trougao (jkl) € Ay odgovarajuca d-funkcija d¢(gjx) data izrazom (videti jed-
nacinu (8.2) u Lemi 13):

0c:(gire) = 0 (O(jke) Gre Gsk G50 ) - (8.12)
Uslov da je povrsinska holonomija grani¢ne 2-sfere svake 3-lopte trivijalna §(G), diskretizovan
na elemente triagulacije mnogostrukosti postaje

6(G) = H Orr (Mjrem) (8.13)

(jkfm)eAg

gde za svaki tetraedar (jkfm) € A vazi:
81 (hjkem) = S (Pjem (Gem ™ hike) Nigrn P (8.14)

Izraz (8.14) je posledica jednacine (8.6) izvedene u Lemi 14.
Zamenom prethodno definisanih diskretizovanih mera (8.9) i (8.10), o-funkcija (8.11) 1 (8.13)
u jednacinu (8.8) dobija se suma po stanjima:

Z= N 1] /dgﬂc 11 /dhjkfz< IT se( g]kf)(( I1 5H(hﬂdm))~ (8.15)

(jk)eA G (ko) EAQ (jkem)eAs jkem)EAs

Zatim, zamenom izraza (8.12) i (8.14) u izraz (8.15), dobijamo eksplicitni izraz za sumu po
stanjima date triangulacije mnogostrukosti M. Odgovaraju¢im izborom konstante ispred in-
tegrala N\, dobijene nakon integracije po LagranZevim mnoZiteljima B i C, ova suma postaje
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nezavisna od triangulacije, tj. invarijantna na Pahnerove poteze!. Upravo zahtevanjem ove
invarijantnosti, za sve Pahnerova poteza, dobijamo odgovarajuéi izbor konstatne N, dat defini-
cijom 8.2.1.

Definicija 8.2.1 Neka je My kompaktna @ orijentisana kombinatorna d-mnogostrukost za d =
{3,4} i neka je (H 2% a , D> ) ukrsten modul. Suma po stanjima topoloske vise gejdz teorije je
definisana kao:

—[Aol+/A1 ]|~ [Aa]| 7 (lAo|—|A1]+|Az]—|A
Z = |G| el pryfolm it Azl =iAs| (H(jk)e/\l({dgjk) (H(jké)eAQI{dhjkf)

X (H(jké)eAz 0 (O(Pjre) Gre i gj_€1)> (H(jkém)eAg 811 (hjem (Gem ™ hjke) My, hj_kzlm))
(8.16)

U prethodnoj definiciji integracija se vrsi po elementima g;; € G za svaku ivicu (jk) € Ay
i elementima hjr, € H za svaki trougao (jk(¢) € Ay. Podintegralne d-funkcije namecéu sledece
uslove.

1. Za svaki trougao (jkl) € Ay, obojen elementom grupe hjye, uslov O(hjke) gre Gjx = gje
zahteva da svaki trougao h,j, ima odgovarajuci izvor i metu (videti Lemu 13);

2. Za svaki tetraedar (jkfm) € As uslov da je povrSinska holonomija tetraedra trivijantna
svodi se na uslov da je hje, (gom > hjkg)h,;;mhj_klm jednako neutralnom elementu grupe H
(videti Lemu 14).

Teorema 22 Neka je My zatvorena i orijentisana kombinatorna d-mnogostrukost za d = {3,4}

i (H % a, > ) uskrsteni modul. Suma po stanjima (8.16) je invarijantna na Pahnerove poteze.

8.3 Pahnerovi potezi

831 d=3

U trodimenzionalnom slu¢aju, da bi se proverila invarijantnost sume po stanjima (8.16) dovoljno
je pokazati da se ona ne menja pri ¢etiri Pahnerova poteza, 1 <+ 41 2 <> 3 i njihovim inverzima.
Postavka dokaza invarijantnosti sume po stanjima (8.16) na Pahnerove poteze data je u ovom
odeljku, dok su detalji ra¢una prikazani u Dodatku E.1 [13].

Pahnerov potez 1 <> 4

Obelezimo vertekse sa leve strane 1 <» 4 Pahnerovog poteza sa (1234). Dodavanjem verteksa
(5) sa desne strane Pahnerovog poteza dobijamo Cetiri tetraedra:

Ms = {(2345), (1235), (1345), (1245)} . (8.17)

IPo Pahnerovoj teoremi, da bismo dokazali da je suma po stanjima topoloska invarijantna, tj, da je invari-
jantna na promenu triangulacije, dovoljno je pokazati invarijantnost na Pahnerove poteze, koje je definisao Udo
Pahner 1991. godine [44]. U trodimenzionalnom prostoru jedini Pahnerovi potezisu2 - 3,2« 3,1 5411« 4.

Teorema 21 (Pahnerova teorema) Za datu deo-po-deo glatku mnogostrukost Mp svaka triangulacija te mno-
gostrukosti Ty (Mp) povezana je sa nekom triangulacijom homeomorfne (topoloski izomorfne) mnogostrukosti
To(Mp) konacnim brojem Pahnerovih poteza.
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o/

Sa desne strane su prisutni dodatni trouglovi,

M, = {(125), (135), (145), (235), (245), (345)} (8.18)
odnosno dodatne ivice:
My = {(15),(25),(35), (45)} . (8.19)
Sa leve strane imamo sumu po stanjima,
Zot = |G H ' 61 (h12sa) Zostataks (8.20)

dok sa desne strane imamo sumu po stanjima:

Zjé:rilo: ’G|_5|H‘1/ dgl5d925d935d945/ dhigsdhyszsdhisasdhasgsdhossdisas
G4 H6

( H (Sg(gjkz)) ( H 5H(h]kém)> Zostatak-
(

(jk’ﬁ)GMQ jkém)GMg

(8.21)

gde su My i My dati u izrazima (8.17) i (8.18). Broj k-simpleksa sa obe strane 1 <> 4 poteza
(pri ¢emu ne brojimo ostatak triangulacije) dat je u Tabeli 8.1.

[ Aol | [Aa] | [Ao] | A3
l.s. 4 6 4 1
d.s. 5} 10 10 4

Tabela 8.1: Broj verteksa |Ag|, ivica |A4], trouglova |As| i tetraedra |A3| sa leve i desne strane
1 <+ 4 Pahnerovog poteza.

Dokaz invarijantnosti svodi se na dokaz da su izrazi (8.20) i (8.21) jednaki, pri ¢emu ¢inilac
Zostatak 0zNacava deo sume Kkoji ostaje nepromenjen po definiciji poteza.

Pahnerov potez 2 <> 3

(5) (5)

(1) (1)
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Obelezimo tetraedre na levoj strani poteza Miev° = {(1234), (2345)}, koji dele trougao Mive =

{(234)}, dok sa desne strane imamo tetraedre Men° = {(1235), (1245), (1345)}, koji dele ivicu

Mgesmo = £(15)}, a svaka dva od njih dele jedan od trouglova Mgeme = {(125), (135), (145)}.
Sa leve strane 2 <+ 3 poteza imamo sumu po stanjima

ZE = |G| 3|H|1/ dha3496(g234) 0 (R1234) 01 (hasas) Zostataks (8.22)
H

dok sa desne strane imamo sumu po stanjima:

2308 = G [ dgus [ dbrasdhuasdius
G H3
5G(9125)5G(9135)5G (9145) 5H(h1235)5H(h1245)5H(h1345)Zostatak .

Broj k-simpleksa sa obe strane 2 <+ 3 poteza prikazana je u Tabeli 8.2.

(8.23)

(Aol | [Ax] | [Ag] | [As]
L.s. 5 9 7 2
d.s. 5 10 9 3

Tabela 8.2: Broj verteksa |Ag|, ivica |A4|, trouglova |Ag| i tetraedra |As| sa leve i desne strane
2 <+ 3 Pahnerovog poteza.

Dokaz invarijantnosti svodi se na dokaz da su izrazi (8.22) i (8.23) jednaki, pri ¢emu ¢inilac
Zostatak 0znacava deo sume koji ostaje nepromenjen po definiciji poteza.

832 d=14

U cetvorodimenzionalnom sluc¢aju, da bi se proverila invarijantnost sume po stanjima (8.16)
dovoljno je pokazati da se ona ne menja pri pet Pahnerovih poteza, 1 <> 5, 2 <> 413 < 3
Pahnerovim potezima i njihovim inverzima. Postavka dokaza invarijantnosti sume po stanjima
(8.16) na Pahnerove poteze data je u ovom odeljku, dok su detalji ra¢una prikazani u Dodatku

E.1[13)].

Pahnerov potez 1 <> 5

(5) Lot <5>

Obelezimo vertekse 4-simpleksa na levoj strani 1 <» 5 Pahnerovog poteza sa (23456). Do-
davanjem verteksa (1) sa desne strane Pahnerovog poteza dobijamo pet 4-simpleksa

M, = {(13456), (12456), (12356), (12346), (12345)} .
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Sa desne strane su prisutni dodatni tetraedri
M; = {(1234), (1235), (1236), (1245), (1246), (1256), (1345), (1346), (1356), (1456)} ,
dodatni trouglovi
(jkO) € My = {(123),(124), (125), (126), (134), (135), (136), (145), (146), (156)} ,

dodatne ivice (jk) € My = {(12),(13),(14),(15), (16)} i dodatni verteks (j) € My = {(1)}. Svi
ostali simpleksi su prisutni sa obe strane poteza.
Invarijantnost sume po stanjima (8.16) na Pahnerov potez 1 <+ 5 znaci da je integral sa

g]k’ / o ¥

jk)€M1 (jkf)EMQ

ziss, =16 [
G5
(

(8.24)
( H 5G(ijz)> ( H 5H(hjkem)> Zostatak 5
(Fkl)eM> (jkem)eMs
jednak sumi po stanjima prisutnoj na levoj strani,
2116:;5 = |G|_5|Hlozostatak . (825)

Faktore ispred integrala sume po stanjima, prisutne sa leve i desne strane poteza, izracunavamo
na osnovu jednacine (8.16), odnosno koristimo |G|~ olF1Au=lAzl | fr|[Aol=lAr+A2I=As] g de su | A,
|A1], A2, |As| redom brojevi verteksa, ivica, trouglova i tetraedra u triangulaciji. Na osnovu
podataka prikazanih u Tabeli 8.3 sa desne strane se dobija faktor |G|~''|H|™, dok je faktor sa
leve strane jednak |G|~°|H|".

| | [Aol | [A1] | [As] | [As] | [Ad] |
ls. | 5 |10 ] 10] 5 | 1

ds.| 6 15 | 20 | 15 )

Tabela 8.3: Broj verteksa |Ag|, ivica |Ay], trouglova |Ay|, tetraedra |As| i 4-simpleksa |A4] sa
leve i desne strane 1 <» 5 Pahnerovog poteza.

Dokaz invarijantnosti svodi se na dokaz da su izrazi (8.24) i (8.25) jednaki, pri ¢emu ¢inilac
Zostatak 0znacava deo sume koji ostaje nepromenjen po definiciji poteza.

Pahnerov potez 2 <> 4

W ) s @

Kako bi proverili invarijantnost sume po stanjima (8.16) pri 2 <> 4 Pahnerovom potezu,
poredajmo vertekse tako da na levoj strani poteza imamo dva 4-simpleksa

ME° = {(23456), (12345)}
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a na desnoj strani Cetiri 4-simpleksa
Moo = {(12346), (12356), (12456), (13456)} .
Onda, na levoj strani imamo jedan tetraedar
Mz = {(2345)}
dok na desnoj strani imamo Sest tetraedra
Mgesme — £(1236), (1246), (1256), (1346), (1356), (1456)} .

Svi ostali tetraedri su prisutni na obe strane poteza. Takode, na desnoj strani su prisutni
trouglovi Mgesme = {(126), (136), (146), (156)} i jedna ivica M{m° = {(16)}, dok su svi preostali
trouglovi i ivice prisutni sa obe strane poteza. Takode, svi verteksi su prisutni sa obe strane
poteza.

Na levoj strani poteza imamo integral,

ZQH4 - ‘G|_8|H|_15H<h2345>zostatak ; (826)

levo

dok je sa desne strane integral

7294 = |G| H| / dgio / sz
G H

< H 5G(gjk€)> ( H 5H(h]k€m>> Zostatak .
(5k€) (jkem

EMéiesno )EMéiesno

(8.27)

Prebrojavanjem k-simpleksa sa obe strane 2 <> 4 poteza (vidi Tabelu 8.4) dobijamo koefici-
jente ispred integrala — |G| 78| H| ™! sa leve strane poteza i |G|~'1|H|™3 sa desne strane poteza.

| | [Aof | [AL] | [Aof | [As
Ls.
d.s.

| A |
6 | 14 | 16 | 9 | 2
6 | 15 | 20 | 14 | 4

Tabela 8.4: Broj verteksa |A|, ivica |A;|, trouglova |As|, tetraedra |Aj] i 4-simpleksa |A4] sa
obe strane 2 <> 4 poteza.

Dokaz invarijantnosti svodi se na dokaz da su izrazi (8.26) i (8.27) jednaki, pri ¢emu ¢inilac
Zostatak 0znacava deo sume koji ostaje nepromenjen po definiciji poteza.

Pahnerov potez 3 <> 3
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Obelezimo vertekse tako da sa leve strane 3 <+ 3 Pahnerovog poteza, imamo tri 4-simpleksa
M = {(23456), (13456), (12456)} ,
a sa desne strane imamo 4-simplekse
M = {(12356), (12346), (12345)} .

Sa leve strane su prisutni tetraedri Miv° = {(1456), (2456), (3456)}, dok su sa desne strane
prisutni Mgesne = {(1234), (1235), (1236)}. Dve strane poteza dele Sest tetraedara, dok se sa
svake strane nalazi tri tetraedra koje dele dva 4-simpleksa. Dalje, sa leve strane imamo trougao
Mve = {(456)}, a sa desne strane poteza trougao Mgen° = {(123)}. Svi ostali trouglovi, ivice
i verteksi se pojavljuju sa obe strane poteza.

Dakle, na levoj strani poteza imamo integral,

7308 = / dhase0c(9as6)0m (Raase ) O (haase )0 m (R14s6) Zostatak » (8.28)
H
dok sa desne strane imamo integral:
7308 — / dhi12396(g123) 0 (h1234) 01 (ha235) 0 (R1236) Zostatak - (8.29)
H

Dokaz invarijantnosti svodi se na dokaz da su izrazi (8.28) i (8.29) jednaki, pri ¢emu ¢inilac
Zostatak 0znacava deo sume koji ostaje nepromenjen po definiciji poteza.
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Glava 9

Formiranje topoloske sume po stanjima: 3B F’
teorija

U ovom poglavlju fokusiracemo se na drugi korak kovarijantne kvantizacione procedure spinske
pene za 3BF teoriju. Analogno postupku iz prethodnog poglavlja u sluc¢aju sume po stanjima
za 2BF teoriju, demonstrira¢emo kako se konstruiSe suma po stanjima Z koja je nezavisna
od triangulacije, na osnovu klasi¢nog 3BF' dejstva za op$tu semistriktnu 3-grupu i bilo koju
triangulaciju bilo koje glatke 4-dimenzionalne prostorvremenske mnogostrukosti, kso Sto je to
uradeno u [27]. Moguce je formulisati 3BF' teoriju samo u sluc¢aju kada je dimenzija prostorvre-
menske mnogostrukosti d > 4, pa stoga ne razmatramo trodimenzinalni sluc¢aj. Konstruisana
suma po stanjima je generalizacija rada Zirelija, Pfajfera i Popeskua za 2BF sumu po stanji-
ma predstavljenu u prethodnom poglavlju, tj. generalizacija Jeterovog modela, a poklapa sa
Porterovom TKTP za d =4in = 3.

Sli¢no kao i u slucaju 2B F sume po stanjima, da bismo proverili da je konstruisana suma po
stanjima topoloska, analiziramo njeno ponaSanje pri Pahnerovim potezima. Analiziramo samo
¢etvorodimenzionalni slucaj, tj. invarijantnost pri Pahnerovim potezima 3 <+ 3,4 > 215« 1
i njihovim inverzima. Postavka analize ponaSanja konstruisane sume po stanjima pri ovim
Pahnerovim potezima predstavljena je u odeljku 9.3, dok su detalji proracuna dati u Dodatku
E.2. Dobijeno je da suma po stanjima invarijantna na Pahnerove poteze, $to dokazuje da je
topoloska invarijanta mnogostrukosti [27]. Zaklju¢ujemo da je suma po stanjima nepromenje-
na pri proizvoljnom usitnjavanju triangulacije i stoga definiSe teoriju kontinuuma na glatkoj
mnogostrukosti.

Medutim, da bi zavrsili drugi korak kovarijantne kvantizacione procedure spinske pene,
neophodne su generalizacije Peter-Vejl i Plangarel teorema za slucajeve 2-grupe i 3-grupe,
matematicki rezultati koji za sada predstavljaju otvorene probleme. Naime, ove teoreme
treba da obezbede dekompoziciju funkcija na 3-grupi u sumu po odgovarajué¢im ireducibilnim
reprezentacijama 3-grupe. Na ovaj nacin se odreduje spektar oznaka simpleksa triangulacije, tj.
domen vrednosti polja koja zive na simpleksima triangulacije, kao sto je to uradeno u sluc¢aju
BF sume po stanjima. Trenutni pokusaji privodenja drugog koraka kvantizacije uopstenih BF
teorija u okviru visih gejdz teorija, se svode na pogadanje ireducibilnih reprezentacija 2-grupa,
kao Sto je uradeno na primer u slu¢aju spinkub modela kvantne gravitacije [15], ili drugim
tehnikama, videti na primer [15]-[17].

Svakako, ovaj rezultat otvara put ka trec¢em i finalnom koraku kovarijantne kvantizacione
procedure i formulaciji kvantne teorije gravitacije i materije iz Standardnog Modela nametanjem
odgovarajuc¢ih ogranicenja na varijable modela modifikacijom amplituda sume po stanjima.

139
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9.1 Gejdz invarijantni objekti

Uz prethodne uslove koji vaze i u slucaju 2B F teorije, u 3BF teoriji jednacine kretanja namecu
visi uslov ravnosti na 3-krivinu (F,G,H), pa se dodatno zahteva da zapreminska holonomija
oko grani¢ne 3-sfere bilo koje 4-kugle bude trivijalna.

U odeljku 2.3 uveli smo niz operacija pomocu kojih na jeziku 3-gejdz teorije definisu kompo-
zicije puteva, povrSina i zapremina. Ta pravila se mogu Kkoristiti za izracunavanje kompozicija
elementarnih puteva, povrsina i zapremina, sve do proizvoljno velikih. U ovom odeljku éemo
koristiti ove kompozicije kako bismo konstruisali gejdZz invarijantne veli¢ine koje odgovaraju
zatvorenim putevima, povrSinama i zapreminama. U Lemama 13, 151 16, ovaj se postupak ko-
risti za grani¢nu putanju trougla, grani¢nu povrsinu tetraedra i grani¢nu zapreminu 4-simpleksa.
Rezultat Leme 13 je izveden za slucaj 2-grupa i ostaje nepromenjen u 3-gejdz teoriji, vidi [13].
Zahtev ravnosti grani¢ne povrsine tetraedra izveden u Lemi 14, uopStavamo za sluc¢aj 3-grupa
u Lemi 15. Jedan od glavnih rezultata je Lema 16 u kojoj smo izveli uslov ravnosti grani¢ne
zapremine 4-simpleksa.

Lema 15 Posmatrajmo tetraedar (jkém). Ivice (jk),j < k su obeleZene grupnim elementima
gjx € G, trouglovi (jkl),j < k < { grupnim elementima hjre € H, a tetraedri mnogostrukosti
(jktm) .5 < k < € < m grupnim elementima lijge, € L. Orijentisali smo trouglove (jkl) tako
da je kriva gregji izvor 2-morfizma, a kriva g;; meta, tj. zadovoljen je uslov gjo = O(hjke) Gregik -

Prvo presecemo povrsinu tetraedra po granici (jm). To odreduje redosled vertikalne kompo-
zicije sastavnih povrsina. Moramo biti sigurni da su sve pouvrsine kompozibilne, tj. da imaju
odgovarajuce referentne tacke i ispravnu orijentaciju za vertikalnu kompoziciju.

Analizirajmo prvo kompoziciju prikazanu na dijagramu (9.1). Prvo pomeramo krivu od
Gregjr do krwe gj. U ovom stadijumu dobijeni rezultat nije vertikalno kompozibilan sa trou-
glom (j0m), prvo mu moramo dodati ge, sa leve strane. Sada su ova dva morfizma vertikalno
kompozibilna, a dobijeni 2-morfizam prevlaci krivu do gj,,. Dobijent 2-morphizam je:

9ke 9jk
LT
me < of ok i = (gem8jes Mjom) 2 (gem#1 (Gregins Mijie)) = (GemGreGins Njem (Gem > hje)) -

/h ﬂh]‘kl
9j

jlm

gjm
(9.1)
Razmotrimo dijagram (9.2). Prvo prevlacimo krivu s gemgre do krive grm,. Da bi vertikalna
kompozicija dobijenog rezultata sa trouglom (jkm) bila mogucéa, najpre mu dodamo krivu g
sa desne strane. Sada su dva morfizma vertikalno kompozibilna i dobijeni 2-morfizam previaci

krivu na g;m. Dobijen je sledeci 2-morfizam:
gem 9ke
VS LT gi .
me ol ok < ®) = (kagjm hjkm)#Q((gémgkéa hkzém)#lgjk) = (GemIredjt hjkmhkem) .

I, &
km

gjm
(9.2)
Dve povrsine X1 @ GemGreGik — Gim & 22 GemGkeGik — Gjm tmaju isti 1zvor i metu. Pre-
vlacenje povsine prikazane na dijagramu (9.1) do pouvrsine prikazane na dijagramu (9.1) dato
je zapreminskim morfizmom V : X1 — 3y obeleZenim sa grupnim elementom ljgem, 4.
(9emreGsns Njrmem) = (GemTreGins O (Likem) Miem (Gem ™ hike)) (9.3)

na osnovu cega dobijamo relaciju:

PjkmPem = 0 (Likem ) jom (Gem ™ Pijke) - (9-4)
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Lema 16 Razmotrimo 4-simpleks, (jkfmn). Ivice (jk),j < k, su obeleZene elementima grupe
gix € G, trouglovi (jk(),7 < k < { su obeleZeni elementima grupe hjy € H, a tetraedri
(jktm),j < k < € < m elemetima grupe ljgem € L. Trouglovi (jkl) su orijentisani tako da je
izvor 2-morfizma kriva gregji, a njegova meta kriva gje, tj. gje = O(hjke) gkegji , dok su tetraedri
(jkfm) orijentisani tako da je izvor 3-morfizma povrsina hjm(gem > hjre) a meta povrsina
PikmPiems t. PjrmPoem = 0(Likem) Rjom (Gom > Njke).

Najpre isecimo zapreminu 4-simpleksa duz povrsine Rjpn Gmn ™ (RjomGem ™ hjke). To odreduje
redosled kompozicije 3-morfizama prema gore. Pritom se moramo pobrinuti da su sve zapremine
kompozibilne, tj. da imaju odgovarajuce referentne povrsine i ispravnu orijentaciju kako bi
njithove kompozicije bile definisane.

Prvo, razmotrimo dijagram (9.5). Povrsinu hjemGem > hjke previacimo do povrsine hjgmhiem
uz pomo¢ 3-morfizma Ligen,. Da bi kompozicija dobijenog 3-morfizma ¢ 2-morfizma hjp, bila
definisana moramo najpre 3-morfizmu dodati krivu g,,, sa leve strane. Dobijeni 3-morfizam
(GmnGemreTik, Gmn > (RjomGem ™ Rjke), Gmn & Ligem) moZemo vertikalno sloZiti sa 2-morfizmom
(GmnGim, hjmn) sa donje strane, tako da je rezultujucéi 3-morfizam (GmnGemreGik, PjmnGmn >
(jemGem ™ Pike)s PBimn ' (Gmn & Likem) ), €1 je 1zv0r povrsing Rjmp Gmn > (RjemGem ™ hjke) ,a meta
PoVrsing NjmnGmn > (Rjgmhkem),

in in

(9.5)
Sada cemo prevuci povrsinu do povrsine hjpn NgmnGme ™ Piem, kao sto je prikazano na dijagramu
(9.6). Najpre, razmotrimo 3-morfizam (GmnGkm3jks FimnGmn > Njkm, Likmn) Ciji je tzvor povrsina
RjmnGmn > Njkm, a meta povrsina hjiphimn. Ovaj 3-morfizam moZemo prosiriti odozgo sa 2-
morfizmom (GmnGem9reGiks Gmn > Prem), $to rezultuje 3-morfizmom (GmnGemGreGiks MimnGmn >
(hjkmPiem), Likmn), Ciji je izvor povrsing hjmy Gmn > (RjkmPikem), @ meta povrsina Rjgn Rimn Gmn >
Pkem,

(9.6)

gjin gjn

Sledeci korak je pomeranje povrsine od NjknPimnGmn > Niem do povrSine hjynhimbemn, dija-
gram (9.7). Prvo, progirimo the 3-morfizam (GmnGem9res MmnGmn > Pkem, emn), Ciji je izvod
POVTSING Nigrmn Gmn ™ Rk 1 meta povrsing Ry hemn, sa krivom g;, sa desne strane, sto rezultuje
3-morfizmom (GmnGemIkeik, PkmnGmn > Picem s loemn) . Zatim, dobijeni 3-morfizam prosirimo sa 2-
morfizmom (GknGjk, hjkn) 0dozdo, posle cega se dobija 3-morfizam (GmnGemrkedik, PoiknPkemnGmn >
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Pieerms Pjien >’ lkemn)

gjn 9jn

Pomeranje povrsine hjgnhimhimn do povrsine hjmGm > Rjkchemn prikazano je na dijagramu
(9.8), a 3-morfizam sa odgovarajuéim izvorom i metom dobijen je proSirenjem 3-morfizma
(ggngkggjk,hjknhkgn,l;klm) sa 2-morfizmom (GmnGemredik, hemn) sa gornje strane. Tako dobi-

jeni 3-morfizam je (GumnGemGreGjns PjtnPen omn Lipn )

(9.8)

9in 9gjn

Zatim, Zelimo da mapiramo povrsinu RjemGen ™ Rjkehemn w povrsinu Rjehomn(GmnGem) > ke,
videti dijagram (9.9). To je postignutno inverznom razmenjujucom 2-morfizam kompozicijom,
koja preslikava e, > jgehemn © povrsinu hempn(GmnGem) ™ Rike, . 3-morfizmom (gmngemredik,
Gen, > Njkehemn, { hemns (GmnGem) > Pjketpr).  Zatim, dobijeni 3-morfizam prosirujemo sa 2-mo-
rfizmom (gengije, Rjen) odozdo. Dobijeni 3-morfizam sa odgovarajucim izvorom i metom je

(GmnGemrkeik, NjemGen > Njkelomns R ™' {Pemn, (GmnGem) > ke }or),

hjen> {hemmn(gmngem)>hjretp

gin 9in

(9.9)
Najzad, postupak zavrsavamo konstrukcijom 3-morfizma koji preslikava povrsinu hjemhemn
(GmnGem)> ke w pocetnu povrsinu Rjmp Gmn™> (RjemGom™hjke) . Prvo pomeramo povrsinu hjemRemy,
u povrSint NjmnGmn > Rjem sa 3-morfizmom (Gmngemic, Pjenhemn, lj}}nn). Zatim, prosirimo 3-
morfizam (GmnYem3je, hjgnhgmn,lj_einn) sa 2-morfizmom (GmnYemGieGiks (GmnGem) > hike) odozgo.
Tako dobijeni 3-morfizam (GmnGemrkedik, Pjenlemn(Gmngem) > hjkg,lj}}nn) previaci povrsinu u
pourinu od koje smo krenuli, kao $to je prikazano na dijagramu (9.10),

(9.10)

9jn 9jn
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Sada formiramo kompoziciju 3-morfizama predstavijenih dijagramima (9.5)-(9.10) prema gore,
vodeci racuna o redosledu. Dobijeni 3-morfizam je:

(GmnGemredsi Pienhimn (GmnGem) & Pkt Lo )3

(GmnGem ke Gen > Njkelomn, Pien =" {hemn, (Gmngem) > Rjketp)F#s

(GmnGemreii, Poiknlkenomn, l]kzn)#:a

(GmnGemreGit, NjknkmnGme > Paems R > Liknn ) #3

(ImnGemIregirs PjmnGmn > (PjkmPrem)s Likmn) 73

(GrmnGemreGjns PjmnGmn > (RjemGem ™ Rjke)s Bjmn > (Gmn > Likem))

= (GmnGemTreGsk PjmnGmn > (jomGem ™ Mjke), G Pien ™' {htmn, (GmnGem) ™ ke )t
Uiotm (Mejien & it LikmnPgmn &' (G © Likem)) -

(9.11)

Dobijeni 3-morfizam je jedinicni 3-morfizam, odnosno njegov izvor i meta su povrSina V; =
Vo = RjmnGmn > (RjemGem > hjke), tj. vaZi identiet

ljf}nn hjfn [>/ {hémna (gmngém) > hjkﬁ}pf l]_klgn(hjkn >’ lkémn)ljkmnhjmn [>, (gmn > ljkém) =e. (912)

9.2 Kvantizacija topoloskog 3B F' dejstva

U ovom odeljku predstaviécemo kombinatorni opis konstrukcije 3B F' sume po stanjima za bilo
koju triangulaciju mnogostrukosti dimenzije d = 4. Model je definisan za bilo koju zatvorenu
i orijentisanu kombinatornu mnogostrukost M, dimenzije d = 4. Ovaj model se podudara sa
Porterovim TKTP [26] zad =4 1in = 3.

Najpre ¢emo demonstrirati kako se formira suma po stanjima koja odgovara klasi¢cnom 3B F
dejstvu (6.1) uobic¢ajenim postupkom diskretizacije. Stoga razmatramo sumu po stanjima:

= /DaDﬁD’yDBDCDD exp (/ (BANF)g+(CANG)y+ (DA ’H)[) . (9.13)
My
Formalna integracija po Lagranzevim mnoziteljima B, C'i D daje rezultat:
_ / DaDBDy §(F)5(G)5(H). (9.14)

Sli¢no kao i u obi¢noj gejdz teoriji, 1-forma koneksije o € A'(My, g) je diskretizovana bojenjem
ivica € = (jk) € A; triangulacije grupnim elementima g. € G. Analogno, 2-forma koneksije
B € A%(My, ) je reprezentovana bojenjem trouglova triangulacije A = (jk() € A, elementima
han € H, a 3-forma koneksije v € A3(M,,I) je reprezentovana bojenjem tetraedara 7 =
(jkfm) € A3 elementima grupe [, € L.

Meru sume po stanjima (9.13) diskretizujemo smenama

/ Do 1T / dg;r , (9.15)

(jk)eAr

/ DB 1T / dhjre, (9.16)
]ké [SIWY)

/D’Y — H /dljkgm, (917)
(jktm)eAs ¥ L

gde dgjk, dhjge 1 dljgen redom oznacavaju integracije na grupama G, H i L.
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Uslov da lazna krivina mora nestati, dat jedna¢inom (8.2) u Lemi 13, diskretizovan je na
svakom trouglu (jkl) € Ay zamenom §(F') sa

0c:(gjne) = 0 (O hjke) gre gji gj_gl) ; (9.18)

uslov o trivijalnosti 3-forme krivine 6(G) za svaki tetraedar (jkfm) € As na diskretizovano]
mnogostrukosti, dat jedna¢inom (9.4) u Lemi 15, pretvara se u uslov

811 (Pjkem) = 011 (6 (Likem ) Pjem (Gem ™ hjke) P Pin) » (9.19)

dok uslov o trivialnosti 4-forme krivine §( H) za svaki 4-simpleks (jk¢émn) € A4 postaje identitet
(9.12) u Lemi 16:

5L(ljk€mn>:5L(l;klgn(hjknbllkémn)ljkmn(hjmnbl(gmnbljk€m>)hjig}ﬂnhjfnDl{hémn7(gmng€m)[>hjk€}p)'

(9.20)
Na osnovu prethodnog, integral po putanjama se moZze napisati kao suma po stanjima u
slede¢em obliku:

7= H /dggk H /dh]ké H /dlgkm

(jk)EAL & (jke)EA2 7 (jktm)eAs T (9.21)
( H 5G g]kf >( H 5H(hjkem))< H 5L(ljkzmn))-
]k[ EAQ (jkem)GAg (jkémn)€A4

Zamenom jednacina (9.18), (9.19) i (9.20) u sumu po stanjima (9.21), dobijamo izraz pro-
porcionalan sumi (9.22). Da bi suma data izrazom (9.21) bila nezavisna od triangulacije mno-
gostrukosti moramo je pomnoziti sa odgovarajuéim faktorom koji zavisi od broja verteksa, ivica,
trouglova, tetraedara i 4-simpleksa trangulacije, Sto rezultuje u sumi po stanjima u jednacini
(9.22).

Definicija 9.2.1 Neka je My kompaktna orijentisana kombinatorna d-mnogostrukost, d = 4,

i neka je (L RN N G.,>,{_,_}pr) jedan 2-ukrsteni modul. Suma po stanjima topoloske
3-gejdz teorije je definisana sledecim izrazom.:
dhjk/>

7 — |G‘*\Ao\+\A1\*lA'z\|H|\Ao|*\A1|+\A2|*\A3| |L||AO+IA1|A2+|/\3|A4|< H /dgjk) (

(Gk)EA ¢ (GkOEA2 Iy
< H /dl]k(m> ( H 6G Jk:f 9kt Gk qjg )> ( H 5H (5(lgk€m>h]/m (Qfm > h]k( kém ]km )
(jktm)eAs T, (jkL)EA (jktm)eAs
< H 6 (ljfinn hjln [>l {hl’ran? (gmngém) > hjkl}p l]_klgn(h]kn |>l lkl’rnn)ljkmnhj’mn gmn > leZm >
(jklmn)EAy
9.22)

U prethodnom izrazu integralimo po elementima g;; € G za svaku ivicu (jk) € Ay, po ele-
mentima h;r € H za svaki trougao (jkl) € Ay i po elementima Iy, za svaki tetraedar mno-
gostrukosti (jk¢m) € Az, dok d-distribucije u podintegralnom izrazu namecu sledece uslove na
ove vrednosti. Uslovi koje elementi trangulacije moraju da zadovoljavaju izvedeni su u Lemama
13, 151 16.

1. Uslov da svaki trougao (jk¢) € A, koji nosi oznaku hj, ima odgovarajuéi izvor i metu je
O(hjke) gke gk = gje, kao §to je prikazano u Lemi 13.

2. Zatim, uslov hjgm Prem = (Ljkem) Pjem (gem D> hjge) vazi za svaki tetraedar (jkfm) € As,
tj. svaki tetraedar koji nosi oznaku /e, ima dobro definisan izvor i metu, vidi Lemu 15.
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3. Najzad, zapreminska holonomija oko svakog 4-simpleksa (jk¢mn) € A4 je trivijalna, tj.

l]flnn h’je” Dl{hemnv (gmngfm) I>hjké}p l]—klgn(h]kn Dllkfmn)ljkmnhjmn [>/ (gmnbl]kém) je neutralni
element grupe L za svaki 4-simpleks (jk¢mn) € A4, kao §to je dokazano u Lemi 16.

Teorema 23 Neka je M, zatvorena i orijentisana kombinatorna d-mnogostrukost, d =4 i (L BN

2 G.,>,{_, }p) jedan 2-ukrsteni modul. Suma po stanjima (9.22) je invarijantna na
Pahnerove poteze.

U Dodatku E skiciraéemo dokaz invarijantnosti sume po stanjima na Pahnerove poteze [14].
U sumi po stanjima (9.22), oznacavanje ivica elementima g¢;, € G, trouglova s elementima
hjre € H 1 tetraedra s elementima [, € L naziva se bojenje mnogostrukosti.

9.3 Pahnerovi potezi

931 d=14

U cetvorodimenzionalnom sluc¢aju, da bi se proverila invarijantnost sume po stanjima (9.22)
pri lokalnim promenama triangulacije ¢etvorodimenzione mnogostrukosti dovoljno je pokazati
da se ona ne menja pri pet Pahnerovih poteza, 1 <+ 5, 2 <» 4 i 3 <+ 3 Pahnerovim potezima
i njihovim inverzima. Postavka dokaza invarijantnosti sume po stanjima (9.22) na Pahnerove
poteze data je u ovom odeljku, dok su detalji racuna prikazani u Dodatku E.2.

Pahnerov potez 1 <> 5

(5) s <5>

Buduéi da suma po stanjima (9.22) ne zavisi od nac¢ina na koji su verteksi triangulacije
obelezeni, kao ni od njihovog redoleda, invarijantnost je dovoljno utvrditi samo u jednom
slucéaju. Obelezimo vertekse 4-simpleksa na levoj strani 1 <+ 5 Pahnerovog pokreta sa (23456).
Dodavanjem verteksa (1) sa desne strane Pahnerovog poteza dobijamo pet novih 4-simpleksa:

M, = {(13456), (12456), (12356), (12346), (12345)} .
Sa desne strane su prisutni dodatni tetraedri
Ms = {(1234), (1235), (1236), (1245), (1246), (1256), (1345), (1346), (1356), (1456)} ,
dodatni trouglovi

(jkO) € My = {(123), (124), (125), (126), (134), (135), (136), (145), (146), (156)} ,
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dodatne ivice (jk) € M; := {(12), (13),(14), (15), (16)} i dodatni verteksi (j) € My := {(1)}.
Svi ostali simpleksi su prisutni sa obe strane poteza.

Invarijantnost sume po stanjima (9.22) na Pahnerov potez 1 <+ 5 znaci da je integral sa
desne strane,

2393 = |G L / 1 don / I b / M

(Jk)eM (jke)eM> 10 (jklm)eMs3
(9.23)
( H 5G gjkf > ( H 6H(hjk€m>> ( H 5L(ljk€mn)> Zostatak;
(jk)€ M2 (jkém)eMs (jkfmn)eMy
jednak d-funkciji prisutnoj na levoj strani,
Ziow) = |G| | H[°| LI~ 6L (la3456) Zostata - (9.24)

Faktore ispred integrala sume po stanjima, prisutne sa leve i desne strane pokreta, izracu-
navamo na osnovu jednacine (9.22), odnosno koristimo |G|~Mol+IAu=lAzl | r|lAcl=lAvl+[AzI=As]
i | L|~WoltlAdl=lAal+Asl=Aal “ode su |Ag|, |A1], |Ag|, |As| i |A4] redom brojevi verteksa, ivica,
trouglova, tetraedra i 4-simpleksa u triangulaciji. Na osnovu podataka prikazanih u tabeli
9.1 sa desne strane se dobija faktor |G|~ H|™*|L|7!, dok je faktor sa leve strane jednak
|G H L]~

[ ol [ A | o] | [As] | A |
Is. [ 5 |10 | 10| 5 | 1
ds.| 6 | 15 | 20 | 15 | 5

Tabela 9.1: Broj verteksa |A|, ivica |A;|, trouglova |As|, tetraedra |Aj] i 4-simpleksa |A4] sa
leve i desne strane 1 <» 5 Pahnerovog poteza.

Dokaz invarijantnosti sume po stanjima (9.22) pri 1 <+ 5 Pahnerovom potezu svodi se na
dokaz da su izrazi (9.23) i (9.24) jednaki, pri ¢emu ¢inilac Zogarax 0znacava deo sume koji ostaje
nepromenjen po definiciji poteza. Dokaz da je Z15 = Z1¢5 dat je u Dodatku E.

desno = “levo

Pahnerov potez 2 <> 4

@ 0 2o 4 @

Kako bi proverili invarijantnost sume po stanjima (9.22) pri 2 <> 4 Pahnerovom potezu,
poredajmo vertekse tako da na levoj strani poteza imamo dva 4-simpleksa

ME° = {(23456), (12345)}
a na desnoj strani Cetiri 4-simpleksa

Mo = £(12346), (12356), (12456), (13456)} .
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Onda, na levoj strani imamo jedan tetraedar
My = {(2345)}
dok na desnoj strani imamo Sest tetraedra
Moo = (1236), (1246), (1256), (1346), (1356), (1456)} .

Svi ostali tetraedri su prisutni na obe strane poteza. Takode, na desnoj strani su prisutni
trouglovi Mgesme = {(126), (136), (146), (156)} i jedna ivica M{m° = {(16)}, dok su svi preostali
trouglovi i ivice prisutni sa obe strane poteza. Takode, svi verteksi su prisutni sa obe strane
poteza.

Dakle, koristedi izraz za definiciju sume po stanjima (9.22), na levoj strani poteza imamo
integral,

ZE = |G H| L T! / d123455H(h2345)< H 5L(ljkémn)) ZLostatak » (9.25)
L

(jkemn)eMleve

dok je sa desne strane integral:

Zg;)fo = |G|H|H|3|L|1/ dgie /4dh126dh136dh146dh156/dll236dl1246dl1256dll346dll356dl1456
G H L

( H 6g(gj]gg)> ( H 5H(hjk£m)> ( H 5L<ljk€mn)> Zostatak-
(jk0) (jktm (

eMéiesno )EMéiesno jk[mn)EMiiesno
(9.26)
Prebrojavanjem k-simpleksa sa obe strane 2 <> 4 poteza (vidi Tabelu 9.2) dobijamo koefici-
jente ispred integrala, |G|78|H|~!|L|~! sa leve strane poteza i |G|~''|H|™3|L|~! sa desne strane
poteza.

| | [Aol | [A1] | [As] | [As] | [A4] |
ls. | 6 14 | 16 9 2

ds.| 6 15 | 20 14 4

Tabela 9.2: Broj verteksa |Ag|, ivica |Ay|, trouglova |As|, tetraedra |As| i 4-simpleksa |A4] sa
obe strane 2 <> 4 poteza.

Dokaz invarijantnosti sume po stanjima (9.22) pri 2 <> 4 Pahnerovom potezu svodi se na
dokaz da su izrazi (9.25) i (9.26) jednaki, pri ¢emu €inilac Zogatax 0znacava deo sume koji ostaje

nepromenjen po definiciji poteza. Dokaz da je Z374 = Z20'4 dat je u Dodatku E.

Pahnerov potez 3 <> 3

Obelezimo vertekse tako da sa leve strane 3 <» 3 Pahnerovog poteza, imamo tri 4-simpleksa
M = {(23456), (13456), (12456)} ,

a sa desne strane imamo 4-simplekse
Mgesme — £(12356), (12346), (12345)} .

Sa leve strane su prisutni tetraedri Miv° = {(1456), (2456), (3456)}, dok su sa desne strane
prisutni Mdesne = {(1234), (1235), (1236)}. Dve strane poteza dele Sest tetraedara, dok se sa
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© @ 3o ©  ©

svake strane nalazi tri tetraedra koje dele dva 4-simpleksa. Dalje, sa leve strane imamo trougao
Mye = {(456)}, a sa desne strane poteza trougao Mg=m = {(123)}. Svi ostali trouglovi, ivice
i verteksi se pojavljuju sa obe strane poteza.

Dakle, na levoj strani poteza imamo integral,

7308 — / dh / dly456d12456d134560,
levo . 456 L 1456 02456134560 (gas6) ( 9 27)
611 (P3456) 0 (h2ase )0 rr (h1ase ) O (123456 ) 01 (113456 )0 L (112456 ) Zostatak »
dok sa desne strane imamo integral:
7378 = / dh / dly934d11235d112369,
desno 123 [ dlizsadhizasdlhizgg c(g123) (9.29)

5 <h1234)6H(h1235)5H(h1236 5L 112356 L(l12346)5L<l12345>Zostatak .

Dokaz invarijantnosti sume po stanjima (9.22) pri 3 «» 3 Pahnerovom potezu svodi se na
dokaz da su izrazi (9.27) i (9.28) jednaki, pri ¢emu ¢inilac Zogatax 0zZnacava deo sume koji ostaje
nepromenjen po definiciji poteza.

Dobijamo da suma po stanjima definisana u (9.22) ostaje nepromenjena pri svih pet Pah-
nerovih poteza, te stoga zaklju¢ujemo da je suma po stanjima nezavisna od triangulacije 4-
dimenzionalne mnogostrukosti M, (pogledati Dodatak E za dokaz).



Glava 10

Zakljucak

Rezime

U ovoj disertaciji smo se upoznali sa osnovama modela kvantne gravitacije i materije u okviru
2BF', odnosno 3BF teorije. Najpre, u poglavlju 2 je prikazan kratak pregled vise kategorijske
generalizacije gejdz teorija - wvisth gejdZ teorija, naime, 2-gejdz teorija kod kojih je simetrija
teorije data nekom 2-grupom, odnosno ukrstenim modulom (H 2 G,r>) i 3-gejdz teorija
kod kojih je simetrija teorije data nekom 3-grupom, odnosno 2-ukrStenim modulom (L KN

2 g G, >, {_, _}p). Takode, uvedeni su neophodni matematicki objekti za formiranje 3BF
teorije — 3-koneksija (a, 3,7), gde su diferencijalne forme elementi algebri @ € A'(My,g),
B e A*(My,h) iy e A3(My,1) i lazna 3-krivina (F,G,H), gde su F € A*(My,g), G €
A3(My,h) i H € AY( My, ). Zatim, u poglavlju 3 je prikazan kratak pregled Hamiltonove
analize sistema sa vezama sa definicijama kanonskog i totalnog Hamiltonijana, primarnih i
sekundarnih veza, veza prve i druge klase, kao i na¢inom izra¢unavanja broja stepeni slobode
u teoriji i Kastelanijevom procedurom za izrac¢unavanje generatora gejdz simetrija.

Nakon toga, u poglavlju 4 je razmatrana BF' teorija i uradena je kompletna Hamiltonova
analiza za topolosko BF' dejstvo. Dobijeno je da, o¢ekivano, BF' dejstvo opisuje teoriju bez
lokalnih propagiraju¢ih stepeni slobode. Kastelanijevom procedurom je izra¢unat generator
gejdz simetrija u BF' teoriji i izracunate su varijacije formi za sve varijable u teoriji i njihove
konjugovane impulse. Na osnovu ovih rezultata, dobijena su dva tipa gejdZ transformacija
simetrija u BF teoriji — G-gejdz i M-gejdz transformacije, koje su ve¢ poznate u literaturi,
kao i komutacione relacije ukupne grupe gejdz simetrija BE dejstva Ggr = G x M. Ovde je
G podgrupa ukupne grupe simetrija koju formiraju G-gejdz transformacije, a M invarijantna
podgrupa ukupne grupe simetrija koju formiraju M-gejdz transformacije. Varijacije formi koje
odgovaraju difeomorfizmima prikazane su kao zbir varijacija formi varijabli pri gejdz transfo-
rmacijama i varijacija formi pri HT transformacijama za konkretan izbor parametara, pa je
time demonstrirano da je BF' teorija invarijantna na difeomorfizme. Zatim, razmatrana su
dva za fiziku relevantna modela koji poseduju lokalne propagirajuce stepene slobode, dobijena
dodavanjem odgovarajucih ¢lanova, veza, u BF dejstvo. Prvi razmatrani primer takvog dejstva
je Jang-Milsova teorija za SU(N) grupu u prostoru Minkovskog, a drugi je Plebanski model za
Opstu relativnost.

Pratedi istu liniju izlaganja, u poglavlju 5 je razmatrana visa kategorijska generalizacija
BF teorije — 2BF teorija, u literaturi poznata i kao BFCG teorija. Sprovedena je komple-
tna Hamiltonova analiza za topolosko 2BF' dejstvo. Kao i u slu¢aju BF' teorije, dobijeno je
da je 2BF topoloska teorija bez lokalnih propagirajucih stepeni slobode. Nakon izracunatog
generatora i varijacija formi varijabli i njihovih konjugovanih impulsa, dobijene su konacne
transformacije simetrija za 2BF' dejstvo: G-gejdz, H-gejdz, M-gejdz i N-gejdz transformacije.
Ukupna gejdZ grupa simetrija dobijena je kao Gogr = G x (H x (N x M)), gde su grupe G

149
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i M definisane kao i u slucaju BF teorije, N je grupa N-gejdz transformacija, a grupa H je
grupa H-gejdz transformacija. Slicno kao i slu¢aju BF teorije, dobijeni su konkretni izbori
gejdz parametara i HT parametara koji daju difeomorfizam transformacije. Pokazano je kako
Opstu relativnost mozemo prikazati kao 2BF' teoriju sa vezama za konkretan izbor 2-grupe
simetrija. Na kraju, poslednji odeljak poglavlja 5 posveéen je diskusiji Ajnstajn-Jang-Milsove
teorije, odnosno teoriji gravitacije i gejdz polja formulisanoj kao 2BF' teorija sa vezama. Pre-
dnost ove formulacije Opste relativosti u odnosu na formulaciju preko BF teorije lezi u tome §to
struktura 2-grupe uvodi tetradna polja u topolosko dejstvo, §to otvara mogucénost kuplovanja
materije sa gravitacijom na pravolinijski nac¢in. Ipak, polja materije ne mogu biti prirodno
izrazena u okviru algebarske strukture 2-grupe, tj. sektor materije u dejstvu ne moze biti
napisan kao zbir topoloskog c¢lana i veze. Kako bi to bilo postignuto, neophodan je jos jedan
korak vise kategorijske generalizacije BF' teorije — tzv. 3BF teorija.

Konaé¢no, poslednje poglavlje u prvom delu disertacije, poglavlje 6, posveéeno je klasi¢noj
3BF teoriji. Nakon Hamiltonove analize teorije i postupka analognog onom u slu¢aju BF' i
2BF teorije, dobijeno je da je 3BF teorija invarijantna na pet vrsta gejdz transformacija —
G-gejdz, H-gejdz, L-gejdz, M-gejdz i N-gejdz transformacije. Analiza transformacija simetrija,
tj. izrac¢unavanje komutatora generatora ovih transformacija, ukazala je na jednu bitnu razliku
u odnosu na 2BF teoriju, a to je da u 3BF-teoriji H-gejdz transformacije ne ¢ine grupu.
Dobijena je ukupna gejdz grupa simetrije Gspp = G x (Hy, x (N x M)), gde je H;, grupa koju
formiraju H-gejdz i L-gejdz transformacije, dok su ostale grupe definisane kao u slucaju 2BF
teorije. Zatim su diskutovane 3BF' teorije sa vezama koje opisuju modele sa netrivijalnom
dinamikom, dobijene modifikacijom topoloskog 3BF' dejstva dodavanjem odgovarajuc¢ih veza.
Razmatrane su teorije koje opisuju Klajn-Gordonovo i Dirakovo polje u zakrivljenom prostoru,
formulisane kao 3BF' dejstvo sa vezama. Radi kompletnosti, analizirano je i Vajlovo i Majorana
polje u interakciji sa Ajnstajn-Kartanovom gravitacijom. Ovi rezultati su zatim primenjeni za
konstrukciju 3BF dejstva sa vezama koje opisuje svu materiju prisutnu u Standardnom Modelu
kuplovanu sa gravitacionim poljem. Na kraju ovog poglavlja, predstavljen je jednostavan model
koji opisuje skalarnu elektrodinamiku kao 3B F’ teoriju sa vezama.

Drugi deo disertacije posvecen je kvantnoj teoriji. U poglavlju 7 razmatrana je konstrukci-
ja topoloske BF' sume po stanjima u slucaju trodimenzionalne i ¢etvorodimenzionalne mno-
gostrukosti uobi¢ajenom kvantizacionom procedurom spinske pene. U trodimenzionalnom
slucaju, dobijena suma po stanjima daje kvantnu teoriju 3D gravitacije — Ponzano-RedZe
model, Sto je posledica ¢injenice da na klasi¢nom nivou odgovarajuca teorija nema lokalne propa-
girajuce stepene slobode. Zatim je predstavljena konstrukcija BF' topoloske sume po stanjima u
realnom slucaju ¢etvorodimenzionalne prostorvremenske mnogostrukosti — tzv. Ouguri model.
Medutim, kako u 4D teorija gravitacije nije topoloska teorija, dobijena suma po stanjima ne
predstavlja fizicku teoriju, a kvantna teorija gravitacije moze se dobiti modifikacijom amplituda
topoloske sume po stanjima. Poslednji, tre¢i korak kvantizacione procedure spinske pene, tj.
nametanje veza na varijable prisutne u topoloskom sektoru dejstva modifikacijom amplituda
topoloske sume po stanjima, izlazi iz okvira ove disertacije.

U poglavlju 8 sproveden je drugi korak kovarijantne kvantizacione procedure spinske pene
za 2BF teoriju. Demonstrirano je kako se konstruise suma po stanjima Z koja je nezavisna od
triangulacije, na osnovu klasi¢nog 2B F' dejstva za opstu striktnu 2-grupu i bilo koju triangu-
laciju bilo koje glatke d-dimenzionalne prostorvremenske mnogostrukosti, za slucaje d € {3,4}.
Za d = 3, kontruisana suma po stanjima je upravo Jeterov model, dok se za d = 4 poklapa sa
Porterovom TKTP za d = 4 i n = 2. Analizirano je ponaSanje konstruisane sume po stanjima
pri Pahnerovim potezima, lokalnim promenama triangulacije koje ¢uvaju topologiju, tako da su
bilo koje dve triangulacije iste mnogostrukosti povezane kona¢nim brojem Pahnerovih poteza.
U trodimenzionalnom sluc¢aju postoje ¢etiri Pahnerova poteza — potezi 1 <+ 41 2 <+ 3 i njihovi
inverzi, dok u 4 dimenzije postoji pet razli¢itih Pahnerovih poteza — potezi 3 <> 3, 4 <» 2 i
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5 <> 1 i njihovi inverzi. Postavka analize ponasanja konstruisane sume po stanjima pri ovim
Pahnerovim potezima predstavljena je u odeljku 8.3, dok su detalji ra¢una dati u Dodatku E.1.
Dobijeno je da suma po stanjima ostaje nepromenjena pri ovim transformacijama triangulacije,
sto dokazuje da je topoloska invarijanta mnogostrukosti. Kako je nezavisna od triangulacije,
suma po stanjima je invarijantna na proizvoljno usitnjavanje triangulacije i stoga definiSe teoriju
kontinuuma na glatkoj mnogostrukosti.

Kona¢no, u poslednjem poglavlju, poglavlju 9, fokusirali smo se na drugi korak kovari-
jantne kvantizacione procedure spinske pene za 3BF teoriju. Analogno postupku iz prethodnog
poglavlja u slucaju sume po stanjima za 2BF teoriju, demonstrirano je kako se konstruise
suma po stanjima Z koja je nezavisna od triangulacije, na osnovu klasi¢nog 3BF dejstva za
opsStu semistriktnu 3-grupu i bilo koju triangulaciju bilo koje 4-dimenzionalne prostorvremenske
mnogostrukosti. Kako je moguce formulisati 3BF' teoriju samo u slucaju kada je dimenzi-
ja prostorvremenske mnogostrukosti d > 4, razmatran je samo slucaj d = 4. Konstruisana
suma po stanjima je generalizacija rada Zirelija, Pfajfera i Popeskua za 2BF sumu po stanji-
ma predstavljenu u prethodnom poglavlju, tj. generalizacija Jeterovog modela, a poklapa sa
Porterovom TKTP za d = 4 i n = 3. Sli¢no kao i u slu¢aju 2BF sume po stanjima, kako
bismo proverili da je konstruisana suma po stanjima topoloska, analizirano je njeno ponasanje
pri Pahnerovim potezima u sluc¢aju ¢etvorodimenzionalne mnogostrukosti, tj. invarijantnost
pri potezima 3 <> 3, 4 <> 21 5 <> 1 i njihovim inverzima. Analiza ponaSanja konstruisane sume
po stanjima pri Pahnerovim potezima predstavljena je u odeljku 9.3, sa detaljima u Dodatku
E.2. Ponovo je dobijeno da je suma po stanjima invarijantna na Pahnerove poteze, tj. da je
topoloska invarijanta mnogostrukosti.

U dodacima su prikazani rac¢unski detalji koji prate osnovni tekst.

Diskusija i buduéi pravci istrazivanja

Kategorijska generalizacija BF' dejstva na 3BF dejstvo pruzila je znacajan uvid u sadrzaj
sektora materije. Pokazano je kako su polja materije u teoriji odredena izborom gejdz grupe

L, elementom 2-ukr§tenog modula (L N & N G, >, {_, _}p). Grupa L je potpuno nova
struktura koja nije prisutna u Standardnom Modelu i u potpunosti proizilazi iz vise kategori-
jske strukture teorije. Tako su formulisane gejdz grupe koje odgovaraju Klajn-Gordonovom,
Dirakovom, Vajlovom i Majorana polju i konstruisana odgovarajuc¢a 3BF' dejstva koja opisuju
dinamiku ovih polja kuplovanih sa gravitacijom na standardan nacin. Zatim, jednostavnim
izborom grupe L kao direktnog proizvoda grupa koje odgovaraju pojedina¢nim relevantnim
poljima u Standardnom Modelu, tj. kao L = R*(C) x R%(G) x R%(G) x R%(G), dobijena je
grupa koja opisuje materiju kompletnog Standardnog Modela i formulisana je teorija gravitacije
i polja materije kao 3BF teorija sa vezama. Ovakav izbor 3-grupe je trivijalan, u smislu da je
grupa L izabrana kao direktni proizvod, a Pajferovo podizanje i preslikavanja 0 i ¢ kao trivi-
jalna. Ragzli¢itim izborom 3-grupe mogu se konstruisani razli¢iti modeli gravitacije i materije,
sli¢no kao §to je to radeno u okviru teorija velikog wjedinjenja', gde su konstruisani razni modeli
vektorskog polja razli¢itim izborima Jang-Milsove gejdz grupe. Postavlja se pitanje da li pos-
toji neki bolji izbor 3-grupe koji bi odgovarao teoriji gravitacije sa materijom, a koji bi pruzio
odgovor na neke od otvorenih pitanja Standardnog Modela. Moguénost netrivijalnog ujedin-
jenja polja u teoriji je interesantan buduci pravac istrazivanja u kome lezi najveéi potencijal
ovog pristupa.

U prvom delu teksta uradena je Hamiltonova analiza topoloskog BF', 2BF' i 3BF' dejstva.
Medutim, kao topoloska dejstva, ona ne opisuju realisti¢ne fizicke teorije koje sadrze lokalne
propagirajuce stepene slobode. Uvodenje fizickih stepeni slobode postize se nametanjem veza
na topolosko dejstvo. Formulisana 2B F', odnosno 3BF' dejstva sa vezama za netopoloske teorije,

Yeng. Grand Unified Theory (GUT).
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konkretno 2B F' dejstva sa vezama koja opisuju Jang-Milsovo polje i Ajnstajn-Kartanovu grav-
itaciju, kao i 3BF dejstva sa vezama koja opisuju Klajn-Gordonovo, Dirakovo, Vejlovo i Majo-
rana polje kuplovana sa gravitacijom na standardni nacin napisana su u obliku sume topoloskog
¢lana i ¢lana sa vezama. Prirodan sledeé¢i korak ovog pravca istrazivanja bila bi Hamiltonova
analiza svih takvih 2BF', odnosno 3B F modela gravitacije kuplovanih sa razli¢itim vektorskim
poljima i poljima materije i prouc¢avanje njihovih simetrija.

Dobijena je grupa simetrija Gspr koja opisuje gejdz simetrije topoloskog 3BF dejstva.
Medutim, fizicke teorije opisane su modifikovanim 3B F' dejstvima, dobijenim dodavanjem veza,
Cije grupe simetrija predstavljaju neku podgrupu ukupne grupe simetrija topoloskog dejstva.
Ovako eksplicitno narusena grupa simetrija, dalje se moze spontano narusiti Higsovim meha-
nizmom, Sto predstavlja jedan od zanimljivih buduéih pravaca istrazivanja.

Jedan vazan rezultat je veza izmedu 2-ukrStenog modula i grupe simetrija 3BF' dejstva,
tzv. dualnost. Iz izracunatih komutacionih relacija Lijeve algebre grupe simetrije G3pr vidi

se da strukturne konstante zavise od izbora grupa G, H i L 2-ukrStenog modula (L S HS
G, >, {_, _}pr), dejstva > i simetri¢nog dela Pajferovog podizanja { , _},¢. Medutim, grupa
Gspr ne zavisi od antisimetricnog dela Pajferovog podizanja, niti od homomorfizama 0 i §.
Na osnovu ovog rezultata sledi da moze postojati nekoliko razli¢itih 2-ukrstenih modula du-
alnih istoj grupi simetrija Gsgp, odnosno ne postoji korespondencija jedan-na-jedan izmedu
2-ukrstenog modula i grupe simetrija odgovarajuceg 3BF' dejstva. Ovaj rezultat moze imati
prakti¢nu primenu u konstrukciji 3B F modela, gde bismo dakle prvo definisali izbor grupe Gspp
koji odgovara Zeljenoj simetriji modela, a koji automatski fiksira izbor grupa G, H i L, dejstva
> i simetri¢nog dela Pajferovog podizanja, a zatim definisali preostale elemente 2-ukrstenog
modula tako da su zadovoljene sve aksiome definicije 2-ukr§tenog modula.

U drugom delu teze konstruisana je topoloska suma po stanjima Z za op$tu semistriktnu 3-
grupu i 4D prostorvremensku mnogostrukost M, i dokazano je da je ona topoloska invarijanta
te mnogostrukosti. Konstruisana suma po stanjima predstavlja kombinatornu konstrukciju
topoloske kvantne teorije polja (TKTP) u smislu Atijinih aksioma, $to se moze eksplicitno
proveriti. Dokaz da suma po stanjima zadovoljava Atijine aksiome prevazilazi okvire ove teze i
ostavljen je za dalji rad.

Ipak, da bi uspesno zavrsili drugi korak kovarijantne kvantizacione procedure spinske pene,
neophodne su generalizacije Peter-Vejlove i Plansarelove teorema za slucajeve 2-grupe i 3-
grupe, matematicki rezultati koji za sada predstavljaju otvorene probleme. Naime, ove teoreme
treba da obezbede dekompoziciju funkcija na 3-grupi u sumu po odgovarajué¢im ireducibilnim
reprezentacijama 3-grupe. Na ovaj nac¢in se odreduje spektar oznaka simpleksa triangulacije, tj.
domen vrednosti polja koja zive na simpleksima triangulacije, kao Sto je to uradeno u sluc¢aju
BF sume po stanjima. Trenutni pokusaji privodenja kraju drugog koraka kvantizacije uopstenih
BF' teorija u okviru visih gejdZz teorija se svode na pogadanje ireducibilnih reprezentacija 2-
grupa, kao Sto je uradeno na primer u sluc¢aju spinkub modela kvantne gravitacije.

Ovaj rezultat otvara put ka tre¢em i finalnom koraku kovarijantne kvantizacione procedure
spinske pene. Kako je cilj da opiSemo realnu fizicku teoriju, tj. teoriju koja sadrzi lokalne
propagirajuce stepene slobode, potrebno je konstruisati netopolosku sumu po stanjima koja
opisuje teoriju sa netrivijalnom dinamikom. Poslednji, treé¢i korak kvantizacione procedure
spinske pene podrazumeva nametanje veza koje deformisu topolosku teoriju u fizicku teoriju.
Nastavak ovog istrazivanja ima za cilj formulaciju sume po stanjima koja opisuje kvantnu teoriju
gravitacije kuplovanu sa materijom. Izgradnju ovog modela ostavljamo za buduéi rad.

Ova lista nije kompletna, pa pored navedenih tema postoje i mnogobrojni drugi pravci
istrazivanja u okviru visih kategorijskih generalizacija BF teorija, kako u fizici tako i u matem-
atici.



Dodatak A

Konstrukcija dejstva invarijantnog na gejdz
transformacije

A.1 Konstrukcija 2B F' dejstva

Simetri¢ne bilinearne invarijantne forme za algebre b i g obelezavamo kao:

<ta s tb>b =dab, <7—o¢ 77_,6’>g = Gag -
Bilinearne forme imaju osobine:

e (_,_)gje G-invarijantna:
(97099789 g = (o, Ta)g, Vg € G
e (_, )y je G-invarijantna
(g>ta,g>to)y = (ta o)y, VgeEG,
a takode 1 H-invarijantna:

(htoh™  htyh ™)y = (O(h) > t,, O(h) > ty)y = (ta, ts)y, VhEH.

A.1.1 2-Gejdz transformacije 2-krivine

(A.1)

(A.2)

(A.3)

(A4)

Grupe G i H ukr§tenog modula (H A G,r>) generisu dva tipa 2-gejdz transformacija 2-

koneksije, definisanih izrazima (2.47) i (2.48).

Teorema 24 Kompozicija G-gejdZ i H-gejdzZ transformacija dovodi do transformacije 2-koneksi-

je:
o =g ag+ gt dg+9(n),

B"=g > B+dy+a” A" —nAn,
gde su g: My — G ine A (My,b) redom parametri G- i H-gejd? transformacija.

(A.5)

Dokaz. Pri G-gejdz transformacijama 2-koneksija («, 3) se transformise po pravilu (2.47):

o' =g lag+yg'dg,
B=g'>p.
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Daljom transformacijom 2-koneksije H-gejdz transformacijama po pravilu (2.48) dobija se:

o =a'+9(n) =g 'ag+g 'dg+d(n),
B'=p+dp+a" A"n—nAn=g'eB+dn+ (¢ ag+g 'dg+9(n)) A" n—nAn.

Time smo dokazali Teoremu 24. m
Na osnovu definicije (2.36) i transformacionih pravila za 2-koneksiju (2.47) i (2.48), dobijaju
se transformacije 2-krivine (F,G) pri 2-gejdz transformacijama.

Teorema 25 Pri G-gejdz transformacijama 2-krivina (F,H) se transformise na sledeci nacin
F =g 'Fy, G—g'>G, (A.6)
gde je g : My — G parametar G-gejdZ transformacija.

Dokaz. Primenom definicije 2-krivine, dobijamo da se pri GG-gejdz transformacijama krivina F
transformise kao

F = dod+a Na —0p

= d(g'ag+g7'dg) + (¢ g+ g7 dg) A (9 ag+ g7 dg) — A(g7' > )
= dg*1 A ag+ gfldozg - gila Adg + dg*1 A dg
+9tagANgtag+ g tagNgtdg+ g dg A g rag+ g dg A g dg — g7 > 9(B)

= dg ' Aag+gtdag+dgt Adg
+glahag—dg P ANag—dgt Adg — g7t > 9(B)

= gldag+glanag—g't>a(h)

= 9 'Fyg,

(A.7)
gde smo koristili g~'dg = —dg~'g. Pri G-gejdz transformacijama krivina G se transformise na
slede¢i nacin

g/ — dﬁ/ _"_ a/ /\|> /8/
= dlg'>pB)+ (g lag+g7'dg) A" (g7 > B)
(A.8)

= dg ' A" B+g'>dB+ (g7 ag) A" (g7 > B) —dg AP B
= g'>dB+g'> (aA”p)
= g!'>g.

Time smo dokazali tvrdenje Teoreme 25. m

Teorema 26 Pri H-gejdZ transformacijama 2-krivina se transformise po zakonu transformacije

F—F, G+ G+FN 1, (A.9)

gde je n € ALY(My,h) parametar H-gejd? transformacija.
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Dokaz. Primenom definicije 3-krivine, dobijamo da je krivina F invarijantna na H-gejdz trans-
formacije

F' = da"+a" Ao — P’
= dla+9n) +(a+n) A(a+0n) —0(B+dn+ (a+9In) A" n—nAn)
= da+aha+ad"ANIn+on AN’ —9Ip — (" A" n) (A.10)
= dat+aANa—05
- F,

gde smo primenili identitete:
d(dn) = 9(dn),
O(n Am) =0nNon,
" NOp+onp A" =0(" AT ).

Pri H-gejdz transformacijama krivina G se transformise na slede¢i nacin:
g// — d/B// + a// /\I> /8//

= dB+dn+a" NP n—nAn)+(a+n) A" (B+dn+a” AP n—nAn)

= df+dd" AP n—a" ANPdn—dnAn+nAdy
Fa AT (B+dn+a" AZ = An) +In A" (B +dn+a" A —nAn)

= dp+dann+dOn) A" n—0on A" dn—dnAn+nAdy (A.11)
+a A" B4+ (aNa) AP n+an® (On A" n)—an” (nAn)

—0B A"+ 0n A" dn+ 0n A" (a A" n) 4+ 0n A (On A" n) —In A" (n An)
= d+dan"n+an® S+ (aAha) \"n—0BA"n
= G+FAn.

Ovde smo koristili slede¢e identitete:
dn An—nAdy=d@n) A\"n,
aA” (aAN"n)=(aNa)A"n,
A= B=—-08N"n,
aA” (nAn)=aA” (OnA"n)+dn A" (a A" n),
On A" (On A=) = I A" (nAn) =0.
Time smo dokazali tvrdenje Teoreme 26. m

Teorema 27 Pri 2-gejdz transformacijama 2-krivina (F,G) se transformise na sledeci nacin:
F—g'>F,

g—l —1 > (A12)
G—=g >G+(g >F)N"n,

gde su g: My — G ine AY(My,b) redom parametri G- i H-gejd? transformacija.

Dokaz. Uzatopnom transformacijom 2-krivine najpre G-gejdz transformacijom definisanom u
Teoremi 25, a zatim H-gejdz transformacijom definisanom u Teoremi 26 dobijamo rezultat
Teoreme 27. =
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A.1.2 2-Gejdz transformacije Lagranzevih mnozitelja

Koriséenjem G-invarijntne simetri¢ne nedegenerisane bilinearne forme u g i b, moze se definisati
bilinearno antisimetri¢no preslikavanje 7 : b x h — g na sledeé¢i nacin [17]:

(T (hy, hy) s g)g = — (b, g ho)y, Vhy, hy €H, Vgeg. (A.13)

U prethodnom izrazu podvuceni simboli obelezavaaju elemente algebri, a nepodvuceni elemente
grupa, Sto je notacija koju podrazumevamo i u daljem tekstu.
Za svako g € G i svake hy, h, € § vazi

(hy, 9> ho)y = —(g > hy, ho)y = —(hy, g > hy)y -
Moze se pokazati da za sve g € G i hy, h, € b, vazi:
T(g > hhg I>E2) = gT(ﬁth)gil : (A14)

Pokazimo to. Za neko g € g, primenom osobina G-invarijantnosti (_, )y i (_, _)y dobijamo:

(97" T (g hy g ﬁ2)g>£_70>g = (T(g>hy,g> ﬁ2)a920971>g
= —{g> Iy, (99,97") > g > hy)y

—(hy, g, > ho)y

T (B hy))g

(9,
T(ﬁ1aﬁ2)a£_70>g .

Zadovoljen je sledeéi identitet:
T(g, > by, hy) + T(hy, g, > hy) =g, T (hy, hy)] .

Nakon fiksiranja bazisa, mozemo definisati koeficijent bilinearnog antisimetri¢nog preslikavanja
T : b x h — g na sledeé¢i nacin

T(ta, tb) = TabaTa y (A15)
pa definiciju preslikavanja 7 moZemo izraziti koriste¢i ovaj koeficijent:
%bagaﬁ = [>a[b Cga}c . (A16)

Bilinearno antisimetri¢no preslikavanje 7 dve diferencijalne forme elemenata algebre b, n i w,
definise diferencijalnu formu element algebre g:

wAT 9 =w AT 0T .

Preslikavanje T igra klju¢nu ulogu u konstrukciji 2B F' dejstva invarijantnog na 2-gejdz trans-
formacije, tj. definiciji zakona transformacije Langranzevih mnozitelja pri 2-gejdz tranformaci-
jama.

Kako bi dejstvo (5.1) bilo gejdz invarijantno pri transformacijama krivina (2.47) i (2.48),
Lagranzevi mnozitelji B € A*(M,g) i C € AY(M,bh) moraju se pri G-gejdZ transformacijama
transformisati na slede¢i nac¢in

B — B'=¢'By, C—C=g'>0C, (A.17)
a pri H-gejdz transformacijama
B—+B"=B+C"Np, C—C"=C, (A.18)

gde je preslikavanje 7 definisano jednacinom (A.13).
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A.2 Konstrukcija 3B F' dejstva

Simetri¢ne bilinearne invarijantne forme za algebre [, § i g obelezavamo kao:

<TAaTB>[ = JdAB, <taatb>h = Gab , <7—a77—ﬁ>g = Jdap - (Alg)

Bilinearne forme imaju osobine:

e (_,_)gje G-invarijantna:
(9T0g 9739 g = (Ta 1 T8)g, Vg € G (A.20)

e (_, )y je G-invarijantna:
(g>ta,g> )y = (ta,ty)y, Y9EG, (A.21)

a kada je (H % a, >) ukr$teni modul, takode i H-invarijantna:

(htoh ™' htyh ™)y = (O(h) > t,, O(h) > )y = {ta,ts)y, VhE H; (A.22)
e ( ., )i je G-invarijantna:
<g>TA,g|>TB>[: <TA,TB>[, Vg € G, (A23)

a u specijalnom sluc¢aju kada je Pajferovo podizanje ili preslikavanje ¢ trivijalno takode i
H-invarijantna:

<h >/ T , h >’ TB>[ = <TA — {5(TA), h} ,TB — {(5(TB>, h}>[ = <TA,TB>[, Vhe H.

(A.24)
Iz H-invarijantnosti (_, ){iosobina ukr§tenog modula (L S H ,>") sledi L-invarijantnost
bilinearne forme:
(ITAl ™ 1Tl = (6(1) > Ta, 6(1) ' Tg) = (Ta, T), VIEL. (A.25)

A.2.1 3-Gejdz transformacije 3-krivine

Struktura 3-grupe, tj. 2-ukrstenog modula (L RNy S g G,>,{_, _}p), generiSe tri tipa gejdz
transformacija, G-, H- i L-gejdz transformacije 3-koneksije definisane izrazima (2.128), (2.129)
i (2.130).

Teorema 28 Kompozicija G-gejdz, H-gejdZ © L-gejdz transformacija dovodi do transformacije
3-koneksije:

a=g lag+g tdg+9(n),
B=g¢g > B+dnp+an"n—nAn—4a0), (A.26)
F=gloy—dd—and—p5 A p—n A (g B) Fn A0,

gde su g : My — G, n € A (My,b) i 0 € A2 (My,) redom parametri G-, H- i L-gejdz
transformacija.
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Dokaz. Pri G-gejdz transformacijama 3-koneksija se transformise po pravilu (2.128):

o =g lag+g'dg,
B=g'>8,
V=g >

Pri H-gejdz transformacijama transformise se po pravilu (2.129):

o =o' +9(n) =g lag+g 'dg+9(n),
B'=p+dn+a" A" n—nAn=g'>B+dyn+ (¢'ag+g 'dg+9(n)) A" n—nAn,
’Y” — ,}// . ﬁ// /\{,} n—mn /\{,} ﬁ/
=g '>y— (9" B+dn+ (¢ 'ag+g ' dg+0(m) A" n—nAn) A p—n AL (g7 > ).

Pri L-gejdz transformacijama koneksija se transformise po pravilu (2.130):

o' =g lag+g'dg+9(n),

B=B"-00)=g ' >B+dn+ (¢ 'ag+g'dg+(n)) A" n—nAn—25(0)
g e BHdn+ann—nAn—25(),

N —d0— G A" 0

g >y = (g7 > B+dn+ (g ag+ g tdg+0(n) A" n—nAn) Aty
—n AW (g7 > B)—df— (9 g+ g dg+A(n)) AT 6

=g ' >y—BAY g AU (¢TI > B)—do—anTo—nA 0,

N
Il

gde smo koristili identitet 6(9) ALY p=—nA>" 0. =
Na osnovu definicije (2.118) i transformacionih pravila za 3-koneksiju, dobija se transfor-
macija 3-krivine (F, G, H) pri 3-gejdz transformacijama.

Teorema 29 Pri G-gejdz transformacijama 3-krivina (F, G, H) se transformise na sledeéi nacin

F = F =g'Fg, GG =g"'>G, HoH =g >H, (A.27)

gde je g : My — G parametar G-gejdz transformacija.

Dokaz.

Primenom definicije 3-krivine i transformacionog pravila 3-koneksije pri G-gejdz transfor-
maacijama, dobijamo da se pri G-gejdz transformacijama krivina JF transformise na isti nacin
kao u slucaju 2BF teorije.

Pri G-gejdz transformacijama krivina G se transformise na sledeé¢i nacin

g = df'+ o A" B =6(7)
= dlg'> B+ (g lag+gldg) A" (7' > B) = (g7 > )
(A.28)
= ¢g'>G-g >y

= g '>g,
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gde smo treéi red dobili na slican nacin kao u slucaju 2B F’ teorije i primenom osobine preslika-
vanja d. Pri G-gejdz transformacijama krivina H se transformise na slede¢i nacin

H = dy +ao A"y + 5 AL
= dlg'>y)+(grag+g g AT (g )+ > AN g B
= dg 'ATy g indy+(gTlag) AT (g ) —dg T ATy g > BAM T
= g'oytg (@A) gt > (BAYB)

= g>*H,

(A.29)
gde smo u poslednjem redu iskoristili osobinu G-ekvivarijantnosti Pajferovog podizanja. Time
smo dokazali tvrdenje Teoreme 29. m

Teorema 30 Pri H-gejdz transformacijama 3-krivina (F,G, H) se transformiSe na sledeéi nacin

FoF'=F, GG =G+FA"n, H-oH =H-G AU prnalt g, (A30)

gde je n € AL (My, ) parametar H-gejdZ transformacija.

Dokaz. Primenom definicije 3-krivine i transformacionog pravila 3-koneksije pri H-gejdz tra-
nsformacijama, dobijamo da se krivina F transformise na isti nac¢in kao u sluc¢aju 2B F' teorije.
Pri H-gejdz transformacijama krivina G se transformise

g// — d/B//+a// /\D /8//_5(,,}//)
= df+da A" n+d(0n) A" n—0n A= dnp—dnAn+nAdn
+a AP B+ (aNa) A" n+a A (OnAZn)—aA” (nAn)

+0n AZ B+ 0n A" dn+ 0n A” (a A" n) + 0n A (On AP ) —In A® (n An)

—6(y = (B+dn+ (a+9n) A" n—nAn) A p—n ALl B)
= dB+daA”n+d(dn) A" n—0nA”dy—dnpAn+nAdny
+a A" B4+ (aANa) A" n+aA® (OnAZn) —aA> (nAn)

+0n A" B+ 0n A" dn+ 0n A" (a A" n) +0n AZ (On A" n) —On A” (n An)
—0(y) + B ATy =B A" n+dn ATy — 8(dn) A” i+ (a A™ ) A — d(a A”n) A"
+(9n A" n) Ay — (0 A® n) A" — (n An) AL+ 0(n An) A> n

+n AL B —an A= B,

(A.31)
gde prepoznajuéi da podvuéeni ¢lanovi daju G + F A® n i skrac¢ivanjem odredenih ¢lanova
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dobijamo:
Gg" = G+FNnq
+a A" (O A" n) —a A (nAn)
+0n N7 (a A" ) + O AZ (On A" ) = On A= (n An) (A.32)
+(a A" n) Al — 0(a A ) AP
+(0n A=) AL — (o A= ) A= — (i Am) AU g +a(n Am) A .
Primenili smo da je don = ddn, dp Aln =dnAn—nAdnipgabln = —nAll B po definiciji.
Zatim, koristeci identitete
(A" n) Ay = a A" (nAn),

(O A" n) A =0n A" (nAm),
(mAn) Al =0,

dobijamo:
G" = GHFA"n+an” (0OnA"n)+0InA" (aA®n)+0nA> (On A" 1)
(A.33)
—9(a A" ) A" =00 A" n) A" n+0(nAn) A" 1.
Na kraju, koristeéi da je
A A" m) A" = a A" (In A" n) +0On A" (a A" 1),
A(On A" n) A" n=0(nAn) A" n+0n A" (On A" n),
konac¢no sledi:

Najzad, primenom transformacionih pravila za 3-koneksiju dobijamo da je transformacija kriv-
ine H pri H-gejdz transformacijama

H' = dy" 4+ AP A+ AL B

= dy+a” A"y = d(B" AL ) —d(n AL B)
—a” A" (8" AU ) —a” A (n ALY B) 4 57 ALY B

= dy+a’ APy —dp" AL g — 3" AL Ay — dp ALY B+ ALY dB
—(a" A" ") AU — B ALY (o AT ) — (o AT ) AT B AL (0 A )
+6" AU g7

= dy+a’ A"y —(dB" +a" A" B") ALY — 7 ALY (dnp + o AP )
—(dn+ o A" ) AV B+ ALY (B + o AP B)

+BH /\{,} B//a
(A.35)
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gde je:
B AU B =B A B+ (dnp+ AT ) A B — (A AV B

+ 8" AU (dn + o A" ) = 8" AU (pA).
Dobijamo da je:
H' = H+0A" v —G" AN+ ALYG + 0 AL (00 AP B)
—B" ALY (dn +a” AP n) — (dn+ o AP ) ALY B4 (dnp+a” AP ) ALE B (AL36)
—(n An) AU B+ 8" AU (dn + o AT ) = B A (n Ap)

Odredeni ¢lanovi se skrac¢uju, a nakon primene identiteta
B A (g Am) = (8" AV ) A,
A"y =—n A oy 4oy Al g
== Aoy + 69" A 4 (87 AY ) AU - (p A ) ALY,
sledi:
H' = H—-G"AUn+nAtlg
+n AU (O AP B) — (i Am) AV B+ (n AD B) ALY (A.37)
= H-G"AUn+natlg.
U poslednjem redu primenili smo identitet:
n A @ A" B) = (nAm) A B+ (nAY B) AV =0,
Time smo dokazali tvrdenje Teoreme 30. m
Teorema 31 Pri L-gejdz transformacijama 3-krivina (F, G, H) se transformise na sledeéi nacin
FF=F, G=G—¢, Ho>H=H—-FA0, (A.38)
gde je 6 € A*(My, ) parametar L-gejdZ transformacija.

Dokaz. Primenom definicije 3-krivine, dobijamo da je krivina F invarijantna na L-gejdz trans-
formacije

F = da+ana—op
= da+ana—0(—40)) (A.39)
= F,

gde smo primenili identitet 09 = 0. Pri L-gejdz transformacijama krivina G se transformise na
sledeci nacin
G = df+an”p-o(7)
= d(B—=6(0))+an” (8—=060))—d(y—dd —a N> )
(A.40)
= G—d(0(0)) —a A" 6(0) 4+ 6(db) + o(a A™ 0)

= g,
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gde smo koristili da je d(60) = §(df). Najzad, transformacija krivine H pri L-gejdz transfor-
macijama je:
H = dy+an"3+pA0 5
= dly—df —aA® ) +aA” (y—di —a A”0) + (B —8(0)) AL (B —6(0))
= H—daA"0+a A" dd —a A" di —aA” (a A" 0)
(A.41)
—B AL §(0) — 5(0) ALY B+ 6(0) AL S(0)
= H—daA"0—(aNa)\"0+0(8) \" 6

= H-FA~0,

gde smo primenili identitete:

5(0) AL 6(9) =0,
—B A S(0) = 5(0) AV B=0(B) A" 6.

Tvrdenje Teoreme 31 je dokazano. m

Teorema 32 Pri 3-gejdZ transformacijama 3-krivina (F, G, H) se transformise na sledeéi nacin:

f%g_1>]—",
G—=g'>G+ (g >F)A"n, (A.42)
H=g'DH—-(g'>G+ (g >F)A"n) /\{’}77—77{’}(9*1DQ)—(gilb}") AP0,

gde su g : My — G, n € AY(My,b) i 0 € A2 (My, ) redom parametri G-, H- i L-gejdz
transformacija.

Dokaz. Uzatopnom transformacijom 2-krivine najpre G-gejdz transformacijom definisanom u
Teoremi 29, zatim H-gejdz transformacijom definisanom u Teoremi 30 i L-gejdz transformaci-
jom definisanom u Teoremi 31 dobijamo rezultat Teoreme 32. m

A.2.2 3-Gejdz transformacije Lagranzevih mnozitelja

Bilinearno antisimetri¢no preslikavanje 7 : h x h — g se definiSe na isti na¢in kao u slucaju
2BF dejstva (A.13).

Da bi se definisalo 3B F' gejdz invarijantno topolosko dejstvo potrebno je definisati bilinearno
antisimetri¢no preslikavanje S : [ X [ — g na slede¢i nacin:

(S, Ly), 9)g = —(Ly, 9> L), Vi, Vi, el, Vgeg. (A.43)
Primetimo na osnovu simetri¢nosti i nedegenerisanosti bilinearne forme (_, ), vazi:
<Ll7g‘>£2>[:_<g>£1712>[:_<£2ag[>L1>[7 vg€ga vll)éZE L.

Takode, za svako g € G'i [, [, € [ vazi identitet:

S(g> 1y, g>1y) :93(l1a£2)g_1> (A.44)
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Sto se lako moze pokazati:

(9, 97'S(g> 1, 9> 1)g)g = (999" S(g> 1, 9> 1o))q

=—((ggg ") > g1, g> L)
=—(g> L, L= (9,5, L)),

Ovde je koris¢en identitet:
g>(g>0)=(9g99 ) >g>1.

Zadovoljen je sledeéi identitet:

S(g> 1, L)+ Sy, g>1,) =g, Sy, )]

Kada fiksiramo bazis, mozemo definisati koeficijent bilinearnog antisimetri¢nog preslikavanja
S:Ixl—g,
S(Ta, Tp) = Sap"Ta, (A.45)

pa definiciju preslikavanja S mozemo izraziti koristeé¢i ovaj koeficijent na sledec¢i nacin:

SaB“Gap = — Bap “ga1c - (A.46)

Bilinearno antisimetri¢no preslikavanje & dve diferencijalne forme elemenata algebre [, 7 1 w,
definiSe diferencijalnu formu element algebre g:

wAS 1 =wt AnBS A5 T, .
Sada mozemo definisati zakone transformacije Lagranzevih mnozitelja pri L-gejdz transforma-
cijama (A.58).
Transformacije Lagranzevih mnozitelja pri H-gejdz transformacijama definiSemo koristeci
bilinearno preslikavanje &) : [ x h — § definisano slede¢im identitetom
<X1(£a ﬁl)a ﬁ2>f) = _<£a {ﬁla h2}>[7 vhla h2 € ba V£ € [7 (A47)
i bilinearno preslikavanje A5 : [ X h — b definisano pravilom:
(Xo(l, hy), hy)y = —(, {hy, hot)r,  Vhy, by €h, VIEL (A.48)
Fiksiranjem bazisa mozemo definisati koeficijente bilinearnih preslikavanja X i X:
Xl (TA7 ta) = XlAab tb s X2<TA7 ta) = XQAab Zfb . (A49)
Definicije preslikavanja X; i A5 zapisane u bazisu postaju:

Xy A Gae = —Xba" 948, Koo’ Gac = —XarPgan - (A.50)

Za dve diferencijalne forme, element algebre [ formu w i element algebre h formu 7, definise se
diferencijalna forma element algebre h na slede¢i nacin:

wAY = wh AL w A = wh AN X4, .
Zasve ge G,leliheb, vazi:

Xi(g>l, g ' >h) =g Xi(L, h), Xo(g>1, g>h) =g ' > X(l, h),
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Sto sledi na osnovu pravila da za svako hy,hy € h il € [ vazi:

(hy, 7' > Xi(g> L, g hy))y = (g hy, Xi(g> 1, g1 hy))s

(
=(g> L {g> by, g> by}
= (9> L g> {hy, hy})i

= (I, {hy, hy}):
= (hy, X1, hy))p

i slicno za Xs.
Najzad, potrebno je definisati trilinearno preslikavanje D : h x b x [ — g sledec¢im pravilom:

(D(hy, hys 1), g)g = —(L, {g> by, ho})t,  Vhy, hy€h, VIEL Vgeg, (A.51)
Koeficijenti trilinearnog preslikavanja se definisu kao:
D(ta, ty, Ta) = Dapa"Ta, (A.52)
pa iz definicije preslikavanja D sledi da ga mozemo zapisati i preko koeficijenata:
Daba’Jop = — Baa “Xa" g (A.53)

Za dve diferencijalne forme, elemente algebre b, w i n, i diferencijalnu formu £ element algebre
[, definiSe se diferencijalna forma element algebre g:

w AP i AP & =w A nb A fADabA’BTﬁ )
Vaze relacije kompatibilsnosti izmedu preslikavanja X} i D:
(D(hy, ho, 1), g)g = (X1(L g > 1), o)y, Vhy, hyeb, Viel Vgeg. (A.54)
Takode, moze se pokazati da za svako hy, h, € h,l € i g € G vazi:
D(g> hy, g hy, g>1) = gD(hy, by, 1) g™, (A.55)

Sto je posledica toga da za svako hy, hy € h,l €1, g € gi g € G moZemo pisati:

D(g> hy, g hQ, 9>1), 999 g
Xi(g> 1, 9997 > g hy), g hy)y
Xi(g> L, g> g hy), g hy)y
g>Xi(l, g> hy), g5 hy)y

Xi(l, 9> Iy), ho)y

D(hy, hoy 1) 9)g s

<g_1D(g [>h17 g [>h27 g Dl)ga _>

{
= {
=
= {
=
= {

gde su korisc¢ene relacije (A.2.2) i relacije kompatibilnosti (A.54). Sledi da za sve hy, hy € b,
L€ lig € g vazi sledeci identitet:

D(Q > hb hZa D + D(ﬁla g > ﬁQa D + D(@l? h27 QD D - [27 D(ﬁla ﬁQa D] :

Ovim su definisana sva preslikavanja neophodna da se definisu zakoni transformacije Langranze-
vih mnozitelja pri H-gejdz tranformacijama.
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Kako bi dejstvo (6.1) bilo gejdz invarijantno pri transformacijama krivina (2.128), (2.129) i
(2.130), Lagranzevi mnozitelji B, C'i D moraju se pri G-gejdZ transformacijama transformisati
na sledeéi nacin

B — ¢ 'Bg, C—g'l>C, D—g¢'>D, (A.56)
pri H-gejdz transformacijama
B—B+C N n—gAPygAPD, C—=-C+DAY"n+DA™y,  D—D, (A57)
i najzad pri L-gejdz transformacijama na slede¢i nacin:
B—-B—-DASH, C—C, D—D. (A.58)

Preslikavanja T, D, &}, X> i S definisana su jedna¢inama (A.13), (A.43), (A.47), (A.48) i
(A.51).
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Dodatak B

Jednacine kretanja za 3B F' dejstvo sa vezama
za Vajlovo 1 Majorana polje kuplovano sa
Ajnstajn-Kartanovom gravitacijom

Dejstvo za Vajlovo spinorsko polje kuplovano sa Ajnstajn-Kartanovom gravitacijom dato je
izrazom (6.151). Variranjem ovog dejstva redom po varijablama Bay, A%, Ve, 7%, Aa; A%, ¢a,
P, e?, 3% i w™ dobijaju se jednacine kretanja:

Rab_)\ab:(]’
1
Bab 167 l25abcd6 /\6 _0
Vipo + Ao =0,
VYt + A4 =0,

i .
—Ya + ggabcdea Ael A ecadaﬁ.wﬁ =0,

—5% + éeabcde Ael Ae Udaﬁ¢ﬂ =0,
V’ya—éeabcde A el A efo? )\L =0,
V’ya - é&?abcde“ Aed A e%ddﬂ)\w =0,
V Ba+ 2 1z2 Eabea A e + 25abcde A el A (Mg g 4+ N0 ﬁzﬁ) — 8Til2eapcac” B (¥ (0 )QBJ/*) =0

Ve, — 47rl§€abcdeb AR (@affddﬁwﬁ) =0,

1 1
VBayy, — €ja N By — §’YUab Pipg — 5’7 Ny ?/16 =0.

U slu¢aju 3B F dejstva sa vezama koje odgovara teoriji Majorana spinorskog polja kuplovanog sa
Ajnstajn-Kartanovom gravitacijom, dodajemo maseni ¢lan (6.154) dertvu (6. 101) Variranjem
ovako dobijenog dejstva redom po varijablama to By, ¥, 7%, Ja, Aa, AY, Vo, T, €%, 8% 1 wap

167
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dobijamo jednacine kretanja:

Rab o )\ab — 0’
Ba — T4 _jocabc A dzo,
b 167rl‘,,2)6 bed® /1 €
V9o +Aa =0,
VY + X4 =0,
i e
v = ésabcde“ Ael A ecwﬂ-(ad)ﬁ =0,
Yo — éeabcde“ A eb A €c¢ﬁ(0d)r3d = O,
) ; 1
VA + égabcd)\ﬁ Ne" Ne Nef(o?) s — G MEabcac” A e’ A et A ety

— 4i7rl§5abcde“ Ael A 50&6(5‘1)60‘ =0,
V4 + éeabcd/\g Ae® Aeb Aef(ah)s” — émaabcdea AP A el A el
— 4i7rl§€abcde“ Ael A Bcwﬁ(ad)gd =0,
Vp* + ﬁ&;bcd)\bc Aed+ %aabcha Aeb A eclﬁg(&d)ga + %eabchd A el A eP () g4

1 - - . c(, o 7,5
a 5mgabcd6b N e NP o + Path®) — Brilyganeae’ B (U (07) p0") = 0,
Ve, — 4Z'7Tli,2)€abcd€b A ef (Qﬁa(Ud)aﬁ'&B) =0,

1
VBap — €ja N\ By — §¢a(0ab)a575 - §¢a(0



Dodatak C

Hamiltonova analiza skalarne elektrodinamike

U ovom poglavlju uradena je kompletna Hamiltonova analiza za dejstvo (6.174).

Pretpostavljajuci da je prostorvremenska mnogostrukost globalno hiperbolicka, M, = R x
Y3, Lagranzijan za dejstvo (6.174) ima oblik:

e d Vpo 1 a C 1 1 a 1
L3pr = /2 4>z e (Z B b/w R dpo Gab,cd + = B e + 31 € gbupa 9ab + 1 ¢AHBuupa QAB) .
3 : .

4
(C.1)
Kanonski impulsi varijabli B®,,, w®,, B, A,, €., 8%, ¢ and 44, suw:
oL oL
Bawj = O o 0, au = T = OMVpBaVa
m(B)a 308, (W) 30w, ‘ bup
oL oL 1
T(B* = = 0, m(A)H = = —eo“ypBl,p,
" e ©2
H = = 0 [ = —Onvp
W(e)a 5806‘1“ 3 W(B)a 580/6‘1,“/ € eap >
oL oL
s = — = 0’ T e )
Primarne veze u teoriji su:
P<B)abm/ = W(B) blw ~ 07 P<w)abu = 71-((v‘-))abu - EOquBapr ~ 07
P(B" = n(B* =~ 0, PA* = w(AF-="B,, =~ 0,
2 (C.3)
P(e)," = 7(e) ~ 0, P(B) = w(B)a" + e Pe,, = 0,
Pl)a = wd)a = 0, P = w(y)a"? — Moy & 0
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Fundamentalne Poasonove zagrade definiSemo na sledec¢i nacin:

{Bw(@), m(B)ea” (y)} = 46°:0°90°,07, 0¥ (T — g),

{wu(2), (W) ()} = 20%0°q0", 6T~ 7),
{Buw(x), m(B)”(y) } = 200,07, 0%)(% — 7)),
{Au(z), 7(A)"(y) } = 0, 09(F - 7).
(C.4)
{e"u(x), m(e)”(y) } = 0%8", 00T ~7),
{Ba;w(x) , T(B)s™ (y) } = 20% 5p[u601/] 6 (7 —17),
{o%(2), m(d)B(y) } = o (T -7,
{'YAWP(x) ) W(V)Bam(y) b= 3104 5a[u56v57p] 5@ (T —).
Koristeé¢i fundamentalne Poasonove zagrade, nalazimo algebru primarnih veza,
(P(B)™M(2), P)ud()} = 4578 597 7).
{P(BY (@), P(A)'(y)} = 60T 7)),
y y (C.5)
{P(e)™, P(B)"(y)} =~ 5% (2) 0T — ),
{P@)*(x), P()s"(y)} = F%%80(T—7),

dok su sve ostale Poasonove zagrade identicki jednake nuli. Kanonski on-shell Hamiltonijan
ima oblik:

1 1 1
Hc = : dgf |:Z7T(B)ab‘uy 8OB‘“’W + éﬂ'(w)ab‘u 80wab“ + §7T(B)w/ 80BW + T(A)u 8014#
3

(C.6)

1 1
+ m(e)! Ooe” ) + §7r(6)a“” 0o + (D) a 9D + iﬂ('y)A“”” aovAWp] — L.

Prepisivanjem (C.6) tako da su brzine pomnozene sa vezama prve klase, koje su on-shell jednake
nuli, dobijamo:

= 09 1 a 1 1 a a
H.~— / R |:§Bab0i R + g Boiljk + a0 G%jk + 8%V j€ar
33

1 1 1 1
+ éwabo (viBabjk — €[ali 5|b]jk) + 5140 (aiBjk + 3 ¢a >p 7Bijk> + §7A0ijvk¢A} -
(C.7)
Dodavanjem Lagranzevog mnozitelja A za svaku primarnu vezu dobijamo totalni off-shell Hamil-
tonijan:

Hy = H.+[, &% [MB)%P(BW + INW)®, P(W)ap + IA(B)uW P(B)™ + A(A), P(A)*

+A(€)%P(e)a” + 3A(B) " P(B)a + M) P(d)a + g A() "y P (V)AW] '
(C.8)
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Uslov konzistentnosti primarnih veza (3.26) za primarne veze P(B),", P(w)w’, P(B)Y, P(A)°,
P(e)a%, P(B)a" i P()a%,

PB)" =0, Pwa’~0, PB)Y~0, PA°~0,

P(e)ao ~ 07 P(ﬁ)@Oz ~ 07 P('Y)AOij ~ 07 (09)
dovodi do pojave sekundarnih veza S u teoriji,
SRy’ = "Ry ~ 0,
S(VB)w = "*(V;Bajk — €fayi Bijr) ~ 0,
. 1 ...

S(F)Z = 5‘50”16}71]'1C ~ 0 ,
1 .. 1

S(VB) = §€Owk (@B]k + g QbA >pB 4 ’)/Bijk) ~ 0 s (ClO)
1 ...

S(g)a = BEOngaijk ~ 07

S(Ve))! = """V eq ~ 0,

S(V) a7 = "FVipa ~ 0,

dok u slu¢aju primarnih veza P(B)g’", P(w)w®, P(B)*, P(A)%, P(e)., P(B)*, P(d)a i
P(7) 4"* uslovi konzistentnosti,

) (C.11)
Ple)t 0, P@AJ~0, P@)a~0, P ~0,
odreduju Lagranzeve mnozitelje:
Mw)a' = V'wao,
AB)w? ~ 2VIB O + e 087 — 2600815 + 2w By
)\(A)i ~ 0 A,
NB)i 200l BOll 4~ 00 sy A B
(C.12)

)\(ﬁ)aiﬂ ~ 2vli 5a0|j] — w0 ﬁbij ’
)\(e)ai ~ Viel — w0y,

)\(,}/)Aijk: ~ _AO > AB ’VBijk + vi,yAOjk _ vj,yAOik + vk’YAOij )

A° [>AB¢B.

.

=

b
2

Primetimo da Lagranzevi mnozitelji

A(B)™o; Aw)®, AMB)oi s AM(A)o Ale)%, A(B)%i s A7) %0 (C.13)
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ostaju neodredeni. Uslovi konzistentnosti sekundarnih veza ne dovode do pojave novih veza u
teoriji tj. moze se pokazati da vazi:

S(R)abi _ {S(R)abi, HT} _ w[a|COS(R)c\b}z'7

S(VB)w = {S(VB)w, Hr} = S(R)wc" B ok + wia/0S(V B)jse

—Bajor S(Ve) 11" + €ajo S(G)y »
S(F) = {S(F),Hr} =0,
. (C.14)
S(VB) = {S(VB)7 HT} = —Dp A r)/BOz'j S(V¢)AZ‘7 )
S(G)° = {S(9)*, Hr} = Boor S(R)®" — w®, S(G)s,
S(Ve)s! = {S(Ve)', Hr} = eS(R)a’ — walo S(Ve)y',

S(V) 4 = {S(VP)a¥, Hr} = Ay > 4BS(Vp)57 .

Totalni Hamiltonijan se moze napisati u sledeé¢em obliku:

3 1 0 ab 1 0 ab 0¢ 0

Hy = /Z ®7 [5)\(8)@ D(B); + 5Aw)ar” D) + A(B)" ©(B): + MA)" B(4)
A D) + AE" B(B)" + A1) 0, o
— %Babo,- d(R)™ — %wabo O(VB)™ — By ®(F)' — Ay ®(VB) |

— €40 D(G)" — Baoi P(Ve)" — 5 740ij (V)|



gde su
o(B)*; = P(B)
ow)® = Pw),
®(B); = P(B)o
®(A) = P(A)o,
D(e)” = P(e)%
o(B) = P(B)
o(1)Y; = P() %y
D(R)™ = S(R)™ —V,P(B)™4
®(VB)® = S(VB)™+ V,P(w)™ + B ;; P(B)"1 — 2¢lol;, P(e)Pl — gl p(B)1M177
o(F) = S(F)'=9;P(B)”,
®(VB) = S(VB)+oP(A) + %y“ijk >4 % P(y)p"* — ¢4 > P(o)?
G = SO+ VP~ § o PBYY,
d(Ve)*' = 8(Ve)" —V,;P(8)"" + %ebj P(B)™
(

= S(VOY'T + VP — gt 6 P(B)Y,

X(B)w = P(B)w™,  x(B)"* = P(B)"* x(e)a" = Ple)a’ X(@)a = P(¢)a
X(W)ap' = P(w)a' X(A) =P(A),  x(B)” =P, x(1)a"" = P(y)a".
(C.17)
Poasonova algebra veza prve klase je:
{2(G)"(x), ©(Ve)y'(y) } —®(R)"%'(x) 07 — 7)),
{®(9)"(z), (VB)u(y) } 26 2(G) g (2) 87(F ~ 7,
{®(Ve)i(z), 2(VB)uc(y) } 20%y®(Ve)jgi(w) 69 (F — 7) ,
(C.18)

{2(R)"(z), ©(VB)uly) }
{2(VB)*(x), ®(VB)al(y) }

{&(VB)(x), 2(Ve)a"(y) }

—45" ®(R) 4 (2) 6@ (7 — ),
—45" @(VB) 4 (2) 6@ (Z — ),

—28 4 &(Ve) s (2)6®)(

8y
|
<
N~—
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Poasonova algebra veza prve klase i veza druge klase je:

[BR™(), @) ) ) = 486y x(B)Y g ()57 - ),
(DO (@), x@u' W)} = 20 (@O - 7).
(201 (@), XMW} = 5B 8~ 7).
{B(V (), (@l )} = ~28% (B () 67— ),
(B(V (), X)) = 5 (B0 -7,
[BVB)(@), (@) (9)} = 4800 x(w) g 597 - 7)
(BVB)@), XAV W)} = 2x(A) 69 ),

(C.19)
{@(VB)*(x), x(B)(y)} = =200 x(8)"* 6P (z —y),
(BVB)(@), x40} = Ba” x(0)s% (@) 6O ),
{2(VB)"(x), x(B)er™(y)} = 48" x(B)g""* 09 (& — ).
(VB @), ()} = -2 ()"0 - 7).
(BVB)@) x0a)} = —5Pax(@)s(@)9E 7).
(BVO (), (A} = —p () )09 — ),
(BVO (@), x(0)s) = — s x(B) (@) (F ).

Poasonova zagrada veza druge klase je izracunata u (C.5).

C.1 Bijankijevi identiteti

Kako bi se izracunao broj stepeni slobode u teoriji, potrebno je koristiti Bijankijeve iden-
titete (BI), kao i dodatne, generalizovane Bijankijeve identitete (GBI) koji predstavljaju analog
obi¢nim BI za dodatna polja prisutna u teoriji.

Konkretno, u teoriji postoje BI za 1-forme polja w® i e?, kao i GBI za 1-formu A. Odgo-
varajuca 2-forma krivine za koneksiju w,

R® = dw® + w?, A w®, T = de® + w A eb, F=dA, (C.20)

zadovoljava identitetete:

PN, R?,, =0, (C.21)
e (V,1%, — R, e,) =0, (C.22)
PN L F,,=0. (C.23)

Birajuéi slobodan indeks da bude vremenska koordinata A = 0, ovi identiteti, kao vremenski
nezavisni delovi Bijankijevih identiteta, postaju "off-shell” ograni¢enja u smislu Hamiltonove
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analize. Sa druge strane, odabirom slobodnog indeksa da bude prostorna koordinata, dobijaju
se vremenski zavisni delovi Bjankijevih identiteta, koji ne nameéu nikakva ogranic¢enja, veé
mogu biti izvedeni kao posledica Hamiltonovih jednacina kretanja.

Pored toga, u teoriji postoje GBI asocirani 2-formama polja B, B i 3¢ Odgovarajuce
3-forme krivina su:

S — dB%® + 2wl A B P=dB, G =dB% + w% A 3. (C.24)

Diferenciranjem ovih izraza dobijaju se slede¢i GBI:

1
6)\,uz/p (gv/\ Sab,u,up _ R[a‘c)\,u Bc|b]up) = 0’ (C25)
PO\ Py, =0, (C.26)
2
eAuyp (gv)\ Ga;wp o RabAM ﬂbup) =0. (027)

Medutim, u c¢etvorodimenzionalnom prostorvremenu, svaki od ovih identiteta je jedna jed-

nacina, bez slobodnih prostorvremenskih indeksa, pa stoga obavezno sadrze vremenske izvode

polja. Sledi da ovi identiteti ne nameéu nikakva off-shell ogranic¢enja na kanonske promenljive.
Konacno, postoji GBI za 0-formu ¢. Odgovarajué¢a 1-forma krivine je,

Q' =do¢" + >t AN g7, (C.28)
tako da je GBI:
1
eMve (v,,QAp —5 b5 A F,,p¢3> =0. (C.29)

Ovaj GBI ¢ini 12 jednacina, koje se dobijaju za Sest izbora antisimetrizovanog para prostorvre-
menskih indeksa Ay i dva izbora slobodnog grupnog indeksa A. Medutim, ovih 12 identiteta
nisu nezavisni, §to vidimo diferenciranjem jednacine (C.29), pri ¢emu se dobija osam jednacina

>t MNPV, F,,¢P =0, (C.30)

koje su automatski zadovoljene primenom GBI (C.23). Sledi da su u teoriji samo ¢etiri nezavisna
identiteta (C.29). Fiksiranjem indeksa A = 0, dobijamo vremenski nezavisne komponente
jednacina (C.29) i (C.30),

. 1
elidk <vaAk - 5 >pB A ij¢B) =0, (C?)l)
>t R0 0P = 0. (C.32)

Analizom slobodnih indeksa ovih jednacina vidimo da od Sest jednacina (C.31), zbog dve jed-
nacine (C.32), preostaju Cetiri nezavisna GBI relevantna za Hamiltonovu analizu.
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C.2 Broj stepeni slobode

U ovom odeljku ¢emo pokazati da iz strukture veza u teoriji sledi da ne postoje lokalni stepeni
slobode (DOF) u topoloskom sektoru 3BF teorije skalarne elektrodinamike. U opstem slucaju,
broj lokalnih stepeni slobode neke teorije dat je jedna¢inom (3.41).

U naSem sluc¢aju, inicijalan broj polja u teoriji N odredujemo prebrojavanjem komponenti
polja prikazanih u Tabeli C.1, na osnovu ¢ega dobijamo da je N = 120. Zatim, broj nezavisnih

ab a A b a A
W | Ap | 8% | Y p | B | B | €% | @

24 4 24 8 36 6 16 | 2

Tabela C.1: Broj inicijalnih polja u 3BF' teoriji skalarne elektrodinamike.

komponenti veza druge klase S = 70 prikazan je u Tabeli C.2.

X(B)a™ | X(B)* | x(e)a" | x(@)a | x(@)as" | X(A) | x(B)a” | x(7)a™*
18 3 12 2 18 3 12 2

Tabela C.2: Veze druge klase u 3BF teoriji skalarne elektrodinamike.

Veze prve klase nisu nezavisne zbog prisustva Bl i GBI u teoriji. Diferenciranjem veze
®(R)* dobijamo:

) - 1 -
V®(R)™ = %%, R® ). + §RC[“|Z-]-P(B)0“’]” : (C.33)

Prvi ¢lan na desnoj strani izraza je jednak nuli off-shell, ¢#* V; R, = 0, kao A = 0 komponenta
Bijankijevog identiteta(C.21). Drugi ¢lan je takode nula off-shell, kao proizvod dve veze,

. 1 .
Rc[a\ij P(B)c“)]w = §€0iij(R)c[a|k P(B)C“’]U =0. (034)
Iz prethodnog sledi da imamo off-shell identitet
V,®(R)™ =0, (C.35)

tj. postoji dvanaest nezavisnih komponenti ®(R)®. Sli¢no, diferenciranjem veze ®(F)’, dobi-
jamo
. - 1 -
V®(F) =e"*V,Fj + 5 Fi P(B)Y. (C.36)
Prvi ¢lan na desnoj strani izraza je jednak nuli €¥* V;F;;. = 0, kao A = 0 komponenta GBI
(C.21). Za drugi ¢lan opet dobijamo da je jednak nuli kao proizvod dve veze,

Fii P(B)Y = —epijn S(F)* P(B)" =0. (C.37)

DO | —

Sledi da je zadovoljen off-shell identitet
V:i®(F) =0, (C.38)

tj. postoji samo dve nezavisne komponente veze ®(F)’. Sli¢no, moZemo pokazati da je:

1 . 1 .. 1 ..
V@(Ve)aZ — 5 (I)(R)abz €bi + ZGOZ]kS(R)abk P(ﬁ)b” = §€0Z]k (viTajk — Rabij €bk) . (039)
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Desna strana izraza (C.39) je A = 0 komponenta BI (C.22), tako da jednacina (C.39) postaje:
Vi®(Ve),' — 3 D(R)w' e’ =0. (C.40)

U prethodnoj relaciji smo iskoristili da je tre¢i ¢lan na levoj strani izraza (C.39) jednak nuli
kao proizvod dve veze. Iz jednacine (C.40) sledi da etiri komponente veza ®(Ve)," i ®(R)q"
mozemo izraziti kao linearnu kombinaciju preostalih. Konac¢no, moze se pokazati da vazi relacija

1 3 .
Vi®(Vo)a” — €0kl >4 S(F)' x(m)s"" + >4 ¢ ®(F)

1 . g 1
+ —€oitm > 4 P(B)7 S(V¢) g™ = %k (viQAk + =P 4 Fi¢p

2 ! ) | (C.41)

iz koje sledi: 3 ‘
Vi@ (V)7 + P4 pp ®(F) =0. (C.42)

Desna strana izraza (C.41) je A = 0 komponenta GBI (C.29), a ¢lanovi koji su proizvod dve
veze su nula off-shell. Na osnovu identiteta (C.42) sledi da se Sest komponenti veza prve
klase ®(V¢)4¥ i ®(F)) mogu prikazati kao neka linearna kombinacija ostalih. Medutim, u
prethodnom odeljku smo analizom Bijankijevih identiteta zakljucili da su samo cetiri od ovih
Sesti identiteta linearno nezavisni, pa sledi da preostaju Cetiri identiteta (C.42).

Uzimajuéi u obzir dobijene identitete (C.35), (C.38), (C.40) i (C.42), kona¢no mozemo da
izracunamo ukupan broj nezavisnih veza prve klase. Iz Tabele C.3 vidimo da ukupan broj
komponenti veza prve klase F™* = 100. Identiteti (C.35), (C.38), (C.40) i (C.42) smanjuju broj
nezavisnih komponenti ovih veza, $to je eksplicitno naznaceno u tabeli. Dakle, umanjujuéi ovaj
broj za Sest identiteta (C.35), identitet (C.38), Cetiri identiteta (C.40) i ¢etiri identiteta (C.42),
dobijamo da je broj nezavisnih komponenti veza prve klase F' = 85.

O(B)ap'|2(B)'|0(€)a| D(w)ap| D(A)| P (B)a’|®(7) 47 |B(R)ap’|B(F)|@(G)a|®(Ve)a'|B(V B)ap &(V B)|&(Vh) 47
18 | 3 4] 6 |1 [12] 6 [18-6[3-1] 4 [12-4| 6 1 | 64

Tabela C.3: Veze prve klase u 3BF teoriji skalarne elektrodinamike.
Stoga, zamenom svih dobijenih rezultata u jednacini (3.41), dobijamo
70
n =120 — 85 — 5 = 0, (C.43)

tj. da 3BF teorija data dejstvom (6.174) ne poseduje lokalne propagirajuce stepene slobode.
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C.3 Generator gejdz simetrije

Na osnovu rezultata Hamiltonove analize dejstva (6.174), mozemo da izra¢unamo generator
gejdz simetrije i varijacije formi varijabli u 3BF' topoloskoj teoriji skalarne elektrodinamike.
Rezultati prikazani u ovom odeljku su generalizacija ra¢una u 18] za generator i varijacije formi
varijabli u 2B F' topoloskom dejstvu za Poenkareovu 2-grupu, a specijalan slucaj rezultata za
3BF teoriju za generalnu semistriktnu 2-grupu datih u Glavi 6.

Kastelanijevom procedurom dobijamo generator:

G =

gde su e®

a
Z?e

1 o1 1 1
/ d%(—(voeab,-)cb(B)abl — —e®®(R) " + = (Voe™®)®(w)ap — =€ P(VB)y
S 2 2 2 2

+ (Do) ®(B) — & (F) + (9p¢)D(A) — e®(VB)

+(Voe")®(e)a — € @(G)a + (Voe")2(B)a" — :2(Ve)a'

1 1 5
+ §(V06Aij)q)(’}/)Aw - §€Aij©<v¢)Aw

+ € (BuoiP(B)py" + eappP(€)in) + Blajeoi P(B) ") — €va0ij 5 P(v)PY

B P(B)™ 4 eboP<B>ab") |

(C.44)

, €, €, €%, €% 1 €; nezavisni parametri gejdz transformacija.

Dalje, mozemo izracunati varijacije formi varijabli i konjugovanih impulsa varijabli u teoriji:

§0wabo

50wabi

SoB™0;

5OBabij

50140

0o A;

5OBOi

VOGGbi + E[a‘ielb}o

Ve, Som (W) ap?

Vz‘Gab 3 507r(w)abi

507T<B)ab0i

Lolaleglbl | clalgh

2V[i\€ab\jl + 26[a|CB|b}cij So7(B)ap”
Loelel el 4 ol gl

o€ , dom(A)°
e, Som(A)*
Do€i » Som(B)"

—2e[a|ci7r(B)c‘b]Oi — 26[a|c7r(w)c|b]0 ,
+2eqm(e)y” + 26T (8) 15"
~2¢10) 5 T(B)efty” — 2¢(0/ i 7(w)pe”
+2€(q T(€) i + 2607 (8) 1"
2" Vg €apin + €7 € B

26[(1‘0 7T<B)|b]6i s

26[(1‘0 7T(B)|b]0ij s

1 ..
_§€Aij DB AW(P}/)BOU ,

k A k
0 Oj€er — =€ ji B Am(Y)B"",

2
0,
(C.45)
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8o Bij 20y € + ety P 45, dom(B)Y —e"F e

d08%i Vet — Eabﬁbm’ ) 507T(5)a0i = —Eabﬂ(ﬁ)bm + %EbF(B)abOZ ’

d03%; 2V €% — € Buij Som(B)a? = —ewm(B)V + %Eb T(B)ap”
EPUULE v

doe%o Voe — €% ey, 6omm(€)e’ = —ewm(e)? + %ebl (B) ",

dpe%; Vet — e ey dom(e)q’ = —eg(e)bl + Ok ( Viji€al] + eabb’bjk>
ey m(B)ut,

507’40@'3‘ VOEAij - E’VBOij >4 g, 507T(’Y)A0ij = enP,y W(V)BOU )

(SO'YAijk - G’VBijk >B A4 ViEAjk 507T(7)Aijk = €Dg B (W(V)Bijk + €ligk ¢B> )

—V;etin + Viel;,
dop? eg? >4, Som(®)a = —e>P am(o)p+ 1,660% > A VB

3!
1 1
—=D>aB EBij W(B)ZJ — EEOUIC ViEAjk s

2
(C.46)
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Dodatak D

Ukupna grupa gejdz simetrija

D.1 Gejdz transformacije u B F' topoloskoj teoriji

Generator gejdz transformacija u BF' teoriji je

G = /23 d3f((vo€ga) (G1)a + €% (Go)a + (Voen®:) (M1)o' + €n; (MO)ai) | 1)
gde je
(Ga = —®(a)a,
(Go)a = _(fayﬁBgoiCD(B)’w’ F O B “B(C) + i B “B(B)P — CI)(VB)a) ’
(M)’ = —®(B)a', (D.2)

gde su €, 1 €“; nezavisni parametri gejdz transformacija.

D.1.1 Gejdz grupa simetrije prostora BF' dejstva

Algebra koju ¢ine generatori grupe simetrija (Mp)o', (M1)a’, (Go)a 1 (G1)a definisani u Dodatku
D.1 je:

{(Go)a(@), (Go)s (D} = fag"(Go)y 6T~ 7).
{(Go)a(@), (Mo)s'(9)} = fas" (Mo),' 07~ 7) (D.3)
{(Go)a(@), M)5" (7)) = fap" (M), 8P(F ~7)

Na osnovu ovih komutacionih relacija zakljucujemo da je gejdz grupa simetrije ima sledecu
strukturu. Najpre, generatori (M)," i (M;)," formiraju algebru ay,

a, = span{(]\;fl)ai} &) Span{(MO)ai},

koja generise podgrupu M, x M, ukupne grupe simetrije Q~23. Osim toga, podgrupa My x M, je
invarijantna podgrupa grupe 523. Moze se primetiti da G1 x G takode ¢ini podgrupu ukupne
grupe simetrije. Sada se ove dve podgrupe, od kojih je jedna invarijantna podruga, a druga ne,
mogu pomnoziti semidirektnim proizvodom, pri ¢emu dobijamo da je ukupna grupa simetrije
gzgi B N B B _

Gs, = (G1 x Go) x (M x My).

181
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‘(Gl X GO) X (M1 X ]\7[0)‘

/

GIXGO M1><M0

{1}

Slika D.1: Grupa simetrije Gy, u faznom prostoru. Invarijantne grupe su uokvirene.

D.1.2 Konstrukcija generatora simetrija B F' teorije

Kada zamenimo generatore (D.2) u jednac¢inu (D.1), dobijamo generator gejdz simetrija u BF
teoriji sledec¢eg oblika

G = - /E ( d3f<(voem%)<b(3)ai—em%@(f)ai+(voega)cb(a)a+eg“(fafBﬂoiq>(B)W—@(VB)Q)>,
) (D.4)

gde su €, 1 €,“; nezavisni parametri gejdz transformacija.
Generator gejdz transformacija u BE topoloskoj teoriji (4.31) dobijamo Kastelanijevom
procedurom (3.53) pri ¢emu su za svaki par generatora Gy i G; zadovoljene relacije (3.55).
Pretpostavimo najpre da generator ima oblik:

G = / E Gl + €(Godod + (G )+ €(Go)r (D.5)

Izborom (G1).' = Cprc i (G1)a = Cpre, gde je Cpre oznaka za neku primarnu vezu prve
klase, prirodan izbor je:

(Gl)ai = q)(B>ai’ (G1)a = P(@)a - (D.6)

Ostaje da se utvrde dva generatora Gy. Kastelanijev drugi uslov za generator (Go)meo' daje

(Go)mazi - {(I)(B)?éi ) HT} - (QPFC)aiv (D.7)
(Go)ma" — @(F)a" = (Crrc)a’

gde je (Go)ma' = (Cprc)a’ + ®(F)a'. Zatim, iz Kastelanijevog treceg uslova sledi
{(Go)ma' Hr} = (Cpre1)a’ s
{(Cprc)a’ + @(F)o', Hr} = (Crre1)a’ (D.8)
{(Cprc)a’, Hr} = [5100"0®(F)" = (Crren)a’

sto daje jednacinu ' '
(CPFC)al = fﬁ'yaaﬁOCI)(B)m .
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Iz toga sledi da je generator:
(Go)ma' = f3700”0@(B) + ®(F)," . (D.9)

Kastelanijev drugi uslov za generator (Gy)yq daje

(Go)ga = {®(@)a, Hr} = (CPrc)a

(Go)ga — 2(VB)a = (Cprc)a

(D.10)

tj. dobija se da je (Go)ga = (Crrc)a + P(VB),. Nakon toga, iz treceg Kastelanijevog uslova
sledi

{(Go)ga» Hr} = (Cprci)a,
{(Cprc)a + ®(VB)a, Hr} = (Crrci)a (D.11)
{(Cprc)a, Hr} + Bgoifar"®(F)" = oo fap?®(VB), = (Cprci)a,
.
(Crrc)a = —Bgoifar"®(B)" + a0 fug ®(a), .

Sledi da je generator:
(Go)ga = —Bpoifar "P(B)" + a7 fap " ®(a), + B(VB),. (D.12)

U ovom trenutku, korisno je rezimirati rezultate i uvesti novu notaciju:

€n®i(G1)ma' + €n®i(Go)ma’ = —VoﬁmaiqD(B)ai + Emaiq)(]:)ai
(D.13)

= vﬂemai(Ml)ai + emai(MO)ai .

Primetimo da se vremenski izvod parametra kombinuje sa nekim drugim ¢lanovima u kovari-
jantni izvod u vremenskom pravcu.
Za drugi deo ukupnog generatora dobijamo:

éga(Gl)ga + Ega(GO)ga = _égaq)(a)a — & (BﬂOifMB(D(B)W - aﬂofaﬁ7¢(a)w - (I)(VB)(X)
= Ve (@) — & (Bsoifar,"®(B)" — ©(VB).)

= Ve (Gr)a + " (Go)a
(D.14)
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D.2 Gejdz transformacije u 2 B F' topoloskoj teoriji

Generator gejdz transformacija u 2BF teoriji je

G = / d3f((voega) (G1)a + 64" (Go)a + (Voeo™) (H1)a' + e (Ho)o'
3

o S i i (D.15)
 (Voea) (T’ + e (Vo' + (Fas”) (V) + 0" (Ko )
gde je
(él)a = _®(&)a s
(éﬂ)a = _<fa'yBBﬁ0i(I)(B),ﬂ + C(aO D> ab aq)(c)b() + /BaOi >ab a(p(ﬁ)bOi - (D(VB)Q) ;
(ﬁl)ai = _(I)(ﬁ)aia
(Hy)o! = ChoDaa "®(B) + (VO ,
(D.16)

(N0>a = ﬁbOi >aa b(I)(B)ai + (I)(g>a7

gde su €, €%, en®; 1 €,° nezavisni parametri gejdz transformacija.

D.2.1 Gejdz grupa simetrije 2B F' dejstva

Algebra koju éine generatori grupe simetrija (Mo)a, (Mi)a's (Go)ar (G1)as (Hola's (i)', (No)a
i (Ny), definisani u prethodnom delu D.2 je:

{(Go)a(@), (Go)s (D} = fas"(Go)y 87(F 1), (D.17)

{(Hl)ai(f) ) <N0>b<g)} = Daab(Ml>m 5(3)(f - g) ’ (D18)

(D.19)
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(G % Gy ™ ((H1 % Ho) % (N1 x No) x (M, x MO))>

—

Gy x Gy (Hy x Hp) x (N, x No) x (M x My))

{1}

Slika D.2: Grupa simetrije Gy, u faznom prostoru. Invarijantne grupe su okvirene.

Grupa gejdz simetrije ima sledeé¢u strukturu. Prvo, grupe M, x Mo, N; x Ny i Hy x Hy sa
odgovarajuéim algebrama ay, as i ag, gde je

a; = span{(M;),'} @ span{(My)a'}, as = span{(N ).} @ span{(No)a}.
az = span{(H1),'} & span{(Hp).'} (D.20)

su podgrupe ukupne grupe simetrije .C’;g?). Pritom, podgrupa M; x M, je invarijantna podgrupa
ukupne grupe simetrije. Grupe Ny x Ny i H; x Hy nisu invarijantne podgrupe ukupne grupe
simetrije, §to vidimo na osnovu Poasonovih zagrada {(Hy).' (%) , (No)? (i)} 1 {(H1)a'(Z) , (No)*(7)}
koje su jednake nekim linearnim kombinacijama generatora grupa Mj, tj. My. Moze se formirati
direktan proizvod (Ny x Ny) x (M x My), kako generatori ovih grupa medusobno komutiraju,
a dobijena grupa je invarijantna podgrupa ukupne grupe simetrija.

Dobijenu grupu mozemo pomnoziti sa grupom H; x Hy, pri ¢emu je (N x Ng) x (M x
MO) invarijantna, a H; x Hy ne, koristeé¢i semidirektan proizvod, ¢ime se dobija invarijantna
podgrupa (H; x Hy) x ((Ny x Ng) x (My x My)), kojoj odgovara algebra ay:

a4 = Span{(MO)aia (M1>ai’ (ﬁo)ai’ (Hl)aiv (No)as (N1)a} -

Na kraju, dobijenu grupu moZemo pomnoziti sa grupom G1 x Gy koristedi semidirektan
proizvod, pri ¢emu dobijamo ukupnu grupu simetrija Gy, koja je jednaka:

ng = (él X G‘o) X <(ﬁ1 X f[o) X <(]\71 X No) X (Ml X MO)>> )

Kompletna struktura ukupne grupe simetrija prikazana je na Slici D.2. Ovde su invarijantne
podgrupe ukupne grupe simetrija uokvirene.
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D.2.2 Konstrukcija generatora simetrija 2 B F' teorije

Kada zamenimo generatore (D.16) u jednac¢inu (D.15), dobijamo generator gejdz simetrija u
2BF teoriji sledeceg oblika

G = — /E 3 d?’f((voemai)@(B)ai — i ®(F)a' + (Voeg™)P(a)a
+ 60" (far" B ®(B)"" + Cao B “P(C)" + Bagi > “P(6)*" — B(VB)a)
+ (Voea)2(C)a — € (Booi Baa "O(B)* + (G)a) (2
+ (Voey ) ®(B)a’ — 5% (Cho >aq "®(B)™ + ®(VC),') ) ,

gde su €, €%, en®; 1 €,° nezavisni parametri gejdz transformacija.
Generator gejdz transformacija simetrije (D.15) u 2BF teoriji (5.1), dobija se Kastelani-
jevom procedurom. Pretpostavimo, najpre, da generator ima strukturu:

G = / d3 f (émai(G1>mai + Emai<G0)mai + éga<G1)ga + ega(GO)ga
>3 . , (D.22)
+éhai(G1>f)al + Ef)ai(G'O)l’)aZ + €.na(G1>na + 6na(c;’o>na> .

Prvi korak Kastelanijeve procedure predstavlja nametanje uslova

(G1>mai = C’PFC'7 (G1>ga = CPFC> (Gl)hai = CPFC7 (Gl)na = CPFC'7 (D23)

prirodnim izborom:

(Gl)mai = _(I)(B)aia (Gl)ga = —q)(a)a, (Gl)hai - _Q)(C’)ai, (Gl)na = _(I)(ﬁ)a

(D.24)
Ostaje da se utvrdi kako glase ¢etiri generatora Gj.
Kastelanijev drugi uslov za generator (Go)mo' daje
(Golma' —{®(B)a’ Hr} = (Crrc)a’. (.25

(Go)ma' = @(F)a’ = (Cpre)a’
gde je (Go)ma' = (Cpreo)a’ + ®(F)a'. Zatim, iz Kastelanijevog treceg uslova sledi
{(Go)ma' . Hr} = (Cprer)a’
{(Cprc)a’ + ®(F)o', Hr} = (Cprci)a’ (D.26)
{(Cpre)a’ Hr} = f5100”0@(F)" = (Cpren)a’

Sto daje jednacinu A ‘
(Crro)a’ = fora0’o®(B)".

Iz toga sledi da je generator:
(Go)ma' = f5100”0@(B)" + O(F)," . (D.27)
Kastelanijev drugi uslov za generator (Go)q. daje
(G0>ga - {q)<a)a ) HT} = (OPFC’>a7

(Go)ga — ®(VB)a = (Crrc)a

(D.28)
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tj. dobija se da je (Go)ga = (Crrc)a + ®(VB),. Nakon toga, iz tre¢eg Kastelanijevog uslova
sledi

{(Gﬂ)ga ) HT} = (CPF(Jl)a )
{(Cprc)a+ (VB)a,Hr} = (Cprci)a,
{(CPFC)a ) HT} + BBOifa'yﬁq)(F)’ﬂ - aﬁ()faﬁ’yq)(vB)w + Ca() >ab aq)(g)b + Ba()i > ab aq)(vc)bi = (CPFCI)OZ 3
(D.29)
tj.
(CPFC’)a - _Bﬁoifa'yﬁq)<B)’yi + aﬁofa57¢(a)7 - “Yal > ab aq)(0>b - 6110@' >ab a(I)(ﬁ)bi .

Sledi da je generator:

(GO)ga = _B,BOifa'yﬁq)(B)w + Oéﬂ()faﬁ’y(p(a)'y — Cao Bab aq)(C)b - ﬁaOi >ab aq)(ﬁ)bi + CI)(VB)a .
(D.30)
Kastelanijev drugi uslov za generator (Gp)a, daje

(Go)na = {2(C)a, Hr} = (Cprc)a,

(GO)na - (I)(g)a - (CPFc’)a)

(D.31)

gde je (GO)na - (OPFC)a + q)(g)a

Zatim, iz tre¢eg Kastelanijevog uslova dobijamo

{(GO)na ) HT} - (CPF01)a )
{(Crrc)a+ ®(G)a: Hr} = (Crrct)a (D.32)

{(CPFC)CU HT} + O-/aO >aa bq)(g)b - BbOi > aa qu(f)ai - (CPFCl)a )

Sto daje: A
(CPFC')a = —Oéao > aa bcI)(C)b + BbOi > aa b(I)(B)m .

Iz toga sledi da je generator:
(GO)na = —aao >aa bCD(O)b + BbOi > aa bq)(B)on' + (I)(g)a .
Kastelanijev drugi uslov za generator (Go)p,' daje
(GO)hai - {q)(ﬂ)aZ ’ HT} = (OPFC)aia

(GO)hai - (I)(VC')aZ == (CPFC)ai )

(D.33)

tj. dobija se (Go)ya' = (Cpre)a’ + P(VC),'. Nakon toga, iz treceg Kastelanijevog uslova sledi
{(GO)hai ) HT} = (OPFC'l)ai s

{(Cprc)a' + @(VC),' , Hr} = (Cprci)d’

{(CPFC)aia HT} + a%) Daq bq)(vc)bi — Cho >aa b‘I)(]:)m = (CPFCI)ai )
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Sto daje rezultat:

(Crrc)a' = —a% Baa "®(B) + Cho >aa "P(B)™.

Iz toga sledi da je generator:
(Go)hai = _aaﬂ >aa bq)(6>bl + C'bO >aa b(I)(B)ai + (I)(Vc)al .

U ovom trenutku, korisno je rezimirati rezultate i uvesti novu notaciju:

émai(Gl)mai + Emaz‘<G0)mai - _voemaiq)(B)ai + Emaiq)(f)oéi
(D.34)

= Voemai(M1>ai + emai(MO)ai .

Primetimo da se vremenski izvod parametra kombinuje sa nekim drugim ¢lanovima u kovari-
jantni izvod u vremenskom pravcu.

Za drugi deo ukupnog generatora dobijamo:

5" (G1)ga + €% (Go)ga = —€"P(a)a — " (BBOifav/B(I)(Bﬁi - aﬂOfaﬂﬂ/q)(a)’y
+Ca0 > ab aq)<0)b + BaOi >ab a@(ﬂ)bi - q)<VB)Oc)
= —Voe"®()a — 65" (Bpgoifar ®(B)" (D.35)

+Ca0 > ab aq)(c)b + ﬁan >ab a(I)(B>bi - CI)(VB)Q)

= Vo&"(G1)a + €"(Go)a -
Osim toga, sledi:
&% (G1)pa' + €% (Godpa' = —Voeri®(B)a’ + €% (Cho Daa "®(B)™ + ©(VC),")
= VOEhai(ﬁl)ai + Ehai(ﬁo)ai )
(D.36)
(G na + @ (Go)ne = —Voer"®(C)a + €2 (Booi Baa "®(B)* 4 ®(G),)
(D.37)

= Vo&"(N1)a + €:“(No)a -

D.2.3 Izracunavanje algebre simetrija 2B F' dejstva

Da bi se dobila struktura grupe simetrija 2B F' dejstva, kao Sto je predstavljeno u podsekciji
5.1.2, moramo najpre izracunati komutatore izmedu generatora G-, H-, M- i N-gejdz simetrija.
Ovaj proces je opisan u odeljku 5.1.2, dok su detalji izrac¢unavanja dati u ovom odeljku.
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Komutator [H, H|

Sada ¢emo izracunati komutator generatora H-gejdz transformacija, tj. jednacinu (5.51).
Nakon transformacije promenljivih pri H-gejdz transformacijama za parametar e,y dobija se

o = a—0e, (D.38)
, Cvfaﬁhl

p° = B~ V e —€epNep, (D.39)

B = B-CA ¢, (D.40)

' = C, (D.41)

Zatim, daljom transformacijom varijabli H-gejdz transformacijama sa parametrom ey dobija
se:

o = a— 0ey — Oeya,
" a—0ey1 a—0epy1—0¢€p2
B = f— V €p1 — €p1 N\ €p1— AV €p2 — €p2 N €52,
(D.42)
B’ = B—C/\TEM —C/\TEhg
¢’ = C,
Vidimo da za promenljive o®,, B%,, i C, dobijamo da transformacije komutiraju:

eéhl-HeEhQ-HaaM — eEhQ-HeEhyHaaM ,
evrtemHpe = — ewxHemrHpe (D.43)
eehyHeehyHCa“ — e€f,2'HeEh1'HCa‘u 7

Za preostale promenljivu 3%, razlika jednac¢ine (D.42) i analogne jednacine gde ey <> €p2 je:

1
(ee"l'HeehQ'H — eﬁhQ'HeehllH) §6a;w = abaQ,Qb[mEmCM > o — aba6h1b[u|6520|y] D> ac”
= 0.

Uzimajuéi u obzir rezultate (D.43) i (D.44) zaklju¢ujemo da H-gejdz transformacije komutiraju:

(D.44)

eﬁhl‘Heth’H _ efh2'Hefh1'H =0. (D.45)

Komutator [H, N|

Izracunajmo komutator izmedu generatora H-gejdz i N-gejdz transformacija, tj. izvedimo
jedna¢inu (5.62). Ovo se radi izra¢unavanjem izraza

(eeh-Heen-N o eeu-Neﬁb'H>A , (D46)

za sve varijable A prisutne u teoriji. Primec¢ujemo da je za varijable a®,, 8, i C*, dobijeno
da transformacije komutiraju:

eeh-Heen-Na/au — een-Neeb-Haau ,

eeh~Heen~Nﬁaw’ — een~Neeh4Hﬁa

(D.A7)

28]

ey H pen-N (a _ enN nep-H a
e e (O, = emMent(9,.
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Preostala varijabla B¢, se pri H-gejdZ transformacijama transformiSe na sledec¢i nacin:

B = B—C/\TE(),

(D.48)
' = C.
Daljom transformacijom varijable N-gejdz transformacijom:
B’ = B/—ﬁ,/\TE
{a*—0,%€y*} -
= B-CN e¢—(— Ve —eANey) A €,
/ {a®—0a%ey*} (D49)
c" = CO'— €n

{a*—=0a%€ey*}

= (C— \V/ €n -

Zatim, izmenimo redosled transformacija. Najpre, transformacija varijabli pri N-gejdz trans-
formacijama je

B = B—-BA e,
(D.50)
C = C—Ve,,
dok dalja H-gejdz transformacija daje:
B = B —-C N g
= B—=—BA e —(C—Ve,) A &,
(D.51)
C.. — O.
= (' —Ve.
Razlika jednacina (D.49) i (D.51) je:
(erHeen N — genNeeo ) Bo = V&' Ae"Ta™ — Ve A e Tap® + 00" e Pen™ A e A € Toa® — €” A € fun“en Toa™
(eeh-Hee“-N _ ee“-Neeh-H)Cc — 7aaﬁ€ha I>ﬂb Cﬁub,
(D.52)
Primenom definicija preslikavanja 7 prethodne jednacine se svode na
(e e N —enNeaHYBe = Ve, A ey’ Top™ — Ve A €"Tap™ = V(ew AT ),
(eeh-Heen-N _ een-Neeh-H) cc = aca<6n /\T Eh)a 7
(D.53)

Uporedivanjem jednacina (D.47) i (D.53) sa jedna¢inom (6.58) dobijamo konacan rezultat za

komutator
(e HewN — e Nea ) — _ (e, AT &) - M. (D.54)
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D.3 Gejdz transformacije u 3B F' topoloskoj teoriji

Generator gejdz transformacija u 3BF' teoriji je:

6 = [ (T 0o+ e Goda-+ (Tues') (H + e ()
3

1 - 1 - B
+ E(VOGIAij) (L1) 4" + 561A1‘j (Lo)a”

+ (Voen™:) (Ml)ai + €m™i (Mo)ai + (Voen®) (Nl)a + 6na(NO)a

gde je

(él)a = _(I)(a)a )

)

7

(GO)Q = - (fa'yBBBOiq)<B)7i + C’aO Dozb a(D(C>bO + 6(102' Dozb a(D(ﬁ)bOi

1 y
—§7A0ij >aA B@(V)B” - @<V3)a) )

(Hi)a' = —2(8)d',

(Ho)ai = Cho D>aa bq)(B)m - 25b0jX(ab)Aq)(7)Aij + CI)(VC)ai )

<N0>a - ﬁbOi > aa b(D(B>ai + q)<g)a s

gde su €7, €%, e[Aij, em%, 1 €,% nezavisni parametri gejdz transformacija.

D.3.1 Gejdz grupa simetrije 3B F' dejstva

Algebra koju ¢ne generatori grupe simetrija (My)o', (M1)a!, (Go)as (G1)as (Ho)d!

(No)a, (N1)a; (Lo)a™ i (L1) 4% definisani u Dodatku D.3 je:

{(Go)a(@), (Go)s (D} = fas"(Go)y 87(F ~ ),

(D.55)

(D.56)

(D.59)



Dodatak D. Ukupna grupa gejdz simetrija 192

(G % G ™ (HL x (N1 x No) x (My % MO)))

—

Gy x Gy Hyp, % ((Ny x No) x (M x My))
f{[@g (Nl X No) X (Ml X Mg)
Z~}1><Z~}0 M1XMO N1XNO

{1}

Slika D.3: Grupa simetrije Gy, u faznom prostoru. Invarijantne grupe su okvirene.

fap" (M), 63z = 77),
fag" (M), 6ON(& = 7),

Douzb (ﬁl)bz(f) 5(3)(f - ?7) y

~ —~ —
—_— ~—~ ~—~
Y ) D
= = o
N N— S—
= 2 2
—~
B OB 3
Py E E
T &S
- T %
~ -~ ~
— — —~
SN
— — —
o

>aa’ (Ho ) (Z) 6O (& — 77) (D.60)

~

(B}
o
SN—
)
~—

8y
N—
—~
=
S~—
Q

-

~—~
<y
~—
—

Il

Daab (Nl)b(f) 5(3) (f - 37) )
>aa” (No)o(7) 6¢)(Z — 7)),

>aa?(Lo) 5" (%) 0¥ (7 — 7).

—— —— ——
—~ —~

D QD
(e () o
SN— S~— ~—
Q Q Q
—~ —~ —

8 &l 8
S~— S~— N—
—~ —~ —~

Q
Sz =
~— ~— ~—
b Q )

: —~ —
N
N —— —
—

I I Il

Grupa gejdz simetrije ima sledeéu strukturu. Prvo, grupe My x My, Ny x Ny i Ly x Lo sa
odgovarajuéim algebrama a;, a, i ag, gde je

a = Span{(Ml)ai} S Span{(]\N{O)ai}" az = Spa?{(Nl)a} & Span{(NO)a}ﬂ (Dﬁl)
ag = span{(L1)4"”} @ span{(Lo)a"},

su podgrupe ukupne grupe simetrije Qgg. Pored toga, podgrupe Li x Ly i M; x M, su in-
varijantne podgrupe ukupne grupe simetrije. Grupa N1 x Np nije invarijantna podgrupa
ukupne grupe simetrije, §to vidimo na osnovu Poasonovih zagrada {(Hp)'(Z),(No)*(#)} i
{(H)). (%), (No)*(7)} koje su jednake nekim linearnim kombinacijama generatora M; x M.
Moze se formirati direktan proizvod (Ny x Ng) x (M; x M), kako generatori ovih grupa medu-
sobno komutiraju, a dobijena grupa je invarijantna podgrupa ukupne grupe simetrija.

Zatlm razmotrimo podgrupu H Ly, odredenu algebrom definisanu generatorima (Ll)

(Lo)a¥, (Hy)s" i (Hy)s'. Ova grupa nije invarijantna pogrupa ukupne grupe simetrija, zbog
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Poasonovih zagrada {(Hy). (%), (No)* ()} 1 {(H1)a'(E), (No)* (%)}, iz istog razloga kao i pre.
Sada se mogu pomnoziti ove dve podgrupe, od kojih je jedna invarijantna, a druga ne, koristeéi
semidirektan proizvod, ¢ime se dobija invarijantna podgrupa Hy, X ((IV; x Ng) x (M x My)),
kojoj odgovara algebra ay:

G4 = Span{(MO)Oéi’ (Ml)oci7 (INJO)aia (ﬁl)ai7 (NO)aa (N1>aa (EO)Aija (I’l)Ai‘j} .

Na kraju, prateci istu liniju rezonovanja, razmatranjem grupe G1 x Gy dobijamo ukupnu
grupu simetrija Gy, koja je jednaka:

Gy, = (G x Go) x (ﬁL x (N1 x No) x (M; x MO))) .

Kompletna struktura ukupne grupe simetrija prikazana je na Slici D.3. Ovde su invarijantne
podgrupe ukupne grupe simetrija uokvirene.

D.3.2 Konstrukcija generatora simetrija 3B F' teorije

Kada zamenimo generatore (D.56) u jednacinu (6.30), dobijamo generator gejdz simetrija u
3BF teoriji sledec¢eg oblika

G = —/ dgf<(vO€mai>q)(B)ai — Emaiq)(.r)ai + (VQ€ga>q)(Oé)a + Ega (fa,yﬂBngiq)<B)w'
33

1 3
+ Co0 >ab a‘I’(C)bO + Baoi >ab aq)(ﬁ)bOz - §7A0ij >aa BCI’(’Y)B” — ‘I’(VB)a)

+ (Voea)2(C)a — en® (Booi aa "®(B)* + ©(G)a) (D.62)
+ (Voey ) P(B)a" — €5 (Cbo >aa '®(B)* — QﬁbOjX(ab)A‘I)(’Y)Aij + q)(VC)ai)

1 o1 .
- §(V06[Aij)¢(7)A” + 2€[Aijq)(VD)A”) ;
gde su €, €%, e[AZ-j, em®; 1 €, nezavisni parametri gejdz transformacija.
Generator gejdz transformacija simetrije (D.55) u 3BF teoriji (6.1), dobija se Kastelani-
jevom procedurom, pri ¢emu su za svaki par generatora Gy i G; zadovoljene relacije

Gi = Cprc, (D.63)
Go + {Gl, HT} - CPFC y (D64)
{Go,Hr} = Cprc, (D.65)

gde Cprc predstavlja neku vezu prve klase. Pretpostavimo, najpre, da generator ima strukturu:

a - / 07 (e (G + 0 (G’ + 66 (Cr)ga + 6" (Ci)go
X3

+é5%1(G1)pa’ + €%(Go)pa’ + € (G1)na + € (Go)na (D.66)
1. a1 i

+§€[Aij(G1)IA I+ §€[Aij(G0)IA ]> .

Prvi korak Kastelanijeve procedure predstavlja nametanje uslova

(G1)ma' = Cprc, (G1)ga = Cprc (G1)ya" = Cprc (D.67)
(G1)na = Cprc, (G1)ia” = Cppc, '

prirodnim izborom:

(Gl)mai = _(I)(B)ai Gl)ga = _(I)(O‘)av (Gl)hai - _q)(C)ai,

, (
(G = —P(B)a, (G1)ia¥ = D(7) 47 . (D.68)
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Ostaje da se utvrdi pet generatora Gy.
Kastelanijev drugi uslov za generator (Go)ma' daje

(Go)malj - {(I)(B)Oéz ,HT} = (CPFC)aia (D69)
(Go)ma" = B(Fa' = (Crro)a’,

gde je (Go)ma' = (Cpreo)a’ + ®(F)a'. Zatim, iz Kastelanijevog treceg uslova sledi

{(Go)ma' , Hr} = (Cpre)a’ s
{(Cprc)a’ + ®(F)o', Hr} = (Cprci)a’ s (D.70)

{(Cprc)a’, Hr} — f3,00"0®(F)" = (Cprei)a’

Sto daje jednacinu . '
(Crre)a’ = fora0’o®(B)".

Iz toga sledi da je generator:
(Go)ma' = [37a0”0@(B)" 4+ ®(F)a" . (D.71)
Kastelanijev drugi uslov za generator (Go)q. daje
(GO)ga - {‘I)(Oé)a ) HT} = (CPFC>a7

(Go)ga — 2(VB)a = (Cprc)a

(D.72)

tj. dobija se da je (Go)ga = (Crrc)a + P(VB),. Nakon toga, iz treceg Kastelanijevog uslova
sledi

{(GO)ga ) HT} = (CPFc‘l)a )
{(Cprc)a+ ®(VB)s,Hr} = (Cprct)a
{(Cprc)a, Hr} + Begoifar ®(F)" — o’ fus?®(VB),

1 3
+Ch0 >ab a@(g)b + Baoi >ab aq’(vc)bl - §'YAOij >aA BCI)(VD)B” = (Cprci)as

(D.73)

tj.
(Cprc)a = —Baoifay"®(B)Y + oo fag? (), — Cao ap “®(C)° — Baoi >ap “®(B)" + 29%0ij Dan PO(7)p"7 .

Sledi da je generator:

(Go)ga = —Bpoifar ' ®(B)" + O{Bofa,@vq)(a)q — Cao >ap “®(0)° .74
—Baoi Bab “O(B)" + §7A0¢j >aa ()57 + ©(VB), . ‘
Kastelanijev drugi uslov za generator (Go)a, daje
(GO)na - {CI)(C)& y HT} - (CPFC)a 3
(D.75)

(Go)na — P(9)a = (Crrc)a,
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gde je (GO)na - (OPFC)a + (I)(g)a

Zatim, iz tre¢eg Kastelanijevog uslova dobijamo

{(Go)na, Hr} = (Cprci)a s
{(Crrc)a+ ®(G)a, Hr} = (Crrci)a s (D.76)

{(CPFC)aa HT} + Otao >aa b(I)(g)b - BbOi > aa b@(]_‘)az’ - (CPFCl)a )

Sto daje
(Cprc)a = —a% Daq bq)(c)b + Broi >aa bq)(B)m .

Iz toga sledi da je generator:
(GO)na = —Oéao l>aa bq)(c)b + BbOi Doza b(I)(B)ai + (I)(g)a .
Kastelanijev drugi uslov za generator (Gg)p,' daje

(Go)pa' —{®(B)a", Hr} = (Cprc)d’

(GO)hai - (I)(VC')CLZ == (CPFC)ai )

(D.77)

tj. dobija se (Go)ya' = (Cpre)a’ + ®(VC),'. Nakon toga, iz treceg Kastelanijevog uslova sledi

{(Go)hai 3 HT} = (CPFCl)ai )
{(Cprc)d + ®(VC)o', Hr} = (Cprei)d’
{(Cprc)d’s Hr} 4 %0 >aa "®(VC)y' — Cho Bag "®(F)™ + 28°0; X(an) * (VD) 4" = (Cprci)a’ s
sto daje rezultat:
(CPFC)ai - —aao > aa bq)(ﬁ)bZ + CbO > aa bq)(B)ai - 2ﬁbOjX(ab)A(I)(’7)Aij .
Iz toga sledi da je generator:
(Go)hai = —a% Dag "P(B)' + Cho Daa "®(B)™ — QBbOjX(ab)A(I)('Y)Aij +®(VO)," .

Kastelanijev drugi uslov za generator (Gg)a% daje:

(Go)ia” + {®(v) 4" , Hr} = (Cprc) a7,

3 3 ) (D.78)
(Go)ia” + D(VD) a7 = (Cprc)a”,

tj. dobijamo (Gg)a” = (Cprc)a? — ®(VD)4". Zatim, iz tre¢eg Kastelanijevog uslova sledi

{(Go)ia” , Hr} = (Cppcr)a”
{(Cprc)a” — ®(VD)4", Hr} = (Cpre1)a” (D.79)

{(Cprc)a” , Hr} — a% >aa PO(VD) 7 = (Cprei)a
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Sto daje rezultat N Ny
(Crrc)a” = a® >aa P0(7) 57 .

Dobija se da je generator:
(Go)ia”? = a®) >aa PO(7)pY — ®(VD) 4. (D.80)
U ovom trenutku, korisno je rezimirati rezultate i uvesti novu notaciju:

émai(G1>mo¢i + Emai<G0)mai = _voemaiq)(B)ai + Emai(I)(F)ai
(D.81)

= v()emai(Ml)ai + Gmai(MO)ai .

Primetimo da se vremenski izvod parametra kombinuje sa nekim drugim c¢lanovima u kovari-
jantni izvod u vremenskom pravcu.
Za drugi deo ukupnog generatora dobijamo:

6" (G)ga + 6% (Go)ga = —€°P()a — 6% (Bgoifar ®(B)" — a0 fog ®(av),
1 3
+C0 Db “@(C) + Bagi >ap “®(B)y" — §7A0ij Doa PO(y) " — ‘I)(VB)Q)
= —Vo&"®(a)o — & (Bgoifor P(B)"

+Ca0 >ab aq)(c)b + 5(101’ > ab aCI)(ﬁ)bZ - 77A0ij >aa B(I)(’Y)B” - (I)(VB)oz)

2
= VOéga(él)a + Ega(éo)a .
(D.82)
Osim toga, sledi:
&% (G1)pa' + 6%(Go)pa' = —Voer i ®(B)a’ + €5 (Cho >aa ®(B)™ — 28, X (ap)* ®(7) 4" + d(VC),')
= Voﬂ)ai(ﬁfl)ai + Ehai(HO)ai ;
(D.83)
6-na(Gyl)na + 6na(C;O)na = —VoenaCI)(C)a + €ﬂa(ﬁb0i >aa b(I)(B)M + CI)(g)a) (D 84)
= VOGna(Nl)a + Ena(NO)a .
Na kraju, dobija se
1, PP y 1. a1 N y
§€[Aij(G1)[A T+ §€[Aij(G0)[A 7 = EGIAijq)(’Y)A T+ §€[Aija 0 P>aa Bq)(’)/)B J
1 .
—§€[A,‘jq)(VD)A”
(D.85)
= §V0€[ i ®(7)a"” — S (VD)a
1 - 1 - .
= §V0€[Aij(L1)A” + §€[Aij(LO)A”~

D.3.3 Izracunavanje algebre simetrija 3B F' dejstva

Da bi se dobila struktura grupe simetrija 3BF' dejstva, kao Sto je predstavljeno u podsekeciji
6.1.2, moramo najpre izracunati komutatore izmedu generatora G-, H-, L-, M- i N-gejdz
simetrija. Ovaj proces je opisan u odeljku 6.1.2, dok su detalji izracunavanja dati u ovom
odeljku.
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Komutator [H, H|

Sada ¢emo izraCunati komutator generatora H-gejdz transformacija, tj.

jednacinu (6.49).

Nakon transformacije promenljivih pri H-gejdzZ transformacijama za parametar ey, dobija se

o = a—0e,
, Oé—aﬁhl
B = = V €1 —e€nNeyr,
Ot—aﬁhl

7, = 7+ {6— V €51 — €p1 N €pa, €b1}pf + {ﬂ)laﬁ}pfa

B/ == B—(C’—D/\X1 Ehl—D/\X2 Ehl)/\TEhl—Ebl/\DEhl/\DD,

C/ = C—D/\X1€h1—D/\X2€h1,

D' = D.

(D.86)
(D.87)
(D.88)
(D.89)
(D.90)

(D.91)

Zatim, daljom transformacijom varijabli H-gejdz transformacijama sa parametrom ey dobija

se:

"

/B//

7

B//

C/l

D//

Vidimo da za promenljive o, C%, i D4 dobijamo da transformacije komutiraju:

a — Oeyy — Oepa,

a—0€p1

a—0ep1—0€p2

B— WV €y — €y Ne€p1— Vv
a—0€p1

V €51 — €51 A €1, €p1tpr + {€1, Blpr

a—aehl

v+{8-

Hp- Vv
+{en2, B—

Ehl
Oéfaehl

\Y

Ehg - 61]2 A\ Ehg s

a—0ey1—0¢€p2

— €p1 A €p1—

\Y

€n1 — €p1 A €n1tpr

€h2 — €n2 A €na, Ena fpf

B — (C —D /\X1 €h1 — D /\X2 6'71) /\T €p1 — €p1 /\D €h1 /\D D

—(C - D /\X1 €p1 — D /\X2 €p1 — D /\X1 €p2 — D /\X2 Ehg) /\T €p2 — €h2 /\D €p2 /\D D,

C—D/\XIEhl—D/\XQEhl—D/\X1€h2—D/\X2€h2,

D.

Ehl'H €h2-H

«
e € amy,
ep1-H nep2-H Ma
e e g,

eehl-Heehg-HDA

e

€h2-H

«

Ehl-Ha s

e

epo-H ~ep1-H MNa
ew2ewt e

e

q,2~Heeh1~HDA )

(D.92)

(D.93)



Dodatak D. Ukupna grupa gejdz simetrija 198

Za preostale promenljive, 3%, ¥4,,, 1 B, razlika jednacine (D.3.3) i analogne jednacine gde
€p1 <7 €h2 je:

(ecorHeewzH eEhZ'He“’l'H)%ﬁauu = Oy €21 > ac” — D" €1 [u€92° )] B> ac”
= 204" Xe)"en1”u/€02°w)
= 04"({enr A enatpr — {en2 A€gitpe)  un s
(efor-HeeorH — gevaHl ee“I'H)%’VAuup = 200uen, " )ens " X" + 265,10 (Oueny” ) Xy
+20° e, €0, o X(a)” o
= Viu({enr Aenator — {en2 Aenitpr) o s (D.94)
(e Heen2H eEhZ‘Heé"l‘H)%BaW = D" fuen1 1) (X1a0° + Xo4a) T
— D%y purena” ) (X1ap° + Xoap?) T ea®
= —2D 401 en2" 1 (X () Db € + Xo) D ©)
= 2D e fuien2’ X an” Bap

= (DA% ({en1 A enator — {ena A €1 tor) v -

Uporedivanjem jednacina (D.93) i (D.94) sa jedna¢inama (6.45), zakljuéujemo da je komutator
dve H-gejdz transformacije L-gejdz transformacija sa parametrom e[AW = 4eh1“[ﬂ|eh2b|y]X(ac)A:

ee"l'HeE"""H — eehQ'HeehllH =2 ({Ehl AN EhQ}pf — {6;12 A\ €bl}pf) . f/ . (D95)

Komutator [H, N|

Izracunajmo komutator izmedu generatora H-gejdz i N-gejdz transformacija, tj. izvedimo
jednacinu (6.81). Ovo se radi izra¢unavanjem izraza

(eq"Hee"'N — ee"'Neq"H)A , (D.96)

za sve varijable A prisutne u teoriji. Prime¢ujemo da je za varijable a®,, 8%, ¥4, i DA
dobijeno da transformacije komutiraju:

ey H jen-N o — en-N Lep-H
e et at, = e e at,,

-H en-N Qa _ N Lep-H Ra
e e 6 pv - e e 5 oz

(D.97)

ep-H jen-N 4 A _ en-N jep-H A A
e e Yo = €° e Y e
eE”‘HeE"'NDA — een-Neeh-HDA .

Preostale varijable B, i C°, se pri H-gejdZ transformacijama transformisu na sledec¢i nacin:

B = B—(C—DAN" ¢ —DN2e) A ey — ey AP ey AP D,
(D.98)
C' = C—D/\X16U—D/\X2€h.



199 D.3. Gejdz transformacije u 3BF topoloskoj teoriji

Daljom transformacijom ovih varijabla N-gejdz transformacijama:

B’ = B — ﬁl /\T €n
{a*—duey)
= B—(C—DMN'e¢—DNe)N eg—ey APey A\P D — (B— Ve, —egNey) N e,

{a<x78a<x6hu}

o' = O'— v €n

(D.99)

a®—0, %€y}

= C—-—DAN" ¢ — DAN®gy— \V/ €n -

Zatim, izmenimo redosled transformacija. Najpre, transformacija varijabli pri N-gejdz trans-
formacijama je

B = B-BA ¢,
(D.100)
¢ = (C—Ve,,
dok dalja H-gejdz transformacija daje:
B = B - (C — D Axt €y — D Ax2 Gh) AT €h — €p /\D €p /\D D

B—BAT e —(C—Ve,— (D +dey) N ey — (D + dey) N2 ) A" ey — 5 AP €y AT (D + ey)

Q
I

C. — D Axt € — D nx2 €p

= C — Ve, — (D+0e,) N ey — (D + den) A2 €.
(D.101)

Razlika jednacina (D.99) i (D.101) je:
(erfleanN —eanNeawr) B = Ve, " A" Top™ + 6% 6n"€” A €9 X1 4 Toa®
5A a,_ b dX e _ @ b5 e D a
+0" €€y N €y Aoy Jed €y N€poa € Dagy

Ve A 6" Tap™ + 0a ey e PerenToa® — €6® A € fup e Tea™

(erHem N — e Neew ) O = —(0"e) A" Xy 4" — (67 0€0) A eg" Xoay® — 0u ey >y e
(D.102)
Primenom definicija preslikavanja T, D, x1 i x2 prethodne jednacine se svode na
(eeh.Heen.N o een-Neeh-H)Ba — vena A Ehb,];ba . VEha A Enb,]:zba — v(en /\T eb)a,
(eeh.Heen.N . een~Neeh-H)Cc — aca<€n /\T Eh)a 7
(D.103)

Uporedivanjem jednacina (D.97) i (D.103) sa jedna¢inom (6.58) dobijamo konacan rezultat za

komutator
(e HewN — e Nea ) — _ (e, AT &) - M. (D.104)
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Dodatak E

Invarijantnost sume po stanjima na Pahnerove
poteze

E.1 Invarijantnost 2 B F' sume po stanjima na Pahnerove poteze

E1ll n=3
Pahnerov potez 1 <> 4

Leva strana Pahnerovog poteza 1 <+ 4 data je izrazom (8.20) i ne moze se pojednostaviti:
l.s. =0gy (h134 g3q > hi23 h2_314 h1_214) . (El)

Analizirajmo ¢emu je jednaka desna strana poteza 1 <> 4 data izrazom (8.21). Integralimo g5
koristeéi dg(g125), go5 koristeéi dg(gass) 1 gss koristedi dg(gaqs):

g15 = a(h125)925912>
925 = 3@235)935923; (EQ)

935 = 0 (h345) 945 g34 -

Zatim, integralimo h135 koristeci 5H(h1345), h125 koristeci 5H<h1245> 1 h235 koristeci 5H(h2345)2

hiss = hiss (gas > hisa) h§415 )
hiss = hiss (gas > hi24) h§415 ; (E.3)
hoss = haas (gas > hasa) has -

Preostale d-funkcije na grupi G svode se na dg(e)®. Pokazimo to. Koris¢enjem jednacina (E.3)
i identiteta (8.2) za trougao (234):

0c(9215) = 0 (0(hass) gas 924 925 )
= 0c(0(haas) 915 924 923 935 O(hags) ™)
= dg (8 (h2as) gus G2a 923 935 O(h3as) gas > 5(h234)71 8(h245)71) (E4)
= 0¢(915 924 933 931 915 O(h3as) " O(haas) gas 931 923 Ga7 915 )

= 5@(6)

201
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Zatim, za preostale dve d-funkcije na grupi G dobijamo da su ekvivalentne prvoj, pa sledi

oc(g135) = 0c(0(hiss) 935 913 915 )
= 0¢(0(has) gas > O(hazs) O(haas) " O(haas) gas 934 G13 91z a5 O(hizs) ™)
= 0c(0(hs) gas O(h13a)gas 9a5 931 913 912 Gas O(haas) gas > O(haza) ™ O(hass) ")
= 0¢(915 914 973 934 934 913 912 Go5 O(hoss) Gus G4 G12 914 Y
= 0c( 925 O(hass) gas goa)
= g (9245)
= dale),
(E.5)
6c(g1as) = 0c(0(hias) 915 914 915 )

= 0¢(0(hias) 915 914 913 Ga5 O(ha25) ")

= 0c(0(h14s) 915 914 912 925 O(haas) gas > O(hiog) ™" (9(h145)_1)

I
o)

Il
>0

G\g14 912 925 h245) 945 g24 g12 91_41)

(o
(o
(
(915 914 912 925 O(hass) 9asO(has) " g33')
(
= 0 (925 O(h2as) gas gou)

(

I
o)

G 9245)
= 5@(6)

Koristili smo jednac¢ine (E.2) i (E.3), kao i identitet (8.2) za trouglove (134) i (124). Zatim,
analiziranjem &z (h1235) dobijamo:

Op(hi2gs) = dm(hiss (935 > h123)h235 h125)

I
(%)

1 (Puas (gas > hasa) higs (935 © haos) hags hoas gas > higghiss)

= 0 (gas > hiza h345 (935 > ha2s) (hoas (g5 > hasa) h§415)_1 hoas gas > hl_214)

(
(
(
= Oy (945 > higa h345 (G35 > hi2s) haas Gas > h234 a5 B> h124) (E.7)
= 01(gas > ha3a (O(hsas) " g35) > haos gas > hagy gas > higy)

= dn (945 D> haga (9a5934) B> hi2s gas > hasy gas > h124)

= O0u <h134 934 &> hiag higy h124>

Zakljuc¢ujemo dakle da je desna strana poteza:

d.s. = 5@(6)3 (5H<h134 g3q > h123 h27314 h;214) . (ES)
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Konstante ispred integrala su |G| ?|H| sa leve strane poteza, odnosno |G|™°|H| sa desne
strane poteza, Sto kompenzuje razliku u faktorima |G| u izrazima (E.1) i (E.8). Zaklju¢ujemo
da je suma po stanjima (8.16) invarijantna na 1 <> 4 Pahnerov potez.

Pahnerov potez 2 <> 3

Sa leve strane 2 <» 3 Pahnerovog poteza imamo integral:

/dh234 6 (Pa3a) O (P23a) O (hasas) - (E.9)

Najpre, integralimo hagy koristeci dy(hasss). Dobijamo da je
hosa = gis D> hays g5 ™ hags gas > haas (E.10)

pa, zamenjujudi ovaj rezultat u izraz za preostalu d-funkciju na grupi G i koriSéenjem identiteta
(8.2) za trouglove (245), (235) i (345), sledi:

0c(ga3a) = 06c(0(hass) g3a gos 92_41)

(E.11)
= 0¢(915 915 924 G25 95 923 G35 935 Yaa Gas 945 934 923 Gor' )
= (SG 6)
Preostala -funkcija na grupi H je:
Or(hi23a) = Om (h134 (934 > ha23) hagy h1_214)
(E.12)
= 0 (hasa (934 > hasg) g5 © (s P Paas) Ping) -
Zakljucujemo da je leva strana poteza jednaka:
Ls. = |G| 0r (Puza (931 > Puzs) g5 B> (Rgs hogs hass) Piay) - (E.13)
Sa desne strane Pahnerovog poteza imamo integral:
/dgl5 dhi2s dhizs dhigs o (9125)50(9135)5G (9145)5H(h1235)5H(h1245)5H(h1345) . (E.14)
Najpre, integralimo g5 koriste¢i dg(g135),
g15 = O(h13s) g5 913, (E.15)
a zatim h125 koristeéi 5H(h1235) i h135 koristeéi 6H(h1345)2
hios = hass (935 > haos) hags (E.16)

hiss = his (gas > hisa) h§415 .
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Koristeéi ove rezultate u izrazima za preostale dve J-funkcije na grupi G' dobijamo da se svode

na dg(e)*:

5(;(9125) = J¢(0 h125 925 912 915)
= 0¢(0(hiss) gss > O(h123) O(hass) ™" gas 912 91_31 93_51 6(]1135)_1)

= 0c/(g35 > O(ha2s) O(hazs) ™" 925 912 G13 935 ) (E.17)
= J¢ (935 g13 912 923 935 3935 923 925 925 912 913 935 )
(

= (SG 6)

6c(g1a5) = 0c(0(huas) 9as 914 915)
= 0¢(0(has) 915 912 913 g5 O(hass) ™)
= 0g (8 his) 9as 14 913 935 O(haas) Gas > O(hnza) ™! 8(h145)_1) (E.18)
= 06945 914 913 935 935 934 95 9as 934 913 914 Ia5)
= dg(e).

Preostala §-funkcija na grupi H je:

01 (hi2as) = O (s (gas > Paza) hoys h125>
= dp(h1as (Gas > ha2a) h245 hass g3s > h123 h135)
= 0p (has gas > huoa hays hoss gss > Pigs haas gas > higy h145)
= 0 (gas > hi2a h245 hass g3s > h123 h3as gas > h134)

(E.19)

= 01 (ga5 > huoa hiys hoss haas (gasgsa) ™ Ry gas D> hisy)

1 (h124 955 > (hays hoss haas) gsa > higg h1314)

I
(=9

1

(

(

(

(

= 017 (915 > Puoa hifs hozs haas (O(haas) ™ gss) ™ Ay gas > hisy)
(

(

= O (hasa (g3 D> hass) gis D> (hags hogs hoas) hiny) -

Vidimo da su izrazi (E.12) i (E.19) jednaki. Preostala integracija po elementu hyys je trivijalna,
pa je desna strana poteza:

d.s. = 0c(e)? 6 (hisa (934 > hios) gas > (higs hags haas) hiy)

(E.20)
= |GI* 61 (h1za (931 > ha2s) gis & (higs hags hoas) higy) -

Razlika u faktorima |G| u izrazima (E.13) i (E.20) kompenzovana je konstantama ispred in-
tegrala — faktorom |G|~*|H|' sa desne strane i faktorom |G|™3|H|' sa leve strane poteza. Za-
kljuéujemo da je suma (8.16) invarijantna na 2 <» 3 Pahnerov potez.
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El2 n=4

Pahnerov potez 1 <> 5

Leva strana Pahnerovog poteza 1 <> 5 data je izrazom (8.25) i ne moZe se pojednostaviti.
Ispitajmo ¢emu je jednaka desna strana poteza, data jednacinom (8.24). Najpre integralimo
po varijabli g1 iskoristivsi pritom J-funkciju d¢(g123), zatim varijabli g13 koristeéi dg(g134), 914
koristecéi dg(g145) 1 varijabli gi5 koristeéi dg(gi156):

g12 = ga3 O(h123) " 13,
913 = g3 O( )
guu= g5 (his) " g1,
915 = Gsg O(huse)

(E.21)

Zatim, integralimo varijablu h123 koristeci 5H(h1234), h124 koristeci 5H<h1245>, h125 koristeci
5H(h1256)7 h134 koristeci (5[{(]11345), h135 koristeci 6H(h1356) 1 h145 koristedci 5H(h1456):

hi2s = g1 D higy g3 D Puoa gaq D hoss
hioa = gi5 ™ higs Gas > haos 95 © haus
hiss = g6 ™ hiss Gag D haze 9 & Pase ,
hiss = G5 > higs g > hiss g > haas
hiss = g6 > hing Ga6 B hase 956 > hase
hiss = g6 > Ning Gag B hiae gsg > Pase -

(E.22)

Nakon ovih integracija Sest d-funkcija na grupi G prisutnih sa desne strane poteza svode se na
dc(e)8. Dobijamo:

5G(g124) = 5G(9125) = 5G(9126) = 5G(9135) = 5(}(9136) = 5G(9146) = 50(6) .

Detalji racuna su isti kao i u slu¢aju 1 <+ 5 Pahnerovog poteza za 3BF' sumu po stanjima i dati
su u narednom odeljku. Pokazimo da se sada preostale d-funkcije na grupi H svedu na 6z (e)™.
Najpre, pravolinijskim ra¢unom dobijamo za 0y (h1235):

Op(hi2gs) = dm(hiss (g35 > h123)h235 h125)
= oy h135 935934 (h134 hi24 h234) h235 h125)

= 0 (hass (935951) > ((9as & (hags Pigs hias higs Puos haas)hasa) hags Pios)

|
(9

H h245h345 935934 ) > ho3s h5315>)
= Om h245h345 haas 8(h345)7193593711) > hasa h§415 h5315)
= 0p(hoas gas > hosa h345 h235>

(
(
(
= O (huss haashyls BT hazs hoashiis (9ssg5it) & hass has hik)
(
(
(
= on(

e).
(E.23)

U prethodnom smo koristili identitet g5 = O(hsss) 'g3595, za trougao (345), kao i izraz
Roas Gas ™ Posy hajs hogs = € za tetraedar (2345). Analognim postupkom za vrednost J-funkcije
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5H(h1236) dobijamo:

dr(hiass) = Om(hase (g36 > hi2s) h236 h126)
= O (hise haas 946934) > hyas h346 h236 h126)

I
o9)

i (Pi3e Pigag gas > (h134 hi24 h234) h346 h236 h126)

= 0p(hise haae Gas > (h134 hi24 h234) G46 > h234 h246 h126)

= dm(hise h346 946945 ) <h345 956 (h‘356 h136 hiag h256)h245) h246 h‘126)

= 0 (hss has (946935 ) B> hisss hase higss Mg hazs hase g5 = hass higs haig hiss)
= Ou (hase haas hass gso > higs hise hisg hioe h126)

= Op (hase hisg hiss h126)

(
(
(
(
= On (7s6 Pisas (9a6915 ) © (hias higs has hass) higgs Piag)
(
(
(
(
= dnfle).

(E.24)
Koristili smo identitet (8.6) za tetraedre (2456) i (3456), kao i identitet (8.2) za trougao (456).
Sli¢nim postupkom dobijamo da su d-funkcije 0 (hi246) = 0 (h1346) = I (e). Dobijamo da

je desna strana poteza jednaka:

d.s. = 6c(e)%y (e)* = |GIS|H|*. (E.25)

Faktori u izrazu (E.25) kompenzovani su konstantama ispred integrala — faktorom |G|~ ''|H|~*
sa desne strane i faktorom |G|™°|H|? sa leve strane poteza. ZakljuCujemo da je suma (8.16)
invarijantna na 1 <+ 5 Pahnerov potez.

Pahnerov potez 2 <> 4

Leva strana poteza jednaka je d-funkciji
011 (hosas) = hass haas (gas > hagy) hags - (E.26)
Da bismo videli ¢emu je jednaka leva strana poteza, koristicemo Lemu 17.

Lema 17 Neka je za dati 4-simplex (jkfmn) zadovoljen identitet (8.6) za cetiri tetraedra (kfmn),
(j¢mn), (jkmn) i (jkfn) i identitet (8.2) za sve trouglove na njihovoj granici, sledi da je ide-
ntitet (8.6) takode zadovoljen za peti tetraedar (jkém).

Na osnovu ovog opsteg rezultata, mozemo pokazati da se leva strana poteza svodi na
5H(h2345> = 5H(6) = |H| . (E27)

Ispitajmo sada ¢emu je jednaka desna strana poteza, tj. integral (8.27):

/d916/dh126dh136dh146dh15650(9126)50(9136)50(9146)50(9156)51{(h1236)5H(h1246)5H(h1256)5H(h1346)5H(h1356)5H(h1456)~
(E.28)
Prvo integralimo g4 koriste¢i dg(g126),

916 = O(h12s) g6 g12 - (E.29)
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Zatim, integralimo h126 koristeci 5H(h1236)7 h136 koristeci 5H<h1346) 1 h146 koristeci 5H(h1456)7 na
osnovu ¢ega dobijamo

hiss = hase (936 ™ hi2s) hogg »
hiss = hise (Gag > hi3a) h3_416 ; (E.30)
hiss = hase (gs6 &> hias) h2516 .

Preostale tri -funkcije na grupi G svode se na dg(e)?, tj. pokazuje se da je dg(g136) = dc(g1a6) =
da(g156) = 0c(e). Dokaz je isti kao u slucaju 3BF, za detalje pogledati sledec¢i odeljak.

Preostale tri d-funkcija na grupi H svode se na dg(e)?, slicnim postupkom kao i u sluc¢aju
1 «» 5 Pahnerovog poteza, tj. dobijamo 0y (hi3ss) = dp(hi24s) = Om(h12s6) = du(e). Najpre,
pokazimo da je dp(hiss6) = dm(e):

0r(h1sss) = O (s (gs6 ™ Puss) hasg hisg)
= dn (h156 56 &> h135) hasg haae gas > hisy h146)
= dn (956 > hass hasg hass Gas ™ hisy huse gse h145)
= Om (956 > (gas &> husahisas) hasg haas gas ™ higy h456) (E.31)
= om (946 > h1sa hase g56 & hsas Piasg hass gag ™ h134)
(

= 0y (hase gs6 = haas h356 h346)

= dnle).
Zatim, 5—funkcija 5H(h1246) je:

O (hioas) = Om (h146 a6 > hi2a) hoyg h126)
= 0p (g (916 > ha2a) hayas hass 936 > Pios hass gag > hisy h146)
= Opy (946 > Ni2a h246 ha3ze g3 > h123 h346 ga6 > h134)
= 01(ga6 > 124 (O(haae) ™" O(hase) gs6) > higs Py hass Pase gas > hizy)  (E.32)
= 0m (946 > hias (946924923 ) B higg Ga6 > hasa gag > h1_314)
= g (946 > hi2a g ©> hasa (ga6gaa) B> Pigs Gas > h134)
(

e).

= iy
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Preostala o-funkcija g (hias6) je jednaka:

O (hi2se) = m(hase (gs6 > hi2s) h256 h126)
= O (hise (gs6 > hi2s) h2_516 (hase g36 > h1_213 h1_316))
= dp(hise (956 > hi2s) h256 hase g36 > h123 h3a6 gas > h134 h146)

= dp (h1se (gs6 > hi2s) h256 hass g3 > h123 h3a6 gae > h134 hasegse > h145h156)

(
(
(
(
= dm (956 D> 15 hang hass 9ss > Pios haas Gag ™ iy hasegse > h145)
= Oy (h256 hase 936 B> higs hase 9ae ™ higy hasegss > (gas > h124h245))
= 0gm <h236 936 ©> hiys hae 9as > higy gas > hiza h246)
= gy <h236 h3a6 (916934 ) > h123 Gae &> h134 Ga6 > hi2g h246)
= Oy (946 > hasa (946931 ) B> Pias 9ae B> Pizy gas & h124)

(

= 5]-1 6)
(E.33)

Preostala integracija — po elementu h;56 grupe H je trivijalna, odnosno desna strana se kona¢no
svodi na:

d.s. = 0g(e)*ox(e)® = |G)* |H|?. (E.34)

Konstante ispred integrala su |G|™8|H|™! sa leve strane poteza, odnosno |G|~ |H|™ sa desne
strane poteza, Sto kompenzuje razliku i izrazima (E.27) i (E.34), na osnovu ¢ega zaklju¢ujemo
da je suma po stanjima (8.16) invarijantna na 2 <> 4 Pahnerov potez.

Pahnerov potez 3 <+ 3

Analizirajmo najpre desnu stranu poteza, tj. integral:

/ dh1235G (9123) 5H(h1234)5H(h1235)5H<h1236) : (E35)
H

Integralimo hyo3 koristeci dg(hi234) 1 dobijamo:
h123 = g@l > h1_314 93_41 > h124 93_41 > h234. (E36)

Moze se pokazati da je preostala d-funkcija na grupi G, §-funkcija d¢(g123) = d¢(e), videti dokaz
invarijantnosti 3BF' sume po stanjima na 3 <+ 3 Paherov potez.

Za oO-funkciju &g (hi2ss), primenom identiteta (8.2) za trougao (345) i identiteta (8.6) za
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tetraedre (1345), (1245) i (2345) dobijamo:

0r(hi2ss) = O (hass (935 > hazs) hags hios)

= O (7nss (935931 ) > (higa haoa hasa) hags higs)
= 0ny (h135 haasgas > (hisy haza hasa) hags hogs h125)
(E.37)
= 0m (h145 a5 &> (h12a hasa) hags hoss h125)
= 0m (h245 a5 &> hagy hagy h235)
().

Za d-funkciju 7 (hia3), primenom identiteta (8.2) za trougao (346) i identiteta (8.6) za tetrae-
dre (1346), (1246) i (2346) dobijamo:

O (hi2ss) = Om(hise (936 > hi2s) h236 h126)

= dpy h136 936934 (h1_314 hi24 h234) h2_316 h1_216)

(E.38)
= Op(h14e ga6 > (h124 hosa) h346 h236 h126)

(
(
= 0y (hase hassgas > (higy hiza hasa) hijg higg higs)
(
= 011 (s 9o ™ Posa bl his)

(

= 5H 6)

Zakljuc¢ujemo da se izraz sa desne strane Pahnerovog poteza svodi na

d.s. = dg(e)on(e)® = |G| |H|?. (E.39)

Analizirajmo sada levu stranu poteza, tj. integral:

/ dh4565G (9456) 5H(h3456)5H(h2456)5H(h1456) : (E40)
H

Integralimo hyse koristecéi d-funkciju dg(hsgs6). Zamenjujuéi svuda dobijeni izraz za hyse do-
bijamo da se d-funkcija d¢(ga56), primenom identiteta (8.2) za trouglove (346), (356) i (345),
svodi na:

5G<g456) = 5@ (6) . (E.41)
Sli¢nim postupkom kao i sa desne strane poteza, dobijamo da su d-funkcije 6y (hi4s) 1 g (h2ase)
jednake dp(e)?. Konac¢no dobijamo da je leva strana poteza jednaka:

l.s. = dg(e)dn(e)* = |G| |H|*. (E.42)

Broj k-simpleksa sa obe strane 3 <> 3 poteza je isti za sve k, tj. koeficijenti ispred integrala su
jednaki u ovom sluc¢aju i prema tome nisu od znacaja.

E.2 Invarijantnost 3 BF' sume po stanjima na Pahnerove poteze

U ovom dodatku prikazan je dokaz da je suma po stanjima (9.22) nezavisna od triangulacije
mnogostrukosti, tj. invarijantna na Pahnerove poteze.
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E21 n=14
Pahnerov potez 1 <> 5
Koristedi identitet (2.90) o-funkcija na levos strani poteza 0r,(lazase) je:

01 (l23456) = Or (l2346_1(h236 > I3456)l2356 256 &> (956 D l2345) 12456 haae ' {hase,(g56945) > h234}pf)~
(E.43)

Ispitajmo ¢emu je jednaka desna strana poteza, data jedna¢inom (9.23) posle integracije. Najpre
integralimo po varijabli g iskoristivsi pritom d-funkciju dg(g123), zatim varijabli gi3 koristeci
dc:(g134), gra koristeci g (g145) 1 varijabli gi5 koristeéi dg(gis6):

g2 = 92}1 A(h123) " 13,

913 = 934 <h134) 19147

914 = ( 145) gi5
)"

1
g15 = 956 (h156 1916

(E.44)

Zatim, integralimo varijablu hijoz koriste¢i dp(hi234), hi24a koristeéi dp(hi2ss), hi2s koristeci
dp(hias6), higa koristeci 0y (hisas), hiss koristedi 0 (hisse) 1 hias koristeéi g (hiase):

higs = 934 > higy 934 > 8(li234) " g1 > huoa g3q D> hosa

hios = gis > higs 95 > 6(lioas) ' gas' > haos 95 & hoas

hios = Gsg B> hisg Gg > 0(li2s6) " Gag B> ha26 gsg B> hase ,

hiss = g > higs 95 > 0(lisas) ™" gas > hazs gas B> has

hizs = ggel > higg 95?61 > 6(l1356) " 956 > hase 56 > hase

hiss = Gag > hisg Gg > 0(liase) " Gag D hiae Gog D> hase -

)"
§_1 (E.45)
)

Nakon ovih integracija Sest d-funkcija na grupi G prisutnih sa desne strane poteza svode se na
dc(e)8. Skicirajmo dokaz. Najpre,

0c(g124) = 06 (0(h124) 924912914 )
= 0c(9(h124) 924933 O(M123) " g13974)
= 0¢(0(h124) 924953 931 O(hasa) L O(h124) 1 0(h134) 934913914 (E.46)
= 06(0("124) 924955 934 (934923 g1 ) O(P124) " 'e)
= dg(e).
Zatim, dobijamo
6c(g125) = 06 (0(hi25)925912915 )
= 0¢(0(h125) 925953 O(h123) "' g13915 )
= 06(0(7125) 925923 951 O(hasa) " O(h1as) " O(hisa) 934913975 )
= 0¢(0(h125) 925933 931 0(hasa) 7 g5 (O(haus) "r0(ha2s) " 0(R1as)) 5914915 )
= dg (8 h125) 925923 934 (934923 94 )945 (945924 925 )8(h125)_1e)

= 5@(6)
(E.47)
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Sli¢no,
dc(9126) 6 (0(ha2e 926912916)

(

0c:(0(h26) 926923 O(h12s) 1391 )

0 (O(P126) 926923 931 O(hza) " O(h124) " O (ha3a)g3ag13916 )

0 (O(h126) 926923 931 O(hasa) ™' gag O(haas) 'O (Pa25) "' (a5 ) 9as0(hasa) gsag1sgi )
8¢ (0(h126) 926923 931 0(hasa) ~ g5 O(haas) ~ gag O(hase) " O(ha2s) ' O(hase) g6

O(h145) 95914916 )

06 (0(h126) 926923 931 (934923 924 )95 (945921 925 )96 (95695 96 )0 (h1ze) ™!

(9169{5,19561)9569159%1)

5@(6).
(E.48)

Za 0¢(g135) dobijamo takode

5 9135

= 0¢(0(hi3s) 935 913 915 )

= 86(0(hi3s) g3s5 931 O(h13a) ' gua 91_51)

= 6c(0(hiss) gss 934 945 5@345)_18(h135)_1 O(h1as) gas 94_51 a(hms)_1 gi15 91_51)

(o
= dg ((9 hiss) 935 931 915 O(haas) " 0(huss) 'O (hias) gas g1a gfg)l)
= 50(8 hi3s) 935 934 945 (945 934 935 )3(h135)71)

(

= 5G 6)
(E.49)

kao 1 za 5@(9136)2

e (9136)

dc (0(hise 936913916)

0 (O(h136) 936934 a(h134)_191491_61)

e 8 h136 936934 945 8(]1345) 956 a(h356> 8(h136)_1a(h156)g568(h145)g4591491_61)

(o
50(8 (has6) 936934 95 6(h345) a(}1135)71(9(h145)94591491_61)
e (8 hise) 936931 915 (945931 935 ) 956 (956935 936 )8(h136)_1€)
(

5H 6)
(E.50)
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Najzad, preostala o-funkcija dc(g146) na grupi G postaje

6c(gias) = 66 (0(has) ga6 914 916 )
= 0¢(0(h1as) 916 (925 O(h1as) ™ g15) 916 )
= 0 (0(huas) gas 9a5 O(h1as) ™" (gsg O(Puse) ™" 916) 916
= 0 (9(h1as) 916 95 Gss O(hase) O (haae) " O(hass)gs6 (956 O(Pase) ™" g16) g )
(

= 5@ 6)

(E.51)
Zatim, integralimo l1235 koristeéi 5L(l12345), l1236 koristeéi 5L(l12346); l1246 koristeéi 5L(l12456> i
11346 koristeéi 5L(l13456)7

li2gs = (hi2s >’ la345) 1245145 >’ (g5 > 11234)51_3145 hyss >’ {h3as, (ga5g34) > h123}pf ) (E.52)
li2s6 = (hi26 >’ l2346) 11246146 >’ (Ga6 > l1234)l1_3146 hige > {h3a6, (ga6g3a) > h123}pf ) (E.53)
li2as = (P126 B> loase) 1256156 &' (956 > 11245)l1456_1 hiag > { hase, (956945) > h124}pf7 (E.54)

l1346 = (P36 >’ l3456) 1356 156 >’ (g56 > l1345)l1456_1 hg6 > {has6, (g56945) > h134}pf- (E.55)

Pokazimo da se sada preostale d-funkcije na grupi H svedu na dy(e)*. Najpre, pravolinijskim
ra¢unom dobijamo za 0 (hi235):
Or(hiass) = 5H(5(11235)h135(935|>h123)h2_315h1_215)
= 5H(5((h125>'52345)11245h145D'(945>l1234)l1_3145h135D'{h3457(945934)>h123}pf)h135
(935>h123)h5315,hf215)
= 5H((h1256(l2345)h;215)5(l1245)}L145(g45[>5(l1234))hf4155(ll345)71h1356({h3457(945934)|>h123}pf)}L;315)
h135(935>h123)h§315hf215)
= Oy <h235h345(945>h2_314)h2_415h1_215h125h245(945>h1_214)h1_415h145(945>(h124h234(934>h1_213)h1_314))
hifs(h14s(945>h134)h§415h1_315)h1355({h3457(945934)>h123}pf)h1_315h135(935>h123)h2_315)

= Ou(hass ((945934) thzlg) 450 ({has,(945931) > Pi2s bpr ) (9355 haas).

(E.56)
Iskoristivsi identitet

5{h1 s hg}pf(a(hl) > hg)hlhglhl_l =€, (E57)

i jednadinu gs5 = O(h345)7a5934, pri Cemu za elemente hy i hy biramo hy = hgys 1 ho = (ga5934) >
h123, dobijamo

O (hi2ss) = du(e). (E.58)
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Analognim postupkom za vrednost d-funkcije dp(hi236) dobijamo:

O (hioss) = Ou(0(lhase)hass(gse>haas) haogshing)
= oy (6((hl%>’12346)11246hl46|>’(g46>112361f3146h136>’{h346,(946934)Dhm}pf)hm(ggﬁ>h123)h;316hf216)
= 6H((h1266(l2346)h;21(35(11246)h146(946>6(11234>)h174166(11346)71h1366<{h3467(946934)\>h123}pf)hf31fi)
h136(936>h123)h§316hf2163>
= om <h236h346(946>h2_314)h2_416h1_216h126h246(.6146>h1_214)h1_416h146(!J46>(h124h234(934>h1_213)h1_314))
hi;ls(h146(946>h134)h§4leshf316)h1365({h3467(946934)D’L123}pf)hf316h136(936'>h123)h:7316)

= Op(hase ((946934)>hf213>) 166 ({Pi3a6,(9a6934) > hi2s Yor ) (9365 Paa3)-

(E.59)
Koristedi jednacinu gzg = O(haae)ga6gss, 1 identitet (2.6) gde su hy = hgag i ha = (gasg3s) &> 123,
dobijamo:

O (h1ass) = dm(e). (E.60)

Slicnim postupkom dobijamo da su d-funkcije dg(hi246) = O (hi346) = du(e). Preostala o-
funkcija na grupi L je 61 (l12356),

01 (li23s6)= 5L(l1236_1<h126>/12356>l1256h156>/(956>l1235)11356_1h136‘>/{h3567(g56935)>h123}pf)-
(E.61)
Koristeci jednacine (E.52), (E.53), (E.54) i (E.55), dobijamo:

or(hasse) = 5L<h136>/{h346;(946934)>h123};f1(h136>/l3456)l1356h156>/(956>l1345)l1456_1
h146>/{h4567(g56.g45)>h134}pfh146>,(g46>l1234)71h146>,{h456a<g56945)>h124}gf1l1456
his6B>" (9560 l1245) " 1a56 (Pa26D>"loass) ! (ha2sD>'lasas ) (P26l lagss) 1256
haset>' (9562 ((h125D>'To3a5 ) li2as h1as D> (9as>1l1234) ligus hasst>'{ haas, (9a5.934) > Paas Yor))

l135671h136>,{h3567(956935)|>h123}pf> .

(E.62)
Koristedi identitet (2.62) o-funkeija o, (l12356) se svede na:

Or(lizgss) = 5L<(h136>/13456)l1356h156>/(956[>ll345)l1456_1
h146‘>/{h456a(.956945)Dh134}pfh146>l(g46‘>ll234)71h146>l{h456a<g56.g45)>h124};f1l1456
5(h156‘>/(956>11245)_1)|>/((5(11256)_1h126) D/(12_4156lz_?,14612356)h156‘>/(956>(f1125|>/l2345))>

hase>" (956> (h1as>' (gas >11234)l173145>)l135671 (h1se h346)D/{h§41<;h356956>h345 (956945934) >h123}pf) .

(E.63)
Posle komutacije elemenata, d-funkcija se svodi na

0r(li23s6) = 6L((h156l>/(g56|>6(11245)_1)5(11256)_1h126)|>l(1274156l273146l2356h256‘>/(956‘>Z2345))
haset>' (560> (h1ast>' (945> l1234) 1 154s) ) 11356~ (136haae ) > { haishase 9565 haas, (956 9a5 934) B> hias e
h136|>/l3456h156|>l(g56|>ll345)(5(11456)_1h146)‘>/({h456a(g56945)‘>h134}pf)

(6(lias6) " haae)>" ((g46>11234) 1) (5(11456)_1h146)|>/{h456,(956945)>h124};f1) .
(E.64)
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Tetraedar (3456) je deo podintegralne funkcije sa obe strane poteza, pa moZemo koristiti iden-
titet (9.19) za 8 (hayss), odnosno jednakost hgikhasegss > hass = hajs > 6 (Isass) “hase. Zatim,
primenom identiteta (2.62) dobijamo

{h§416h356956 > haas, (G56945934) > haostpr = {h§416 > 8(l3456)  hase, (956945934) D> h12s }Fpr
= (h§416 >’ 5“3456)71) >’ {hase, (956945934) D> P23 bpr
{h§416 > 8(l3456) ", (ga693a) > Pi2s }pr
haig ' Lo {Pases (g56945931) B> hizs tot

((g46934) > h123h§416) > l3456 ,
(E.65)

gde smo u zadnjem redu iskoristili definiciju dejstva >’ grupe H na grupu L. Zamenom jed-
nakosti (E.65) u jednacinu (E.64) dobijamo

Or(liogse) = 5L((h156|>/(956\>5(11245)_1)5(11256)_1h1265(l2456)_1)[>’(lg_gl46l2356h256\>/(956[>l2345)12_4156)
s>’ (9565 (h1as>" (9as>11234) ) (haset>' (9560 (lisas )~ )0 (lisse) ™ Rzed (I3ase) ~ haag) >’
({h4567(956945934) D>h123 }pr ((9a6934)>hi23) >/13456) (6(l1456) " haae)>’ ({h4567<g56945) l>h134}pf)

(6(l1456) " h1ae)>' ((gast>li2sa) ) (5(l1456)_1h146)|>/{h4567(956g45)|>h124};f1) :
(E.66)

Komutiranjem elementa [3456 na kraj izraza, dobijamo
Or(li2sss) = (5L(<h156|>/(g56I>6(l1245)_1)6(l1256)_1h1265(12456)_1)|>I(l273146l2356h256|>l(956>l2345)l;4156)
P55 (565> (h14sD>' (gas>11234)) ) (hase>' (9560 (li3as) ™" )0 (lisse) " hised (l3ase) ™ higae) >’
({h4567(g56945934) l>h123}pf) (0(l1as6) ™ haag) >’ ({h4567(g56945>|>h134}pf)
(5(11456)71h146)>/((946>11234)71)(5(11456)71h146)|>/{h4567(.956.945)|>h124};f1

(h1569560> P145R246 946> Rosa h§416) |>/l3456) ) .
(E.G?)

Delovanjem na ceo argument d-funkcije sa (his6 > (gs6 > 0 (l1245) 1) (l1256) " h1260 (loase) 1) 71>,
dobijamo
Or(l12356) = L (12_3146l2356h256 |>/(g56|>l2345)12_4156 (h246h456(g56945)|>h1_214> >
((956945) >11234 ((956945)>h134h2516) >'{ has6,(956945934) [>h123}pf
et { hase,(956945) > ha3a borhise™> 9a6™> 1054 (Rase 916> Paoa ) > { huse, (956945 ) ‘>h;2111}pf)

(h246946D>haza h§416) >'l3456.

(E.68)
Nakon §to iskoristimo identitet (2.63) za {hase, (g56945) > (h134g34 > h123) }pf, tj. jednakost

{has6,(g56945) > (h13agza>hia3) tpr= {hase,(956945)>P134 pr (Ga6>h134) >'{ hus6, (956945 934) > P13 Fof
(E.69)
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izraz se svodi na:
0r(li2ss6) = 5L(l53a6l2356h256Dl(g56>l2345)l541gf,6
haae>' ((h456(956945) >Ry ) >’ ((956945) D> l1938h3565" { s, (956945 ) > (P134g3at>ha2s) e
hZ516>946>11_2134> {h456>(956945)|>h1_214}pf> (h246g46>h234h3_416) >>'l3456.
(E.70)

Zatim, primenom identiteta (2.63) na ¢lan {hase, (gs6945) > (h1a40 (l1234) h134g34 > hiag) }p vidimo
da se ¢lanovi sa [1234 poniSte, tj. dobijamo izraz,

6r(hiazse) = 01 (Igs6l23s6 256> (95601245 ) 2456
hasg Dl{h4567(g56g45)|>(hlezlé(l1234)h134934‘>h123)}pf(h246946|>h234h:;41ej)>/l3456
= 0t (1234671l2356h256 D>’ (g565> 12345 ) loase ™" Paas>'{ huse,(956945) > haza b pe (0 (l2346) " hase) >/13456))

= 5L<l23456)-
(E.71)
Zakljuéujemo da se preostala d-funkcija 6, (l12356) sa desne strane poteza svodi na delta funkciju
01 (la3456) sa leve strane poteza. Integracije po elementima 1934, l1245, L1956, (1345, L1356 1 1456 SU
trivijalne i konacan izraz sa integral sa desne strane je:

d.s. = 5g(€>6§H(€)45L(123456) = ‘G|6|H|4§L(123456) . (E72)
Razlika u faktorima u izrazima (E.43) i (E.72) kompenzovana je konstantama ispred integrala —
faktorom |G|~ |H|™*|L|7! sa desne strane i faktorom |G| ™| H|°|L|~! sa leve strane. Zakljucu-
jemo da je suma (9.22) invarijantna na 1 <> 5 Pahnerov potez.

Pahnerov potez 2 <> 4

Najpre analizirajmo levu stranu poteza, izraz
/d123455H(h2345)5L(123456)5L(512345)- (E.73)
L

Prvo integralimo logy5 koristeéi d-funkciju 0y (119345),

logas = higs™ ' > (l1235h135 >' {has, (9a5934) > h123};f1l1345h145 > (a5 > 11234)_151_2145) . (E.74)

Preostala o-funkcija na grupi H dp(hosss) sada postaje,

O (5 (l2345) hoas (945>h234)h§415>h5315>
= Om (h125_15(51235)h1355({h345;(945934) Dh123}1;f1)h1i°>155(l1345)h145(945D(S(lm?"*))_lhf‘l%

8(l1245)  hioshass (945>h234)h§415h2_315) .

6H (h2345 )

(E.75)
Primenom identiteta (9.19) za tetraedre (1235), (1345), (1234) i (1245) izraz (E.75) se svodi
na:

Om(hogss) = 5H(h125_1h125h235(935l>h1_213)h1_315h1355({h3457(945934)|>h123};f1)h1_315h135h345(g45|>hl_314)

hsh1as 955> (hasa (934D haas) hogy gy ) higs has (9as™ i) hijs P aos oas (9ast> hasa) higs hoss)

Oy <(935 thglg,)5({h345 (945934)> P23 };fl)h345 (945934)> h123)h§415) .
(E.76)
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Zatim, primenom identiteta (2.6) za hy = hgs 1 hy = (gasgss) > higs 1 identiteta gs; =
O(hs4s) 945934 dobijamo:

Or(hasss) = Om(e). (E.77)

Preostala d-funkcija na grupi L 07, (lazas6) je

Or(lazass) = 5L(12346_1(h236>/53456)l2356h256D/(9561>12345)12456_1h246>'{h4567(956945)|>h234}pf)-
(E.78)

Primenom jednacine (E.75) dobijamo:

0r(l2sass) = Or <l2346_1(h236>/l3456)12356h256|>/<g56‘>(h125_1|>,(11235h135>,{h345a(g45g34)|>h123};f1

l1345 145> (9a5>11234) _llf2145) )) laas6 ™ haae>'{ Puse,(956945) [>h234}pf> }
(E.79)

Komutiranjem elemenata dobijamo izraz:

Or(lassss) = Op <l245671l23467112356(h256956|>h12571)|>lg56|>11235 (h256956>h12571956[>h135) >
((935 D> h123hia6) > I3456) { 9560 Pisas (956 9a5 934) > o };fl (9565345 (g56945) > (123 hogy ) hime) >’
{h4567(g56945)>h234}pf> (h256956>h12571)|>/956 >l1345

(hasegs6>hi2s ™ 956> hias ) > ((g56945)>11234) ~* (Rasegset>hizs ) >'956>1f21z15) :

(E.80)
Naposletku, leva strana poteza je:

l.s. = 6H(€)6L(123456) = |H|6L(123456) . (E81)

Ispitajmo sada Gemu je jednaka desna strana poteza, tj. integral (9.26). Prvo integralimo
916 koristeci d¢(g126),
916 = O(hi26) g6 G12 - (E.82)

Zatim, integralimo hy9¢ koristeci dp(hi236), hige koristeci dp(hisae) 1 hiag koristeéi 0 (hiase), na
osnovu ¢ega dobijamo
hioe = 0(l1236)hass (936 > Ri2s) hisg
hise = 0(lisas) P (946 > Pusa) hige (E.83)
hise = O(l1as6) s (956 > hias) his -

Preostale tri d-funkcije na grupi G svode se na dg(e)®. Lako moZemo pokazati da d-funkcija
dc(9136);
dc(g136) = bc (8(h136> 936 913 91_61) ) (E.84)

posle zamene jednacine (E.82) postaje:
0c:(9136) = 0 (O(hase) 36 913 912 Gag O(h12g) ") - (E.85)

Koristedi identitet (E.83) za elemente hisg, hise 1 hi4e 1 Cinjenicu da je 9(d1) = 0 za svaki element
[ € L, a nakon primene identiteta (9.18) za trouglove (156), (145), (456) (134), (346), (236) i
(123), d-funkcija d¢(g136) postaje dg(e). Slicno se pokazuje da vazi dc(gias) = dc(g156) = dc(e).
Zatim, integralimo lj536 koristeci 0y (l12346) 1 dobijamo

L1236 = (h126 >’ 12346)1124671146 >’ (946 > 11234)lf31416 hige > {h3467 (946934) > h123}pf ) (E-SG)
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l1246 koristeci 0 (l12456),

Liaas = (haas D' loase) 256156 > (956 B Li2as)l1ase ™ aas D {Pase, (956945) B> Razatpr,  (E.87)
i l1346 koristeci 0 (113456),

lizas = (P36 B> l3456) 1356156 ' (956 > 11345)l1456_1 hiag > { hase, (956945) > h134}pf‘ (E.88)

Preostale d-funkcije na grupi H svode se na dg(e)?, slicnim postupkom kao i u slucaju 1 <+ 5
Pahnerovog poteza, tj. dobijamo &g (hiose) = dm(hisse) = Om(hisse) = dm(e). Preostala o-
funkcija na grupi L, funkcija 61 (l12356) glasi:

0r(l2ss6)= O1 <l1236_1 (h126>"l2356 ) 1256156 >,(956>11235)l1356_1h1361>/{h356,(956935)>h123}pf> .
(E.89)
Nakon zamene jednacina (E.86), (E.87) i (E.88), dobijamo
0r(li2gss) = 5L(h136|>/{h346a(946934)|>h123}pf_l11346h146|>/(g46|>11234)_ll;2146(h126|>/12346)_1
(h126>,l2356)l1256h156>/(956>l1235>l135671h136>/{h3567(956935)>h123}pf)
= 5L((h126>'l2456)_1(h126>/12346)_1(h126>/l2356)(h256956>h125_1)>ll1235
5(l1256)[>/(5(l1356)_1[>,(h136[>,{h3567(g56935>\>h123}pf(h136h346)[>,{h54167936‘>h123}pf
(h136>/l3456))h156I>/(956>11345)l145671h1461>/{h4567(956945)l>h134}pfh146|>/(g46>11234)71

h146 |>I{h4567(956945)|>h124};f1l1456h156 >/(956|>l1245)_1) ) :

(E.90)
Komutiranjem elemenata kako bi se redosled elemenata slagao sa redosledom na levoj strani
poteza, tj. sa d-funkcijom (E.80), i primenom identiteta (2.62), tj.

{h;;416h3567 (g56935) > h123}pf = h§416 >’ {hss6, (g56935) > h123}pf{h§4167 g36 > h123}pf ) (E.91)

dobijamo:

0r(lhasss) = 5L<(h126>/Z2456)71(h126|>/12346)71(h126>/l2356)(h126h256956[>h12571)[>/ll235
5(l1256>|>,(5(l1356)_1>,((h136h346)Dl{h§416h3567(g56935)|>h123}pf<h136>/l3456>>
h156>/(956|>l1345)(5(l1456)_1h146)>,({h4567(g56g45)>h134}pf(g46>11234)_1

{h'4567(956g45)>h124};f1) h156> (56 >11245)_1> ) .
(E.92)
Ponovnom primenom identita (2.62),
/ —1 / _
v —
(hasshaas) > {hsaghsse, (956935) > ha2s }pi(hise D>’ lsase)
(hisshaas) ™' {hzas ' 0(l3a56) ~ hasegse > haas, (956935) > haas }pr (Russ ' laas6) =

(hige ' 0(I3456) " h13ehaag) > ({h456956 > h§4157 (956935) > h12s }pe((ga6g3a) > h123h§416) > 13_4156) )
(E.93)
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i zamenom ovog izraza u (E.92) dobijamo:

On(lizsss) = Or((a26>"Tass6) ™ (hrast>'Tass) ™ (Puzs>'lasss) (hiashassgsohuas )5 hags
6(l1256)>/((5(l1356)_1h136>/6(l3456)_1h136h346)|>I
({has6g565>hsas, (956935 ) >h123 For (946 934) > P2z hiagg ) > l3a56) )
(h156g56>h135956D(h345945>h1_314)h2516)Dl({h456a(956945)‘>h134}pf(g46|>l1234)71

{h4567(g56.g45)l>h124};f1)) (R126hosegset>hios ) (h156>/(956 >11345) (956>l1245)_1)) .

(E.94)
Komutiranjem elementa l3456 1 {hasegs6 > Raas, (G56935) B> Ri2s bpr, @ zatim koriSéenjem identiteta
(2.62), dobijamo:

Or(liagss) = 6L((h126|>/l2456)_1<h126l>ll2346)_1(h126|>/l2356)(h126h256956|>h125_1)|>I11235
(h126h256956>h125_1h135(956935)>h123956>h5516)|>/956>l3456
(h126h256956>h1—215956>h135g56>h345)D/ ({956>h§4157(956935) l>h123}pf
h2516[>/{h4567(g56945934)l>h123}pf((956945)>h1_314h2516)|>/({h4567(956945)l>h134}pf(g46|>l1234)71

{huse,(956945) l>h124};f1)) (R126hasegse>hizs )" (h156 >’ (gs6>11345) (956>11245)71)) .

(E.95)
Nakon sli¢nih transformacija kao i u slucaju 1 <+ 5 Pahnerovog poteza, komutiranjem elemenata
l1234 kako bi poredak elemenata bio isti kao u (E.80), a zatim delovanjem na ceo izraz sa hiyg,
dobijamo:

0r(li2ss6) = OL (l2456_1l2346_112356(h256956|>h125_1)|>'g56>l1235 (h256956|>h125_1g56|>h135) >’

((935 D> hishis ) > L3as6) { 956> Piaas (956945 934) > s };fl (9565345 (g56945) > (h12shigs ) hiamg) >’

{h456>(g56945)\>h234}pf> (hasegset>hias ™" )> gset>l1345

(h256956>h12571956[>h145) I>/((956945)>l1234)71 (h256g56>h12571)>/g56>l1_2145> .
(E.96)

Ovaj izraz identi¢an je izrazu u jednacini (E.80). Preostale integracije — po elementu hq55 grupe
H i tri elementa grupe L, l1246, l1256 1 1356, Su trivijalne, odnosno desna strana se kona¢no svodi
na:

d.s. = (SG(G)S (5[{(6)3 5L(ll2356) = |G|3 ‘ng 5L(l12356> . (E97)

Konstante ispred integrala su |G|™8|H|~!|L|~! sa leve strane poteza, odnosno |G|~ |H|7?|L|~*
sa desne strane poteza, Sto kompenzuje razliku i izrazima (E.81) i (E.97), na osnovu cega
zaklju¢ujemo da je suma po stanjima (9.22) invarijantna na 2 <» 4 Pahnerov potez.

Pahnerov potez 3 <> 3

Razmotrimo najpre desnu stranu poteza. Prvo integralimo ly935 koristeci oy (I12345)

l2s5 = (P15 ' loas) 1245145 B> (ga5 > 11234)51345_1 higs > {h34s, (9a5934) D> R123}pr (E.98)

1 l1236 koristeéi 5L(l12356)7

L1236 = (h126 >’ la3s6) 1256 156 >’ (gs6 > l1235)ll35671h/136 > {hss6, (956935) > h123}pf- (E.99)
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Zatim, integralimo hya3 koristeéi 0 (l1234) 1 dobijamo:
]’L123 = g3_41 > h1_314 93_41 > (5([1234>_1 g3_41 > h124 93_41 > h234. (ElOO)
Preostala d-funkcija na grupi G, d-funkcija d¢(g123), nakon primene jednacine (E.100) postaje,

0c(g123) = 66 (ga > O(huza) " 934 > 0(8(li23a)) " gaa > O(Raoa) g4 > O(haza) g3 912 913 )

(E.101)
odnosno nakon primene identiteta 96 = 0:
0c:(9123) = ¢ (O(Pa3a) ™ D(haoa) D(hasa) g3i g3 912 91z Gsa) - (E.102)
Zatim, primenom identiteta (9.18) na trouglove (134), (124) i (234), dobijamo:
dc(g123) = dc(e) - (E.103)

Za 0-funkciju 0 (hi235), nakon primene jednacine (E.98) dobijamo:

Opr(hiass) = 5H<(h1255(12345)hf215)5(51245)(h145(945|>5(l1234))hf415)5(11345)_1h135Dl{h3457935|>h123}pfh135

((935934*1)>(h1_3145(11234)71h124h234))h2_315h1_215) :
(E.104)
Zatim, koriste¢i uslove (9.20) za d-funkcije 7, (hasss), 01 (h1245) 107, (h1345), prisutne sa obe strane
poteza,

0(losas) = hoss haas (945 > hagy) hags
0(l1245) = higs hoas (Gas > h1_214) h1_415 ) (E.105)
S(lisas) ™t = haas (gas > hisa) hags hfglg, )

dobijamo:

Op(higs) = 5H<h125h235h345(945>h2_314)h2_415h1_215h125h245(945>h1_214)h1_415h145(945>5(l1234))h1_415
h145(945>h134)h§415h1_315h135>5({h3457(945934)>h123}pf)
h135((935934_1)>(hf3145(51234)_1h124h234))h2_315h1_215>

= om <h345 (945934) thglg,h;;fg,(s({h3457(945934) >h193 }pf) (935‘>h123)> .

(E.106)
Primenom identiteta (2.6) za hy = hsss 1 ho = (ga5934) B> hi2s 1 jednakosti gss = 0(hsas5)g45934,
dobijamo:

S (hi2ss) = dule). (E.107)

Sli¢nim postupkom dobija se dp(hiass) = di(e). Preostala o-funkeija 6 (l12346) je:

Or(lio3ss)= 0L (l1236_1 (R1262>"l2346) 11246 1146 >,(946>l1234)l1346_1h136[>/{h3467<g46934)>h123}pf> :
(E.108)
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Zamenom izraza (E.99), a zatim izraza (E.98), dobijamo:

0r(lasss) = Op(huse>{hase,(gs6935)>h12s }of hizsehaset™ (gs62>l1235) ~ Liasshiaet™ laghe

(h1262>"l2346) 1246146 (962> 11234) L1346~ hase Dl{h3467(946934)|>h123}pf)

or, (h136 >'{ hss6,(956935) > h123 };fl liss6
hase>" (9565 ((ha25>" 12345 ) 12451455 (gas>11234) L1345~ hass D> { Pi3as, (9a5934)>haas fp))

51_2156 hise D'l2_3156 (h126>"12346) L1246 P146>" (96 |>l1234)ll346_1 hi36>'{ h3ae,(Ga6934)> 123 }pf) .
(E.109)

Komutiranjem elemenata, tj. koris¢enjem Pajferovog identiteta za ukrsteni modul (L S H >,
dobijamo

Or(hasas) = O (haseD> {hsse,(g56935)> P23} i
(6(11356)h1569561>h135)\>/g56l>{h34Sa(945934)‘>h123};f1l1356h156|>/(956‘>l1345)
(h156956|>h145)Dl((g56945)|>l1234)71h156>1(956|>l1245)71(h156956|>h125)|>l(g56>1273145)l172156
h126Dll;iilsﬁ(h126‘>/l2346)l1246h146l>/(946‘>11234)1134b’71h136‘>l{h346a(g46934)Dhl%}pf)

= 5L((5<11346)_1h136)\>/{h34ﬁa<g46934)\>h123}pf(5(l1346)_1h136)\>/{h3567(g56935)\>h123};f1
((5(l1346)716(11356)h156g561>h135>‘>l956|>{h345:(g45g34)‘>h123};f1
(0(l1346) "0 (lh356) Pase™>' (9560 (11345)) hasegset> s ) > (956945 ) > l1234) ~ iz lassehaset™' (9565>1345)

hise>' (gs6™>l1245) " (has6gs65>hias) >’ (956 |>l§314;5)lf2155h126 9/153156 (h126D>"12346) L1246 h146 D/(g4<3|>l1234)) .

(E.110)
Primenom identiteta (2.65), tj. da je

{haas;, (916934) > h123}pr = Pza >’ {hays, 36 > hl23};fl , (E.111)

a zatim varijante identiteta (2.62), tj. da je
{h1hohs, h4};f1 = {hy,d(hohs) > h4};f1h1 >" {ha, d(hy) > h4};f1(h1h2) > {hs, h4};f1 , (E.112)

dobijamo:

{ haahsse (956> hsas ) (956945931) > has };fl = {h316:(9a6931)>ha2s }gfl hiza>'{ hsse,(956935) > 123 };fl

(h§41(;h356) >'{ g56>h345,(956945934) l>h123};f1-
(E.113)

Primenom ove jednakosti u izrazu (E.110) dobijamo:

Or(l12346) = 5L((h146946|>h134)[>l{h§416h356(956|>h345)7(956945934)|>h123};f1
(5(11346)_15(11356)h156Dl(gs6l>5(l1345))h156956|>h145)D/((956945)|>51234)_11f314611356h156Dl(gs6l>l1345)

e (g568>l1245) ™ (has6gs6t>hi25) B> (9565 Lo ) 1256 1265 Lagse (R126D> 1a3a6) L1246 R 46 D'(g46>l1234)) .
(E.l 14)
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Primenom (E.100) i identiteta (2.63), dobijamo da vazi jednakost,

{h§416h356(956>h345),(956945934)>h123};f1 = {}L3T416h356(956‘>h345);(g56.g45)l>((h;3111l>/5(l1234)71)h17314h124h234};f1
= (ga6> (hizs>'0(liz3a) 1))’
{haahsse (956> has), (956945) > (higghiaahasa) }of
{h3a6h356 (9565 P3as) (956 9a5) > (a0 (hiasa) ™)} r -
(E.115)
Odnosno, kada raspisemo ¢lan
{haishsse(9s6™>hsas),(9569a5) > (higa>'0(laza) )} = (gas>(higa>lings))

(haughass(g565>haas) ) B> (956945 ) > (hi34>"T1234) ).

(E.116)
izraz (E.115) je jednak:

{h§416h356(956>h345) (956945934) [>h'123};f1 = s> (h1_314[>/5(l1234)71)
{ hahsse (9560 Psas) (956945 > (Rigy hioahasa) };fl

(h3ashas6 (9565 3a5) ) B> (95695 ) > (higy>li234)).

(E.117)
Zamenom ovog rezultata u jednac¢inu (E.114) dobijamo da se ¢lanovi sa lj934 pokrate, pa sledi

da je 5L(112346):
O0r(liz2sas) = 5L((h146946|>h134)D'{h§416h356(956>h345),(956945)D(hf314h124h234)};fllf314611356

h156l>/(956\>11345)h156\>/(956>l1245)_1(h156g56\>h'125)|>/(956\>lg_3145)l1_2156h126|>,lg_3156(h126>/l2346)l1246)~
(E.118)
Iz ovog izraza primec¢ujemo da je integracija po li934 trivijana, pa za izraz sa desne strane
Pahnerovog poteza kona¢no dobijamo:

ds. = 5G(€)5H(6)25L(h156>/(956>l1245)_1h156>'(956>(h1259'12345))_llfglgﬁh126l>'l§3156(h126|>'lz346)
11246(h14ﬁg46>h134)D/{h§41(jh356(956>h345);(g56945)|>(hf314h124h234)};fll;{‘jlzlﬁl1356h156>/(956>l1345)-

(E.119)

Analizirajmo sada levu stranu poteza, tj. integral:

/ dh456 /3 dll456dl2456dl34565G(9456) 5H(h3456)5H(h2456)5H<h1456>5L(l23456)5L(113456)5L(112456) .
H L¢

(E.120)
Najpre, integralimo ly456 koriste¢i d-funkciju 6 (l13456) 1 dobijamo:

liass = hiae ™ {Pase, (956945) ™ Pz tlizae ™ (hase ' laase) liasePise B (56 > lizas) . (E.121)
Zatim, integralimo loys6, koristeéi 0y (l23456),

loass = hase > {Puse, (g56945) > Poza tlozas ™" (hase ' laase)loasehase B> (56 > loaas) ,  (E.122)
1 hyse koristeci 6 (hgase):

hase = h§416 0(13456) h3se (956 > Nzas) - (E.123)
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Koristeci jednacinu (E.123), dobijamo da se d-funkcija dc(gase),

dc(gas6) = 0c (a(h346)71 O(hsse) gs6 > O(haas) gse Gas 9[61) ) (E.124)

primenom identiteta (9.18) za trouglove (346), (356) i (345), svodi na:

dc:(94s6) = 0c (e) - (E.125)

Sli¢nim postupkom kao i sa desne strane poteza, dobijamo da su d-funkeije g (h1456) 1 05 (hoass),
primenom jednacina (E.121) i (E.122), jednake d(e)?. Preostala 81 (l12456) je jednaka

0r(l12456) = 01 (l1246_1(h126 > laas6) 1256 1156 > (956 > li245) L1456~ haas > {hase, (956945) h124}pf)'
(E.126)

Zamenom jednacina (E.121) i (E.122) u izraz za §-funkciju 6, (l12456) dobijamo,

Or(li24s6) = 5L(1124671(h126l>/(h246l>{h456>(g56945)>h234}pfl234671(h236|>/l3456)12356h256|>/(956>l2345)))
11256h156|>/(g56[>l1245>h156|>l(956[>l1345)_11;3156(h136|>/l3456)_1l1346h146|>{h4567(956g45>i>h134};f1

hiae>{ hase, (g56g45)‘>h124}pf) )

(E.127)
odnosno posle komutacije elemenata:

0r(liaase) = Or ((6(l1246)71h126h246)|>{h4567(956945)‘>h234}pf(5(l1246)71h126|>5(l2346)71h126h236)‘>/13456
l1_2146h126 > lagae ™ Ri26D>"lass56 (h12ehase ) > (9565 12345))
l1256h156|>/(g56[>l1245)h156>/(956[>ll345)7111_3156l1346(6(11346)71}1136)‘>/l345671

D> {h456 (956945) I>h134}1:f1 D> {h456 (956945) I>h124}pf) .

(E.128)
Primenom identiteta (2.68) za inverz Pajferovog podizanja {hase, (g56945) > h134};f1, a zatim
identiteta (2.63) za tri elementa, tj.

{1, hohshador = {1, hator(O(hy) © ho) ' {hy, b }or (B(h1) & (hahs)) & {1, halpr,  (E.129)

dobijamo:

{huse,(g56945) > (hf31h124h234) ot = {hase,(956945) I>h1_314}pf(g46|>h1_314) >'{ hase,(956945) > 124 Fpr

(Gas> (h1_314h124))D/{h456>(956945) D> h124 Fpf-
(E.130)

Ovaj identitet zatim moZemo primeniti u jednacini (E.128), iz ¢ega sledi jednakost:

0r(li2as6) = 5L((5<l1246)71h126 D> 0(laga6) " hazehase) D' lase
11_2146h126 > lag46~  hiog > la3s6(h12hase) ' (gs6 D> losas) )
liasshise D' (gs6 D> li2as) hase D' (956 > 51345)_llf315651346(5(l1346)_1h136) > l3a56 "

(h1469a6 > hisa) > {hase, (956945) > (hf32h124h234)}pf) .
(E.131)



223 E.2. Invarijantnost 3BF' sume po stanjima na Pahnerove poteze

Primenom jednac¢ine (E.123) i identiteta (2.62), slicnim postupkom kao i kod desne strane
poteza dobijamo da ¢lanovi sa l3456 pokrate, tj. o-funkcija 07 (l12456) glasi:

Or(hasss) = Or (l1_2146h126>/l2346_1h126>,12356(h126h256) >'(g56D>12345) ) L1256 156> (956> 11245)

hise D/(g56>l1345)71l1_3156l1346(h146946[>h134) >'{ huse,(g56945) > (hf31h124h234) }pf) .

(E.132)
Zakljucujemo da je integral po 3456 trivijalan, pa konac¢no dobijamo da je leva strana poteza
jednaka:

L.s. = 0a(e)0n(e)*0L (hi260>"lazasl1246 (P16 gast™h134) > { huse, (956945) > (h1_314h124h234)};f1l1_3146

lLiss6his6 |>/(956|>11345>h156|>,(956>l1245)_1 (h1569565>h125)>" (956 >l2345)_1lf215;6h126>,5531&36) .
(E.133)

Izrazi (E.119) i (E.126) su identi¢ni, na osnovu ¢ega zaklju¢ujemo da je suma po stanjima
(9.2.1) invarijantna na 3 <> 3 Pahnerov potez. Broj k-simpleksa sa obe strane 3 <> 3 poteza je
isti za sve k, tj. koeficijenti ispred integrala su jednaki u ovom slu¢aju i prema tome nisu od
znacaja.
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